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‘Introduccién

Asi como el estudio de los espacios métricos conduce a los con-
-ceptos de topologia y uniformidad como estructuras correspondien-
tes, respectivamente, a las aplicaciones continuas y a las aplicaciones
uniformemente continuas, de forma aniloga parece también natural
‘preguntarse por la estructura cuyos morfismos son las aplicaciones
lipschitzianas. En el presente trabajo se define y estudia esta estruc-
tura «lipschitziana» sobre un conjunto, considerando en particular el
«caso en que dicho conjunto esti dotado de una estructura vectorial-
‘topoldgica.

T, Definicién y éjemplos

Denotaremos con R+ el conjunto de los niimeros reales mayores
«que cero.

DerinicidoN 1.1.—Llamaremos estructura lipschitziana sobre un
<onjunto X a cualquier coleccién, £, de partes de X x X 'x R* que
wverifique :

L1) WeL=> WA xRt (A={x 2):2€X}).

L2 Vee, WDV —=> WeEL

L3 V,WeL => VNWEL.
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L4) VWeL£, 3VeL, VcW, tal que
r,s€RY, r<s => VIrlc Vs,
donde; para ¢ € R+,
VIl ={(#,)€X XxX:(s,y, )€V}

L5 VWeL 3VeL, tal que, para todo r€ R¥,

VIrl]o V[r]C W [r].

L6 WecL keRt—> W" {(x,y,kr) (x,y,r)EW}E,B
LT) WeL=>W = {4,519 1) €W} eL
Del par (X, .£) diremos que es un espacio de Lipschitz.

Como consecuencia inmediata de la definicién, £ es un filtro em
X 'x X:'x R* y se verifican los siguientes resultados:

TeorEMA 1.1.—Toda estructura lipschitziana admite una.base cu-
yos elementos, V, verifican las dos condiciones siguientes:

1) 7, s€RY, r<s => V[r]CV[s]
2) V= V (V es simétrico).

TeoOREMA 1.2.—Una coleccién, B, de partes de X 'x X'x Rt es:
base de alguna estructura lipschitziana en X y si y solo si cumple:
las siguientes condiciones:

Bl VEB —=—>V DA xR

B2 VV,V,€8B, 3VEB tal que VC 'V, NV,

B3 VV,€8, 3V, €8, IWe L (X x X.x R¥) tales que:

a) r.s€RY, r<s => W[r]c W [s]. '
b) V,cWcV,.
B4) VV, €8, 3V,€B tal que

Vr7€RY, V,[1eV,[r1CV, [r].

B35 VV, €8, Vk€R+ EV € B tal queV CV
B6) VV, €8, 3V,€B tal que V2CV
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EjEMPLOS :

I) Las partes de X x X x Rt que contienen a A x Rt consti-
tuyen una estructura lipschitziana en X. Se trata de la estructura
lipschitziana mds fina sobre X.

II) {X x X'x Rt} es la estructura lipschitziana menos fina en X.

IIT) Dada una estructura uniforme, 2, en X, resulta que
B ={Vy:U€U}), donde

VU={(”:3’,7‘) 5(-"',3’)’6 Uy VE R+}y

es base de una estructura lipschitziana en X.
IV. Si {di}ic1 es una familia filtrante de semimétricas en X,
se puede probar que

B=fV,,:i€I, \€R*},
donde
Vi,)\ =;{(4’,3’, 7) :Xdi («"{y)<r},

es base de una estructura lipschitziana en X. Ademais, resulta que
dos familias de semimétricas: inducen, en el sentido anterior, la mis-
ma estructura lipschitziana si y sélo si son lipschitzianamente equi--
valentes.

2. Metrizabilidad de estructuras lipschitz_ianas,

Aunque no toda estructura lipschitziana viene inducida por una
familia de semimétricas, si puede obtenerse de forma aniloga ‘a par-
tir de un cierto tipo mas general de funciones, tal como indica eF
siguiente teorema : ' '

TeoreMA 2.1.—Si {8}, 1 es una familia filtrante de funciones.
8, :X X X —> [0, + 0]

verificando :
1) 32 =0 Vry€X, Vi€l
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2) 5@ Vv)=8(x), Vr,ye€X, Vi€l
3) Vi€el, 3j€l tal que

5, (¢, 2) <3, (%,9) +3,(0,2), V3 2€KX,
entonces
B={V,, i€, AE€R*}
«donde
Via={Eyn:adEy<r}

-es base de una estructura lipschitziana en X.

Ademas, toda estructura lipschitziana en X puede obtenerse en
esta forma a partir de una familia de tales funciones.

DeMosTrACION.—La primera parte es trivial. Veamos la se-
:gunda: '

Sea .£ una estructura lipschitziana en X, & una base de £ en
las condiciones del teorema 1.1 y definamos, para cada V € B,

inf{r€ R+ :(x,y,7M €V} si JreR+ tal que (+,y,)EV
+ o0 si Vr€R+(x,9,NgV

& (%, 9) =
Resulta evidente que {3v}v.s verifica las propiedades 1, 2 y
3) VWedB, IVEB
#al que

(w9 <

8 0, 9)'< " = Sy (v

Ademas, de las relaciones

st’zz{(x,y,r) 128, <r}icVv

Vzhc'{(x:y:r) 17\3v(1',y)<r}=st’,‘
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spara todo V€ 3B y todo X € R*, se obtiene que {3v}v.s induce la
-estructura lipschitziana de partida.
La prueba se concluye teniendo en cuenta que para la familia

{A%}Ve&kenh

~que trivialmente induce la misma estructura lipschitziana que {3v}v. s
y hereda de ésta las propiedades 1, 2 y 8, la verificacién de 3 equi-
vale a la de 3.

Un simple anilisis de la demostracion del teoréma antérior con-
-duce a los siguientes resultados:

CororarIO 1.—Condicién necesaria y suficiente para que una es-
tructura lipschitziana sobre un conjunto X venga inducida por una
“familia de semimétricas, es que admita una base, B, verificando

n vves |Jvir=xxx

r € R+

2) VVEB Vr,s€Rt, Vrlo Vsl V[r+s]

Cororario 2.—Condicién necesaria y suficiente para que una es-
*tructura lipschitziana, .£, sobre un conjunto, X, venga inducida por
-una semimétrica, es que exista V€ £ tal que

n Uvm=xxx

reR+

2) VYrs€RY V]« Vs VI[r+s]
3) VWeL JkeR+ tal que VFCW.

Ademds, esta semimétrica es una métrica si y sélo si

:3. Bornologia y uniformidad asociadas a una estructura
lipschitziana

Sea (X, .£) un espacio de Lipschitz.

DerFiNicion 3.1.—Diremos que un subconjunto A de X es acota-
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do en (X, L£), si para cada W € .£ existe un recubtimiento finito de:
A, {A, .., A, }, y un ntmero real posmvo, 7, tales que

Vi=1,..,1 A, xA, CW[r]

Los acotados de (X, .£) constituyen una bornologia en X vy,
segun muestran los ejemplos de estructuras lipschitzianas conside-
rados en el apartado 1, a distintas estructuras sobre un mismo con-
junto puede corresponderles la misma bornologia.

El siguiente teorema pone de manifiesto la consistencia de la
anterior definicién con la utilizada en espacios semimétricos.

TeorEMA 8.1.—Si para todo W € .L£ se verifica que

X x X - U wm,

reRrt
entonces A € X es acotado en (X, L£) si y sélo si
WWe.L JreRF tal que AxAcWI[rl

DeMOSTRACION.—Sea A un conjunto acotado de X, £), y B una
base de .£ en las condiciones del teorema 1.1. _
Dado W €.£, arbitrario, tomemos V€ B tal que, para todo »€R*,.

VirlaV[rle V[rl C W [r].

Por ser A acotado existen s € R+ y A, ..., A, © X tales que

n

a=U A v Vi=tn A xACVI
: i=1

Sean ahora, para i=1,..,n, x,€ A, arbitrariamente fijados.
Puesto que

Uvem=xxx,

reER+
existe ¢ € R* tal que, para todos

iL,j€{l,..,;n}, (,x)€VI[i
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Entonces, si 7 = max {s, t}, dado cualquier par de elementos
x,y, de A, existen ¢, 7€ {1, ..., n} tales que

(#, x)€VI[r]
(‘ru xj) ‘E A% ‘[r]
(#;,%) €VIrl,

y por tanto (#, y)€ W [r].

DEeFINICION 3.2.—Si £ es una estructura lipschitziana en X, en-
itonces

Y, ={WIrl:We.L}

-es una uniformidad en X, independiente de r € R*, que llamaremos
uniformidad inducida por .£.

Cuando £ estd inducida por una familia de semimétricas, la es-
tructura uniforme a que se refiere la anterior definicién resulta ser
‘1a estructura uniforme que dicha familia de semimétricas induce.

Por otra parte, los ejemplos de estructuras lipschitzianas consi-
-derados ponen de manifiesto que toda estructura uniforme procede
«de alguna estructura lipschitziana, y que estructuras lipschitzianas
«distintas pueden dar lugar a la misma uniformidad.

DEeFiNiCION 8.8.—Diremos que dos estructuras lipschitzianas sobre
un mismo conjunto son uniformemente equivalentes si ambas inducen
la misma uniformidad.

Anilogamente, diremos que dos estructuras lipschitzianas sobre
un mismo conjunto son topolégicamente equivalentes si asi lo son
las uniformidades inducidas por ellas.

El siguiente resultado, de trivial comprobacion, relaciona las es-
tructuras bornolégica y uniforme asociadas a una estructura lipschit-
ziana.

TeoreEMA 3.2.—En un espacio de Lipschitz todo precompacto es
acotado.
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4. Aplicaciones lipschitzianas

Sean (X, £) y (X’, £) dos espacios de Lipschitz.

DEerFiniCcION 4.1.—Diremos que una aplicacién, f, de X en X’ es:
lipschitziana si

VWeL, JIWeL tal que F(W)c W,
donde
3,0 = @), 106), .

Se puede comprobar facilmente que la composicién de aplicacio--
nes lipschitzianas es lipschitziana, y que la anterior definicién coin--
cide con la usual cuando £ y £’ estin inducidas por familias de semi--
métricas.

Diremos que f es bilipschitziana si es biyectiva y tanto f como f*
son lipschitzianas. En tal caso, es claro que f transforma una en otra.

las estructuras £ y £’.
Como consecuencia inmediata de las definiciones se obtiene el®

siguiente resultado:
TeorEMA 4.1.—Toda aplicacién lipschitziana es uniformemente:

continua y acotada.

5. Estructuras iniciales
TeorREMA 5.1.—Sea X un conjunto, {(X;, £)}: 1 una coleccién:
de espacios de Lipschitz, y f;, i€ I, aplicaciones de X en X;. En-
tonces, la familia, &B, de las partes de X x X x R+ de la forma-
W(W, s W, ) = f'_—l W, NN 7-71 W),
con

"'EIN,il,-n,i,n'EI y WiIG,C;],...,W‘nG(B,",

es base de una estructura lipschitziana en X. Se trata de la estruc--
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tura lipschitziana menos fina que hace lipschitzianas a todas las f;.
Respecto a ella, una aplicacion, f, de cualquier espacio de Lipschitz

en X es lipschitziana si y sélo si lo son todas las f; o f

DEMOSTRACION,—Bastara probar que &B verifica las condiciones-

B1 a B6 del teorema 1.2.
B1. Trivial.
B2: Dados

WW, ., W, ) y WW”,.,W"),
1 ” /1 T on

consideremos, para cada k€ {i}, ..., i} U {7;, ..., Jm},

W W si €Ly, oyiy NG, s G}
W, = { W, si R€{dy, criy N {4y s i}
w,” i R€ LT e dm I\ iy iy }

Resulta entonces que
WW, oo, W, W, W, ) = WW L WO W (W, W),

B3: Dado W (W,, .., W, ), sean V,-’j, j=1,..,n, en las
condiciones de 1.4 respecto a W,-j, en .,L’;/.. No es dificil compro—
bar que W (V,,, ..., V; ), que desde luego estd contenido en

WW, . W, ),

es tal que, V7, s € R¥, r<s,
W (Vo V, AT WV, V) s

B4: Basta considerar con cada W (W, , ..., Wi”)'€$ el con
junto W (Vy,, ..., Vi ), donde Vi], € £i]. es tal que, para todo r € R¥,.

V‘j [7]1 - Vij [r] Wij [r].

B5: Es consecuencia de la relacion

W (WE, ., WE ) C [W (W, oy W, )TE,
1 ” 1 ”

ctya comprobacién es inmediata.



80 MIGUEL DEL Rio VAZQUEz

B6: Consecuencia trivial de la igualdad

—1 -1 —1
w (W,l 3 eeey Win) =W (W g eeey Wi ).

i n

TeEOREMA 5.2.—Sea X un conjunto, {(Xi, £,)}:¢: una colecciéon
de espacios de Lipschitz, y f;, i€ I, aplicaciones de X en X,. En-
tonces la estructura lipschitziana inicial de las £, respecto a las apli-
caciones f;, es decir, la estructura lipschitziana sobre X determinada

«n el teorema anterior, induce la estructura uniforme inicial de las
inducidas por las .£;.

DEMOSTRACION.—Basta tener presente que, si
W, €L, ,..W, €L, , Vr€Rt
1 1 ” n

se verifica

n

W (W, e W, ) (7] =[ N Forw,) ] [r] =
j =1

Jj=

= Y UAT W)L rD) = for (W, 1),
=1 4 7 '/ 7

donde f (x,9) = (f @), f ).
Utilizando la misma notacién que en los teoremas precedentes,
‘se tiene:

TeorREMA 5.3.—La bornologia asociada a la estructura lipschit-
ziana inicial de las .£,, es la bornologia inicial de las asociadas a
las .£,.

DEMOSTRACION.—Denotemos con £ la estructura lipschitziana ini-
«cial de las .£,.

Si A es acotado en (X, .£), entonces f, (A) es acotado en (X, L£1)
como consecuencia inmediata del caracter lipschitziano de las apli-
-caciones fi.

Reciprocamente, supongamos que A C X es tal que, para cada

€1, f, (A) es acotado en (X,, .£,), y probemos que A es acotado
en (X, .£): ’
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Dada la naturaleza de £, bastard comprobar la condicién de aco-
tacion de A para los W € £ de la forma

W =W (W) =f-1(W),

con i€l y W,€.L,
Sea entonces W = W (W,), arbitrariamente fijado. Puesto que
fi (A) es acotado en (X,, L£,), existiran

Ail, ey Aim‘, cX, y r€Rt

tales que:

fomy = A,
k=1

Al, x Al, x{r,}cW,, YVEk=1,..,n,

'y que, por tanto, verificaran las relaciones

ac Urraw

k=1

f,'—l (Aik) X f[~1 (Aik) X { r; } cw (Wi)’ Vk=1,.., Ny
.con las que se concluye la demostracién.

DzrinicioN 5.1.—Sea {(X;, L£1)}: 1 una coleccién de espacios de

Lipschitz y X = H X,. Llamaremos estructura lipschitziana pro-
f€el

«ducto de las £,, y la denotaremos por H £L;, a la estructura lip-
i€l

schitziana, en X, inicial para las proyecciones

p, X—X, i€l
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El siguiente teorema, cuya demostracién omitimos por no pre-
sentar especial dificultad, muestra la consistencia de la anterior de-
finicién con la andloga para espacios semimétricos.

TeoREMA 5.4.—Si cada £, i € I, viene inducida por la familia de
semimétricas {d';}; ¢ s,, entonces la estructura lipschitziana producto,

L;, estd inducida por la familia de simétricas de la forma
iel

(@) e v Wy ¢ ) —> max{dl; (x,y)}
i€XK

donde K es una parte finita de I y j, € J,.

Aunque debido a su sencillez no lo hagamos, cabria considerar
ahora las otras situaciones particulares de estructuras iniciales que,
en forma standard, conducen a los conceptos de estructura lipschit-
ziana supremo, imagen inversa de una estructura lipschitziana, es-
tructura lipschitziana inducida, etc.

6. Estructuras lipschitzianas en un espacio vectorial topolégico

Los espacios vectoriales a los que se haga referencia se sobre-
entenderdn siempre reales o complejos.

TeoreEMA 6.1.—Sea E un espacio vectorial y .£ una estructura lip-
schitziana en E. Entonces la suma en E es lipschitziana si y sélo si
£L admite una base, B, cuyos elementos, V, verifiquen

(#,y, )€YV .
Z€E = 42z y+271)€

DEMOSTRACION.

a) Supongamos que £ admite una base, &, en las condiciones
anteriores, y dado W € .£, arbitrario, consideremos V € 8B tal que,
para todo 7 € R*,

Vr].V[r]c W [r].
Entonces, para cada

(2, u); (v, )3 7)€ B,=1 (V) ) p,71 (V).
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se tiene, dada la «invariancia en traslaciones» de V,

F+u,y+v,7)VEV
w+y,v+y,1NeEV

y por tanto

#F+uwy+ov,nNeEW,

lo que expresa el caricter lipschitziano de la suma
b) Por ser la suma lipschitziana en E, dado W € .£ existe V € £
tal que

3, 7r)€eV

, r)rev3 = @ 4+u,y+v,reEW

Entonces, es muy sencillo comprobar que V¥ € E x E x R*, de-
finido por

virl= U o+ v, rers,

YEE

es tal que:

— contiene a V y, por tanto, pertenece a £
— es invariante en traslaciones

— estd contenido en W,
con lo que se completa la demostracion.

TeoREMA 6.2.—Si E es un espacio vectorial topoldgico, existe
una tnica estructura lipschitziana en E que, induciendo la topologia
de E, admita una base, &3, verificando

1) Vesn
@y, NEV Y=> (v +2z,y+21NEV
z€E

2) Ves

(#, 9, €V => (A#, Ay, A7) € V.
A€ R+
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DEMOSTRACION.,

a) Unicidad.—Sean £, y £, estructuras lipschitzianas en E en
las condiciones del teorema respecto a las bases B, y &B,. Puesto
que ambas inducen estructuras uniformes invariantes en traslaciones,
L, y L, son uniformemente equivalentes.

Entonces, ya que U, es mas fina que U, ,
VV,€8,3V, €8, talque V,[11cV, [1]
de donde, para todo 7 € R¥,
V,[rl=rV, 11 crV, 11 =V, [r].

Es decir, V, esta contenido en V, y, por tanto £, es mis fina que £,.

Anilogamente se puede obtener que £, es mas fina que L,.

b) Euxistencia.—Basta considerar la estructura lipschitziana de-
finida por las funciones

SN (4‘, :V) = PN (x—y),

cuando N recorre un sistema fundamental de entornos equilibrados
del origen, y donde py denota el funcional de Minkowski de N.

A la estructura lipschitziana caracterizada en el anterior teorema,

que llamaremos estructura canénica de un espacio vectorial topolé-
gico, se refieren los siguientes resultados:

TEOREMA 6.3.—Sean E y F espacios vectoriales topolégicos sobre
€l mismo cuerpo. Una aplicacién lineal de E en F es continua si y
sélo si es lipschitziana.

DeMOSTRACION.—Sean B y &’ bases de E y F, respectivarhente,
en las condiciones del teorema anterior, y f una aplicacion lineal y
continua de E en F. Por ser f uniformemente continua, dado V' € &’
existe V€ B tal que

(r, ) €V => (f»),f) €V [1]
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de donde, dada la linealidad de f,

(#NEVIFI=rV[] => (f&),fO)€rV (1] =V [r],
es decir, f (V) c V.

TeEOREMA 6.4.—Sean (X, .L£) un espacio de Lipschitz y E un es-
pacio vectorial topolégico. Cualesquiera que sean f y g, aplicacio-
nes lipschitzianas de X en E, y cualesquiera que sean X y u, escala-
res, la aplicacién X f + @ g es lipschitziana.

TEOREMA 6.5.—Sea E un espacio vectorial topolégico y £ su es-
fructura canénica. Entonces, A © E es acotado en (E, £) si y sélo
si es acotado candnico de E.

DEMOSTRACION.

a) Si A es acotado canénico de E también lo es A— A y, en
consecuencia, para todo entorno equilibrado del origen, N, existe
r € Rt tal que A — A c r N. Se tiene, entonces,

SN(x’y)=PN(x—y)<r' Vzy€A

y, por tanto, A es acotado en (E, .£).
b) Si A es acotado en (E, .£) se verifica, de acuerdo con el teo-
rema 3.1, que

VWeL, 3r€ R+ talque AXAcC WIrl

Condicién que para los elementos de la base de .£ obtenida a par-
tir de las funciones 3y, segiin el procedimiento sefialado en el teo-
rema 2.1, puede escribirse en la forma

VNy 37‘6R+ tal que VLS"GA, PN(x—y)=3N(-“f,y)<’,

de donde resulta que, para cualquier y de A, A— 1y es acotado
canoénico de E, y por tanto también lo es A.

TeoREMA 6.6.—En un espacio vectorial topolédgico, E, sobre K,
el producto por escalares es lipschitziano en las partes acotadas
de K x E.
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DemosTrACION.—Bastard probar que el producto por escalares es
lipschitziano en los conjuntos de la forma B (0, s) x A, donde A
es un acotado de E. Para probarlo, sea 9 una base de la estructura
lipschitziana candénica de E verificando las condiciones del teo-
rema 6.2.

Puesto que B (0, s) - A es acotado de E, dado V'€ &B existe
t€ R* tal que

) B(,s)-AxB(0,s)-Ac V [t].

Por otra parte, al ser el producto por escalares uniformemente
continuo en B (0,s) x A, dado V' €B existe VEB y 3€RT
tales que

%,y €A
(#,y)€ V1]
2 A, Vv’ [1].
&) A n€ B, 5) => (Ax,pny) €V [1]
A—n|<3

Sean, ahora, &, y€ A, A, . € B (0,s) y € R+ tales que

t
@y, nNeEV ¥y Ky [A—p|<r.

Entonces:

— Si 7 >t se verifica (A x, n y, ) € V', como consecuencia tri-
vial de (2).

— Si y < t, se tiene

x y
("’-— ) —-) €V [1]
r

r

rd

[A—n| < <3

y, por tanto, de acuerdo con (2), también se verifica (A x, ny, 7)€V,
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presente trabajo— que, siendo menos restrictiva que la estructura
métrica, permitiese una formulacién natural del concepto de aplica-
<ién lipschitziana y tuviese a estas aplicaciones por morfismos.
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