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tntroducción 

Así como el estudio de los espacios métricos conduce a los con-
-ceptos de topología y uniformidad como estructuras correspondien
tes, respectivamente, a las aplicaciones continuas y a las aplicacioiies 
uniformemente continuas, die fornia análoga parece también natural 
preguntarse por la estructura cuyos morfismos son las aplicaciones 
lipschitzianas. En el presente trabajo se define y estudia esta estruc
tura «lipschitziana» sobre un conjunto, considerando en particular el 
caso en que dicho conjunto está dotado de una estructura vectorial-
topológica. 

1. Definicién y éj<itn|>los 

Denotaremos con R+ el conjunto de los números reales mayores 
q̂ue cero. 

DEFINICIÓN 1.1.—Llamaremos estructura lipschitziana sobre un 
conjunto X a cualquier colección, £, de partes de X x X x R+ que 
w êrifique : 

L 1) W € ^ = 0 W 3 à X R+ (là = {(jr, ^) : jr € X}). 
L 2) V € i?, W 3 V = > W € £, 
L 3) V, W € ^ = > V n W € i?. 
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L 4) V W € ^e, 3 V € oC, V e W, tal que 

r, 5 £ R+, r < 5 z:C> V [r] C V [^], 

donde, para t € R+, 

V [¿] = { (.r, 3̂ ) ^ X X X : (;r, f̂, O •€ V }. 

L 5) VW'CoC, 3 V € o e , tal que, para todo r € R+, 

V [r] o V M c W [f]. 

L 6) W € ^ , ^ € R+ = : > W* = {{x, y, kr): (x, y, r) € W} € JC*. 

L 7) W € i? =zí> W = {(y, .r, r) : (jr, y, r) '€ W} € X. 

Del par (X, £) diremos que es un espacio de Lipschitz. 
Como consecuencia inmediata de la definición, £ es un filtro em 

X X X X R+ y se verifican los siguientes resultados: 

TEOREMA 1.1.—Toda estructura lipschitziana admite una base cu
yos elementos, V, verifican las dos condiciones siguientes : , 

1) f, ^ € R + , r < í = = > V [ r , ] c V [ í i ] . 
• ~ ^ • . . 

2) V = V (V es simétrico). 

TEOREMA 1.2.—Una colección, SB, de partes de X x X x R+ es^ 
base de alguna estructura lipschitziana en X y si y sólo si cumple 
las siguientes condiciones : 

B 1) V € m ==> V 3 A x R+. 
B 2) V Vi, Va €SB, 3 V € áB tal que V c V^ H Va. 
B 3) V Vj € SS, 3 Va € á8, 3 W € ^ (X x X x R-̂ ) tales que : 

a) r. s € R+, r < ^ = > W [r] cW [s], 

b) V a C l W C l V i . 
B 4) V Vi € á8, 3 Va € S tal que 

V r € R+, Va, W o V, [r] c V, [r] . 

B 5) V Vi € S , V k € R+, 3 Va € £B tal que V^ d V / . 

B 6) Y Vi € SS, 3 Va € á? tal que Va <= V^ . 
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EJEMPLOS: 

I) Las partes de X x X x R+ que contienen a A x R+ consti
tuyen una estructura lipschitziana en X. Se trata de la estructura. 
lipschitziana más fina sobre X. 

II) {X X X X R+} es la estructura lipschitziana menos fina en X. 
III) Dada una estructura uniforme, Hí, en X, resulta que 

m = { V u : U € í í } , donde 

Vy = { (AT, 3̂ , r) :(^,3^).€U, r € R + } , 

es base de una estructura lipschitziana en X. 
IV. Si {di}íei ^s una familia filtrante de semimétricas en X,. 

se puede probar que 

donde 

V. X = í (4r, y, r) : A á̂  (jr, 3;) < r }, 

es base de una estructura lipschitziana en X. Además, resulta que^ 
dos familias de semimétricas inducen, en el sentido anterior, la mis-^ 
ma estructura lipschitziana si y sólo si son lipschitzianamente equi
valentes. 

2. Metrizabilidad de estructuras lipschitzianas 

Aunque no toda estructura lipschitziana viene inducida por unai 
familia de semimétricas, sí puede obtenerse de forma análoga a par
tir de un cierto tipo más general de funciones, tal como indica e l 
siguiente teorema : 

TEOREMA 2.1.—Si {Bij/çi es una familia filtrante de funciones 

S. : X X X — ^ [O, + 00] 

verificando : 

1) 8, (4r, x) = 0 , M X € X, V i € I. 
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2) ^tix,y) = Zt(y,x), V ̂ , .v € X, V i € I. 
3) V i ' € I , 3 / € I tal que 

8, (x, s) < h. {X, y) + Ŝ . (>̂ , ^), V ^, y, ^ € X, 

-entonces 

«donde 

= ( V . ^ : ¿ € I , A.6R+}, 

V, ^ = { ( ^ , y , r ) :A8.{x ,3?)<f} , 

-es base de una estructura lipschitziana en X. 
Además, toda estructura lipschitziana en X puede obtenerse en 

esta forma a partir de una familia de tales funciones. 

DEMOSTRACIÓN.—La primera parte es trivial. Veamos la se-
igunda : 

Sea J£ una estructura lipschitziana en X, Si una base de £ en 
"las condiciones del teorema 1.1 y definamos, para cada V € ^ , 

Í
i n f ^ r é R+ : (4r, y, ^)'€ V } si 3 Í ' € R + tal t[ue {x,y,r)%Y 

+ 00 si ¥ ^ € l ^ + ( ^ , 3 ' , ^ ) € V 

Resulta evidente que {Sv}ve« verifica las propiedades 1, 2 y 

S') V W ê áB, 3 V € á 

:|al que 

Además, de las relaciones 
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jpara todo V € ^ y todo 1 € R+, se obtiene que {Sv}v e « induce la 
•*estructura lipschitziana de partida. 

La prueba se concluye teniendo en cuenta que para la familia 

{ A 8^ }v 6 « . X € R"^ • 

*^uè trivialmentfe induce la misma estructura lipschitziana que {Sv}v€« 
y hereda dfe ésta las propiedades 1, 2 y 8', la verificación de 3 equi
vale a la de 3'. 

Un simple análisis de la demostración del teorema anterior con-
•̂ duce a los siguientes resultados : 

COROLARIO 1.—Condición necesaria y suficiente para que una es
tructura lipschitziana sobre un conjunto X venga inducida por una 

^familia de semimétricas, es que admita una base, ^ , verificando 

1) ^ve^, \J VM =:X xX 
r etc*-

2) V Vi€ m, yr,s£ R+, V [r] o V W C V [r + s]. 

COROLARIO 2.—Condición necesaria y suficiente para que una es-
'tfuctura lipschitziana, X, sobre tm conjunto, X, venga inducida por 
una semimétrica, es que exista V'€ «£ tal qué 

1) U ^ ^^^ = X X X 

2) V ^ í '€ R+, V W o V [sj - c V [r -f- s] 

a) V W '€ £y 3 k e R+ tal que V* C W. 

Además, esta semimétrica es una métrica si y sólo si 

r € R + 

;3. Bornología y uniformidlad asociadas a una estructura 
lipschitziana 

Sea (X, £) un espacio de Lipschitz. 

DEFINICIÓN 3.1.—Diremos que un subconjunto A de X es acota-
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do en (X, .<£), si para cada W ^ £ existe un recubrimiento finito de^ 
A, {Aj, ..., An}, y un número real positivo, r, tales que 

Y ¿ = 1, ..., M, A. X Â . c W [r]. 

Los acotados de (X, £) constituyen una bornología en X y,« 
según muestran los ejemplos de estructuras lipschitzianas consider 
rados en el apartado 1, a distintas estructuras sobre un mismo con^-
junto puede corresponderles la misma bornología. 

El siguiente teorema pone de manifiesto la consistencia de lâ  
anterior definición con la utilizada en espacios semimétricos. 

TEOREMA 3.1.—Si para todo W € <i? se verifica que 

X X X = y W[r], 

entonces A c: X es acotado en (X, £) si y sólo si 

V W C oí?, 3 r-6 R+ tal que A x A c W [r]. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea A un conjunto acotado de (X, «£), y ^ u n ^ 
base de £ en las condiciones del teorema 1.1. 

Dado W € ^ , arbitrario, tomemos V ' € ^ tal que, para todo r€R+,. 

V W o V M o V [ r 3 c W [ r ] . 

Por ser A acotado existen ^ € R+ y A^ ..., A^ c: X tales que 

n 

A = ( J A . y Ví = l,-. ,w A . x A , , c V M . 
f - 1 

Sean ahora, para i = 1, ..., n, Xt'€ A^ arbitrariamente fij,ados%-
Puesto que 

U V W ^ X x X , 
r € Tél

existe t € R"̂  tal que, para todos 
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Entonces, si r = máx {̂ , t}, dado cualquier par de elementos 
SX, y, de A, existen i, ; € {1, ..., n} tales que 

y por tanto (^, 3?) '€ W [r]. 

DEFINICIÓN 3.2.—Si oC es una estructura lipschitziana en X, en-
ttonces 

V:^ ={W[r] : W € ^ } 

«€S una uniformidad en X, independiente de r € R+, que llamaremos 
uniformidad inducida por £, 

Cuando j£ está inducida por una familia de semimétricas, la es
tructura uniforme a que se refiere la anterior definición resulta ser 
la estructura uniforme que dicha familia de semimétricas induce. 

Por otra parte, los ejemplos de estructuras lipschitzianas consi-
«derados ponen de manifiesto que toda estructura uniforme procede 
•̂ de alguna estructura lipschitziana, y que estructuras lipschitzianas 
-distintas pueden dar lugar a la misma uniformidad. 

DEFINICIÓN 3.3.—^Diremos que dos estructuras lipschitzianas sobre 
un mismo conjunto son uniformemente equivalentes si ambas inducen 
la misma uniformidad. 

Análogamente, diremos que dos estructuras lipschitzianas sobre 
mn mismo conjunto son topológicamente equivalentes si así lo son 
las uniformidades inducidas por ellas. 

El siguiente resultado, de trivial comprobación, relaciona las es
tructuras bornológica y uniforme asociadas a una estructura lipschit
ziana. 

TEOREMA 3.2.—En un espacio de Lipschitz todo precompacto es 
acotado. 
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4. Aplicaciones lipschitzianas 

Sean (X, £) y (X', £') dos espacios de Lipschitz. 

DEFINICIÓN 4.1.—Diremos que una aplicación, /, de X en X' es?-
lipschitziana si 

V W' -6 £', 3 W C i? tal que / (W) c W', 

donde 

Se puçde comprobar fácilmente que la composición de aplicacio--
nes lipschitzianas es lipschitziana, y que la anterior definición coin
cide con la usual cuando £ y £' están inducidas por familias de semi— 
métricas. 

Diremos que / es bilipschitziana si es biyectiva y tanto / como f"^ 

son lipschitzianas. En tal caso, es claro que / transforma una en otra-
las estructuras £ y £\ 

Como consecuencia inmediata de las definiciones se obtiene eE 
siguiente resultado : 

TEOREMA 4.1.—Toda aplicación lipschitziana es uniformemente-
continua y acotada. 

5. Estructuras iniciales 

TEOREMA 5.1.—Sea X un conjunto, {(Xi, £é)}i ^i una colección» 
de espacios de Lipschitz, y fi, ¿ '€1, aplicaciones de X en Xi. En
tonces, la familia, S3, de las partes de X x X x R+ de la forma*. 

w (w,,..., ŵ . ) = / - i (w ) n -. n h^ (w, ), 

con 

es base de una estructura lipschitziana en X. Se trata de la estruc— 
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tura lipschitziana menos fina que hace lipschitzianas a todas las / | . 
Respecto a ella, una aplicación, /, de cualquier espacio de Lipschitr 
en X es lipschitziana si y sólo si lo son todas las fi ° / . 

DEMOSTRACIÓN.—Bastará probar que áB verifica las condiciones-
B l a B6 del teorema 1.2. 

Bl . Trivial. 
B2 : Dados 

w (w. ,..., w'. ) y w (W",..., w; ), 

consideremos, para cada k^£ {i^, ..., 4} U {ji, ..., jm}, 

f w / ' si A.€ {;\,...,;;, } \{^ , - . . , i ,} 

Resulta entonces que 

w (w,,..., w. , w. ,..., w. ) = w (w,,..., w;.) n w (w;,..., w; ). 

B3: Dado W (W. , ..., W^ ). sean V / . , y = 1, ..., î , en las^ 

condiciones de L4 respecto a W^., en i? i . . No es difícil compro

bar que W (V¿^, ..., V,- ), que desde luego está contenido en 

W ( W . ^ , . . . , W . ^ ) , 

es tal que, V r, s € R"̂ , r < s, 

B4: Basta considerar con cada W ( W Í , , ..., W¿^)'€ ág el con. 

junto W (VI , ..., V/ ), donde V,-. € £i. es tal que, para todo r € R-̂ -̂ ,̂ 

j J J 

B5 : Es consecuencia de la relación 

W (W*. , ..., W .̂ ) c [W (W. , ..., Ŵ  )]*, 

cuya comprobación es inmediata. 
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B6 : Consecuencia trivial de la igualdad 

W (W, ,..., w. ) - W (W. ,..., w. ). 

TEOREMA 5.2.—Sea X un conjunto, {(Ki, £Í)}Í ^i una colección 
4e espacios de Lipschitz, y /¿, i'€ I, aplicaciones de X en Xi. En
tonces la estructura lipschitziana inicial de las £¿ respecto a las apli
caciones /i, es decir, la estructura lipschitziana sobre X determinada 
•€n el teorema anterior, induce la estructura uniforme inicial de las 
inducidas por las £i. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta tener presente que, si 

rst verifica 

W (W,_, .... W,^)Cr] = f] /^: 1 (W^_) [r] = 

^àonàe f (x, y) = (f (x), f (y)). 

Utilizando la misma notación que en los teoremas precedentes, 
^e tiene: 

TEOREMA 5.3.—La homología asociada a la estructura lipschit-
.:ziana inicial de las £i, es la bornologia inicial de las asociadas a 
las £t. 

DEMOSTRACIÓN.—Denotemos con £ la estructura lipschitziana ini
cial de las £i. 

Si A es acotado en (X, £), entonces fi (A) es acotado en (X^, £i) 
como consecuencia inmediata del carácter lipschitziano de las apli
caciones fi. 

Recíprocamente, supongamos que A cz X es tal que, para cada 
i € I , fi (A) es acotado en (X^, £1), y probemos que A es acotado 
^n (X, £) : 
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Dada la naturaleza de £, bastará comprobar la condición de aco
tación de A para los W € ^ü de la forma 

W = W (W,) = / , - i (W,), 

con i € I y Wf ¡C £i. 
Sea entonces W = W (W¿), arbitrariamente fijado. Puesto que 

¿i (A) es acotado en (Xi, £>)^ existirán 

A ^ , , . . . , A Í , ^ . C X , y r , € R + 

.tales que : 

/.(A) = Û A 
Jtrs 1 

•y 

A '̂̂  X Aí^ X { r, } c W,, V ^ = 1, . - , «i, 

;y que, por tanto, verificarán las relaciones 

• i 

A c U /r^ (Â ) 
J r = 1 

.J 

/ r ' (A ît) X / r ' ( A g X { r j c W (W.), V ^ = 1, ..., «p 

con las que se concluye la demostración. 

DEFINICIÓN 5.1.—Sea {Ç^i, £v)\ic,i una colección de espacios de 

Lipschitz y X = TT Xí. Llamaremos estructura lipschitziana pro-

ducto de las £u y la denotaremos por TT £ij a la estructura lip-
i e l 

schitziana, en X, inicial para las proyecciones 
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El siguiente teorema, cuya demostración omitimos por no pre^ 
sentar especial dificultad, muestra la consistencia de la anterior de-̂  
finición con la análoga para espacios semimétricos. 

TEOREMA 5.4.—Si cada JOÍ, ¿'€ I, viene inducida por la familia de 
semimétricas {d'jjj ^ j . , entonces la estructura lipschitziana producto^ 

i I £i, está inducida por la familia de simétricas de la forma 
i € I 

((^i)¿ e I ' ^i^i 6 I ) " ~ ^ ^ ^ ^ í ^'j ' ^ ^ í ' yt^}' 
i e K * 

donde K es una parte finita de I y y¿ '€ J¿. 
Aunque debido a su sencillez no lo hagamos, cabria considerar 

ahora las otras situaciones particulares de estructuras iniciales que,, 
en forma standard, conducen a los conceptos de estructura lipschit
ziana supremo, imagen inversa de una estructura lipschitziana, es
tructura lipschitziana inducida, etc. 

6. Estructuras lipschitzianas en un espacio vectorial topológico 

Los espacios vectoriales a los que se haga referencia se sobre
entenderán siempre reales o complejos. 

TEOREMA 6.1.—Sea E un espacio vectorial y £ una estructura lip
schitziana en E. Entonces la suma en E es lipschitziana si y sólo si 
£ admite una base, ¿B, cuyos elementos, V, verifiquen 

U', y, r) £ V ) 

2 '£ E s 

DEMOSTRACIÓN. 

a) Supongamos que £ admite una base, ¿B^ en las condiciones 
anteriores, y dado W € £, arbitrario, consideremos V € ^ tal que,,, 
para todo r € R+, 

V [f] o V [r] C W [f] . 

Entonces, para cada 

{{X, u) ; (y, V) ; r) £ p^-^ (V) R Pf^ W -
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se tiene, dada la «invariancia en traslaciones» de V, 

{j; + u,y + V, r) i^ V 

{u + y, V -\- y, r)i^V 

y por tanto 

(x -h u, y -\- V, r) i£ W, 

lo que expresa el carácter lipschitziano de la suma 
b) Por ser la suma lipschitziana en E, dado W € £ existe Y ^ £ 

tal que 

(x, y, r) 6 V í 
N ^ . r = ^ {x + u,y + v,r)^eW 

{u, V, r) i£ V ( 

Entonces, es muy sencillo comprobar que V"̂  c: E x E x R+, de
finido por 

V* [r] = y {{x, x) + V M), r € R+, 

es tal que : 

— contiene a V y, por tanto, pertenece a £ 

— es invariante en traslaciones 

— está contenido en W, 

con lo que se completa la demostración. 

TEOREMA 6.2.—Si E es un espacio vectorial topológico, existe 
una única estructura lipschitziana en E que, induciendo la topología 
de E, admita una base, ¿8, verificando 

1) vem 
{s, 3', O € V ^ = > (jr + ^, 3; + ^, r) e V 

2 C E 

2) V 6 ^ 

(x, y,r)^ey \ =f> (A X, A y, A r) £ V. 

X£ R+ 
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DEMOSTRACIÓN. 

a) Unicidad.—Sean £^ y Jd^ estructuras lipschitzianas en E en 
las condiciones del teorema respecto a las bases áB^ y á8^. Puesto 
que ambas inducen estructuras uniformes invariantes en traslaciones, 
°^i y £2 son uniformemente equivalentes. 

Entonces, ya que U^^ es más fina que Hl^^, 

V V^ 6 ^ 1 , a V .̂ € ^ ¿ tal que V^ [1] C V, [1] 

de donde, para todo r •€ R+, 

V^ [r] = r V^ [1] C r V, [1] = V, [r]. 

Es decir, V^ está contenido en Vj y, por tanto £2 ^s más fina que £^. 

Análogamente se puede obtener que £^ es más fina que £^. 

b) Existencia,—Basta considerar la estructura lipschitziana de
finida por las funciones 

cuando N recorre un sistema fundamental de entornos equilibrados 
•del origen, y donde />N denota el funcional de Minkowski de N. 

A la estructura lipschitziana caracterizada en el anterior teorema, 
-que llamaremos estructura canónica de un espacio vectorial topoló-
.gico, se refieren los siguientes resultados : 

TEOREMA 6.3.—Sean E y F espacios vectoriales topológicos sobre 
<el mismo cuerpo. Una aplicación lineal de E en F es continua si y 
sólo si es lipschitziana. 

DEMOSTRACIÓN.—Sean ¿B y ¿B' bases de E y F, respectivamente, 
-en las condiciones del teorema anterior, y / una aplicación lineal y 
continua de E en F . Por ser / uniformemente continua, dado V € ^' 
-existe V € ¿B tal que 

(^,5')€V[i] :=> ( /W,/Cy))€V'[i] 
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de donde, dada la linealidad de /, 

(^, 3̂ ) '€ V [r] = r V [1] =^ (/ (x), f (y)) € r Y' [1] = V [r], 

es decir, / (V) c V^ 

TEOREMA 6.4.—Sean (X, £) un espacio de Lipschitz y E un es
pacio vectorial topológico. Cualesquiera que sean f j g, aplicacio
nes lipschitzianas de X en E, y cualesquiera que sean X y [i, escala
res, la aplicación 1 f + [i g es lipschitziana. 

TEOREMA 6.5.—Sea E un espacio vectorial topológico y cC su es
tructura canónica. Entonces, A c: E es acotado en (E, £) si y sólo 
si es acotado canónico de E. 

DEMOSTRACIÓN. 

a) Si A es acotado canónico de E también lo es A — A y, en 
consecuencia, para todo entorno equilibrado del origen, N, existe 
r € R+ tal que A — A c: r N. Se tiene, entonces, 

N̂ (^' y) = PN^^—y) < ^' V ^ , 3̂  € A 

y, por tanto, A es acotado en (E, o^). 
b) Si A es acotado en (E, £) se verifica, de acuerdo con el teo

rema 3.1, que 

V W C i?, 3 r € R̂ - tal que A x A c W [r]. 

Condición que para los elementos de la base de £ obtenida a par
tir de las funciones 8^, según el procedimiento señalado en el teo
rema 2.1, puede escribirse en la forma 

VN, 3 r € R + talque V ^, y € A, p^^ (x ~ y) = S^ix, y) < r, 

de donde resulta que, para cualquier y de A, A — 3; es acotado 
canónico de E, y por tanto también lo es A. 

TEOREMA 6.6.—En un espacio vectorial topológico, E, sobre K, 
el producto por escalares es lipschitziano en las partes acotadas 
de K X E. 
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DEMOSTRACIÓN.—Bastará probar que el producto por escalares es 
lipschitziano en los conjuntos de la forma B (O, s) x A, donde A 
es un acotado de E. Para probarlo, sea ^ una base de la estructura 
lipschitziana canónica de E verificando las condiciones del teo
rema 6.2. 

Puesto que B (O, ^) • A es acotado de E, dado V € ^ existe 
t € R+ tal que 

<1) B (O, ^) • A x B (O, í) • A c : V O ] . 

Por otra parte, al ser el producto por escalares uniformemente 
continuo en B (O, s) x A, dado V € ¿B existe Y € ¿B y S '€ R+ 
tales que 

JT, 3; £ A 

(^, 3̂ )<€ Vi [ l ] , 

X, fi>£B (O, s) 

\ X - ^ \ < S 

Sean, ahora, x, y € A, X, [x € B (O, Í ) y r € R+ tales que 

t 
ix,y,r)ey y —- I A — /x I < r. 

o 

Entonces : 
— Si f > í se verifica (X x, ¡L y, r) € V , como consecuencia tri

vial de (1). 
—̂  Si f < ¿, se tiene 

(v.f) '€ V [1] 

r 8 
I A — /x I < < S 

y, por tanto, de acuerdo con (2), también se verifica (X j - , iiy,r)^Y\ 
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