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In this article a cuadratic functional is exhibited with linear dependence on a
positive parameter ¢ This functional is defined on a subspace of the whole Hil-
bert space.

Such a functional arises related to the study of the statical buckling of a circular
arch under its own weight. In analizing the functional, three theorems are proved.
Theorem 1 shows the existence of a number g, finite and positive, at which the
functional changes from strongly positive to sign indefinite.

Theorem 2 shows that for such a number g, noted g, the functional is semi-
definite, with an element in the domain of definition at which the functional takes.
exactly the zero value. Theorem 8 establishes an infinite sequence of finite dimen--
sional eigenvalue problems, in such a manner that the sequence of positive eigen—
values, of least absolute value, converges to the number g,. This would allow,.
at least in principle, to dessign easily a numerical method to compute g, by means:
of an approximating sequence.

Presentacion y referencia

En un resumen de resultados publicado con anterioridad [1] se:
presentaba el funcional cuadritico G
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«que surge al estudiar el pandeo estatico de un arco circular sometido
a su propio peso [2]. Aqui ¢ es una constante real 0 < c <1, y
[—a, + a] es el intervalo real, cerrado y acotado, al que pertene-
cen los valores de la variable independiente ¢. Por otra parte, F (o)
es una funcién conocida, de valores reales, de clase C*[—a, a],
cuya expresion explicita puede verse en la referencia (2), mientras
que g (9), & (¢) son funciones que varian, respectivamente, en cada
uno de los subespacios :

D ={g€C[—aa]|g@)=¢g(—a)=0}
D,={h€C[—a,8]|h(e)=h(—0a)=0} @)

La letra g representa un parametro real positivo, cuyo valor llama-
do critico g, se trata de hallar y del que damos la siguiente:

DEeFINICION 1.1.—Llamamos critico, ¢, al valor numérico de ¢
con las siguientes propiedades: a) Para todo ¢, 0'< ¢ < g, existe
un niimero vy estrictamente positivo, de modo que para toda pareja
de funciones g€ D,, h € D, se verifica

~+a
T >y f (g2(p) + 2 (@) d o 3)

y, ademis: b) Para todo g > ¢. existe al menos una pareja de
funciones g € D,, h€ D, para las cuales es T < 0. Con la ante-
rior definicién es inmediato, que si existiese tal valor g, deberia ser
{inico.

TeoreMA 1.—Existe un valor real positivo ¢, que satisface las
condiciones a), b) de la anterior definicion.

Para demostrar este teorema, organizamos una serie de lemas y
definiciones previos.

LemMA 1.2.—Si consideramos el espacio producto de Hilbert
f,(—a,a) x L,(—a, a) con el producto escalar tipico

V el’ 82 € L2 (_ a, a) V fly fg € L‘.’, (_ a, a)y ((ely fl)’ (82, f2)> =
+a
- [ C@ea@+h@nLEde @

-—
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€l operador lineal T, de dominio de definicion D, x D,, dado por

VEED, Vi(p) €D, (elp)fl@)=TI(g(p),h(p) =
=W1l—cl(p)—gk), v c(glp)+g” (o) ®)

es inyectivo, y su imagen es un hiperplano de C[—a, a] x
x C[—a, a] (su clausura es, por tanto, un hiperplano del espacio
producto de Hilbert).

En efecto, la inyectividad equivale a que el problema lineal de
contorno homogéneo

Wip)—g(p) =0, gl@+g”(@=0, g(xa)=h(+a)=0 (6)

s6lo tenga la solucién trivial. Lo que es cierto y comprobable con
los métodos elementales de resolucion de sistemas diferenciales linea-
les de coeficientes constantes.

En cuanto a la imagen, que notaremos Imag T, recordemos que
seglin nos ensefla la teoria, el problema de contorno

T(g,h)=(e,f) g€D, h€D, Q]

tiene solucién si y solo si (e, f) es ortogonal al subespacio de las
soluciones (g,, h,) del problema homogéneo llamado adjunto:

T* (g, h) =(0,0) g €D* €D ®)

Los métodos habituales nos permiten hallar [3] D,*, D,*, T* en
la forma:

D,* = O [—0.0) D7 = {h, € C? [0, 0] | b (+0) = by (—a) = 0]
Ve (@€D Vi (9 €DS, T (g, h)=(—vi—cg +
+ Vel +h), —V1—cg) ©

comprobindose con solo recursos calculisticos elementales que las
soluciones del problema homogéneo adjunto forman un subespacio
de dimensién uno, que se. explicita ficilmente como generado por
el vector

’ cos a
si a=mn/2(g, =0, =cosy) si n/2;éa<rr(§1=—7_-1_—_:—c~,hl=
1

= o= (cos @ — cos -cp)) 10y
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es decir, el conjunto de elementos (¢, f) de la imagen constituye ek
subespacio de C [—a, ] x C [—a, a] que es ortogonal a un vec-
tor determinado y es, por tanto, un hiperplano Imag T

+a
V (e (),  (9)) € ImagT, f (g, (@ el +h (@f(@)de =0 (11}

Lema 1.3.—La transformacion T-':Imag T — D, x D, es
acotada y puede extenderse a todo el espacio L, (—a,a) x
x L, (— a, a) de modo que resulte un operador compacto.

En efecto, al poseer el problema homogéneo

T(g,h) =00 g€D, heD, 2y

tinicamente la solucién trivial (lema 1.1) la teoria afirma la existencia.

de una «matriz de Green» [4] de modo que V (¢ (v), f (¢)) € Imag T

+a G ¢ G .

(€ (@), 1 (9)) = T-1 (¢ (9), f () = f (e (0, f (1) ( SN PPN
' ' 7, ' G,, (@, 1) Gy, (@, 1)

Para las Gy (9, ) ¢ =1, 2 puede asegurarse, segtn los resul-
tados clasicos de la teoria, que se verifica:

I) Las Gy, (9, ¢) ¢ =1,2 que son las que expresan la compo-
nente g (¢), son continuas en el cuadrado cerrado —a <9, ¢ < a.

II) Las Gy (v, t) 4,7 = 1, 2 admiten derivadas parciales conti-
nuas y acotadas de cualquier orden > 0, en cada uno de los trian-
gulos semiabiertos

—eLpti<e —aL<t,bp<La (14):

(la condicién de que el orden de derivaciéon pueda ser cualquiera se
debe a que el operador diferencial T es de coeficientes constantes).

En virtud de los I y II recién enunciados, podemos asegurar
que se verifica la condicién de «Hilbert-Schmidty [5]

+a a

2
f[Z|G,j(n<p,t)|'2d<pdz<+oo (15

la —q Hi=1

para que el operador dado por (13) esté definido en todo L, (—a, a)»
x L, (—a, a) y sea compacto.
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Derinicion 1.4.—El funcional cuadratico G, se define en el sub-
espacio ImagT c C[—a,a]'x C[—a,a] en la forma:

V (e (9), f (9)) € ImagT G, (e, ) = T (T (e, f)). (16)

Lema 1.5.—La transformacién compuesta M o T-! segfin el dia-
grama

ImagT — D x D, —> C[—a,a] x C[—aq,a] @an.
T-1 M

y definida por las férmulas

1
vV1i—c

VeED, VheD, Mg, h)=( F (o) (b () + & (@), o) (18)

es no nula, acotada y puede extenderse a todo el espacio producto
de Hilbert como operador compacto.

En efecto, escribiendo A = M - T-! busquemos expresar A en
la forma de operador integral:

V (e, /) € ImagT, Ae(e),f (o) =
“+a

[ ; M, (@ 1) My, (@, 1) d 9
= (e (1), 1 (¥)) (Mm (. ) M, (g, t)) L (19)

—a

La (18) indica por simple inspeccién que deben ser nulos los ele-
mentos M, (¢, £) = 0 con ¢ = 1, 2 mientras que, por otra parte,

d a
g'(@:—5];.__];(}”(%&9(0“"'Gz‘x(ﬁp")f(l)dt=
d b4 a
= d(p I';/‘—*_(P»/‘](G“(‘P’t)e(t)-’_G21(<P’t)f(t))dtz

(segtn las clasicas formulas de derivacién paramétrica [6] de inte-
grales)

P d d
= _‘£+f (—E(;—G11(<P,i)e(i)+WGm(‘%t)f(t))dt+

®
+ (G, (oo —0)— G, (@0 + 0) e (@) + (G,, (9, 9 —0) —G,, (9, 0+ 0)) f ()
(20}
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de donde se concluye, teniendo en cuenta las I-(14) y (18)

0 __
M, (@, 1) = (G, (@, 8) + e GuleNF(@W1l—0 (21)

@

con lo ciue las (14)-I-11 aseguran la condicién

a a

[f 72 | M (0 Pd@dt<+ oo @2)

Zaahi=1

que es suficiente para suponer el operador A dado por (19) definido
en todo el espacio L,(—a,a) x L,(—a,a) y de caricter com-
pacto.

Lema 1.6.—Si || A| denota la norma del operador A dado
por (19), podemos asegurar que se verifica:

VaeO A, Tv(@)>0, V(@ €D, Vi(p)€D,,

- (23)
T e@ N>y [ @@+ R e de

donde G viene dado por la expresion (1).

En efecto, con la notaciéon u = (e (¢), f (9)) € Imag T y las
féormulas (16), (18) y (19) se puede escribir

‘251(e,f)=||u|[2+q(Au;u> (24)

y si ponemos (g, h) = T-* (e, f) las propiedades elementales de la
norma conllevan la validez de la siguiente cadena de desigualdades:

T g(@hh(@) =T, W =|u|>*+qgAusud > |u]2—qg|Au;u)|>
>lullP—q|Aul Jul>lul>A—qlAl (25)

que es un ntmero estrictamente positivo si # no se supone el ele-
mento cero de Imag T y si, ademds, ¢ < || A ||7*. Por otra parte,

al ser el operador T-! no nulo y compacto, resulta

Mg ml=1Trull <IT2ul (26)
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lo que se combina con la anterior (25) y nos proporciona:

Vo€ A Ve eD, Vi) €D,

T@; &> vPQ—gADSIT2QA—q[A] I (g M? @n

lo que demuestra la (23) con y(¢) = || T*|*A—q|A]D.

LeMa 1.7.—El conjunto W de ntmeros reales positivos g, para
los que se verifica la condicién (23), es decir ’

VgeEWCRY, Jy()>0, Veg(peD, Vhi(p)€D,

: (28)
T(g; 2 (@), 4 (9) > 7 () f(gZ (@) + 1 (o)) d

es un intervalo no vacio.

En efecto, la no vacuidad resulta del anterior lema 1.6, por lo
que so6lo nos resta probar que W es conexo y, en consecuencia, un
intervalo. Si ¢ € W y si ¢’ << ¢ con la notacién del lema anterior

TCW;g@h@=uP+gdAu;u)y>|ul2+¢¢tG@|EnN]|ZP—ul?)=
=Q—q¢ g ul2+ ¢ ¢ vy (@M >q ety ]l (g k)| (29)

lo que prueba que ¢ € W,

Lema 1.8.—El extremo superior ¢, del subconjunto W < R* se-
glin notacién del lema 1.7 es finito.

La demostracién se basa en encontrar una pareja de funciones

(¢ (9), fo () € Imag T que con la notacién u, = (¢, (o), fo (3)) ve-
rifiquen estrictamente (A u,; u,) << 0, pues en ese caso la férmu-
la (25) nos dice

Qoo << 115 1P 1 <A w5 o) |2 (30)

Para la existencia de tales funciones recordemos que con la nota-
cién (g, k) = T~ u resulta

a

(Au;u)y = f Fl(h(p)+ g (@) (W (@—zg(eNde (1)

—a
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y recordando también que F (¢) € C*' [— @, a] supongamos que
exista un ntmero ¢, tal que F (p+) > 0; tomando entonces
8o (p) = 0 (si, por el contrario, F’ (+) << 0 habriamos tomado la
funcién h, (¢) como idénticamente nula) elejimos 5, (¢) € D, tal
que se anule fuera de un entorno (¢+ —d, 9« + d) en el que F’
conserve su signo estrictamente positivo, con lo cual

a a

(Auy;u) = f F (9) (hy + &7) (W, —g) d @ = ] F (@) Iy (o) 1y (@) d g =

—a

1 . a a 1 1 a
= F @, (@_’a__f? B, (@ F () do = — 7]” @ F (@ dp=
1 (€*+d
- —2—$j_d @) T () dg <0 @

Lema 1.9.—Si tenemos un nfimero real positivo ¢ estrictamente
mayor que el valor ¢, del lema 1.8, podemos asegurar la existencia
de al menos dos funciones g (¢) € D,, & (9) € D, tales que

T (g; & (), k() <O. (33)

En efecto, usemos las notaciones
9— g, =d>0, p=gq,+(@/2)=d@dp+2d)~1| T2 (34)
y con la notacién T-'# = (g, ) sea u € Imag T de tal modo que
]2+ pCAu;uy<vy|(gh |2 (35)

Es claro que al menos un tal # tiene que existir, puesto que p > gor,
con lo cual podemos utilizar las relaciones (34) y (35) para mayorar
sucesivamente la expresién dada por (33)

Tl g =[ullP+g<Au;u) = [[u|2+p<Au;u) +(@—p(Au;u) =
=llul2+pCAu;ud + (d/2)Au;u) < w2+ p<Au;u) +
+ @2 Gl EnP—=uln<yl(gh|*+ @2 G| En|2—
—lul)=vy@+@2MIEnIP—E2pu|z<y+
+ @2 T2 uf2— @/2p) [|u]?=[u]|&|T|*Q+d/2p)—
—(@/2p) =|u2(d/4p +2d) L+ (d/2p)) — (d/2p)) = — (d/4p) || u |2 <O

con lo que queda demostrado este lema 1.9.
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De la conjuncién de este tltimo lema con todos los anteriores
resulta la prueba del que llamdbamos teorema 1 al principio de este
articulo. Como resumen podria decirse que hemos establecido la
-existencia de un ntmero positivo ¢ finito y no nulo, con la pro-
piedad de que todo valor positivo ¢ estrictamente inferior a él hace
el funcional estrictamente positivo en el sentido ‘fuerte’ de la des-
igualdad (28), mientras que para todo valor estrictamente superior
al g, el funcional G se hace negativo para alguna pareja de funcio-
nes (g, h) € D, x D,.

En los parrafos que seguiridn se estudia el funcional G para el
wvalor ¢ precisamente igual al ¢., y en tal sentido enunciamos el

TEOREMA 2.—Si ¢, es el nimero definido por el teorema 1, po-
demos asegurar que se verifican las dos proposiciones siguientes:

) VE@€D, V€D, T, £ hip) >0 (36)

b) Hay al menos una pareja de funciones g, (¢)'€ Dy, Iy (3) €D,
para las cuales se verifica T (gor; g0 (9), 1o (9)) = 0. Ademas, po-
demos asegurar que tales funciones admiten derivadas continuas de
orden cualquiera en el intervalo (— a, a).

La demostracién de a) es casi trivial, pues para cualquier pareja
-de funciones (g, h) € D, x D, se puede tomar limite en la férmu-
la (1) si ¢ —> ¢ — 0, es decir un limite a la izquierda que, si te-
nemos en cuenta la positividad dada por la férmula (3), nos permite
concluir la (36).

La prueba de la parte b) la abordaremos en otra serie de lemas
y definiciones. Nos detendremos, sin embargo, en comentar breve-
‘mente el significado ‘intuitivo’ del teorema 2 en comparacién con el
teorema 1. Tal significado podria entenderse en concebir el valor
critico ¢, como aquél para el cual el funcional cuadratico G
cambia de ser fuertemente positivo a ser indefinido (lo que, en tér-
minos fisicos, se puede entender como que el equilibrio cambia de
estable a inestable). Para el propio valor critico, el funcional T re-
sulta ser semidefinido, pudiendo ‘alcanzarse’ efectivamente una con-
figuracién, al menos, para la cual T es nulo. Este ¢ltimo punto es
importante, pues del teorema 1 lo tnico que puede concluirse es que,
en el ‘estado’ critico, hay configuraciones para las cuales G toma
un valor tan préximo a cero como se quiera, pero no exactamente
nulo.
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DEerFiNICION 2.1.—El simbolo S denotari el operador lineal” defi-
nido en todo el espacio producto L, (—a, a)' x L,(—a, a) en la
forma

Vie(p), f()€L,(—a,08) xL,(—a,a)

- s, (@, 1) s, (@, 1)
S ’ _ , 11 12 d (
(e (@)  (4) aj_(e(t)f(m(fn e o t)) ’ (37)
donde
51 (00 = /2 (M, (9 ) + M, (6,9)) 57 =1,2 (38)

y los M,; corresponden a las férmulas (19) y (21) que definen el
operador A en Imag T y, también, en todo el espacio.

Lema 2.2.—FEl operador S dado por (37) es autoadjunto y com-
pacto, siendo

Vu€lImagT | u|24+qg<Au;u)=|u|2+q{Su;u). (39)

En efecto, si usamos la propia férmula (19) para suponer A ex-
tendido a todo el espacio L, x L,, la propia simetria de las s,; de-
muestra que S es la semisuma de A y A¥*, donde A¥* es la habitual
notacion para el llamado [7] operador adjunto, por lo cual S es
autoadjunto y se verifica:

Vu€Ll,(—a,a)xL,(—a,0), CQAu;u) =<Au;u)+ {Au;u) =
=(Au;uy +{u; A*u) = ((A+ A% u;u) ={2Su;u) (40y

lo que da cuenta de la igualdad (39).

Dervicion 2.3.—El simbolo P denotaré el operador de proyec-

cién ortogonal sobre la clausura Imag T del subespacio Imag T.
Como es bien conocido [7] P es de norma unidad y autoadjunto
y, por otra parte, al ser el subespacio Imag T un hiperplano de
C[—a,a] x C[—a@a,a], su clausura Imag T es un hiperplano
cerrado de L, (—a, a) x L, (— a, @), puesto que la teoria nos in-
dica [7] que C [—a, @] es denso en L, (— a, a). Resulta asi que
Tmag T se puede considerar, y ello lo recordamos como otro resul-
tado tedrico que se usara sin especial mencién, un espacio de Hilbert
en si mismo, es decir métricamente completo. Finalmente recorda-
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mos que al operador P se le asocia univocamente otro proyector 3
complementario de tal modo que

Vu€L,xL, Vv €ImagT, u=Pu+ Qu, {v,Qu) =0. (41y
LEMa 2.4.—Para todo u € Imag T puede escribirse
V # € ImagT, (Su;u) =(PoSu;u) (42)

donde P« S denota el producto de composicién de ambos operado-

res. En efecto, por ser P autoadjunto y si #'€ ImagT ser Pu = »
se deduce

(PoSu;u) =<(Su; Pu) ={(Su;u. (43)

Lema 2.5.—Con los simbolos de la definicién 1.4 puede asegu-
rarse:

Ju, = (e, (9), f, () € ImagT, G, (g, ; %, = 0. (44)

En efecto, por las férmulas (24), (39) y (42) podemos escribir
en el subespacio de Hilbert Imag T

V€ ImagT, [ul|2+ g{PoSu;u)="=2 (q;%) (45)

siendo P+ S un operador compacto (por ser composicién de uno

acotado y otro compacto) y cuya restriccion a Imag T es autoad-
junto, ya que

V %, v€ ImagT, (PoSu;v) =(Su; Pov) =<(Su;v) =(u;Sv) =
=(Pu;Sv) ={(u; PoSuov. (46)

De aqui, que el clasico teorema espectral [8] permita determinar
una base de vectores propios de P - S, incluyendo los asociados al
eventual autovalor nulo, que sea una base ortonormal del subespa-

cio cerrado Imag T. Si denotamos por (7).~ €sa base, podremos
escribir:

o0

VueimgT F(@en, v= > a%, |uft= a, “n

0 0
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y por otra parte si (pr)rewn denota la sucesion de autovalores aso-
ciada a los vectores propios, podemos también escribir:

V # € ImagT, (PoSu;u) = <ZakpoS‘z7k;Zakz7k\/\_—:
0 0 ’
=<Zak,uk'z7k; Zaki/k_>.—_—.z,uka2k (48
0 0 [}

con lo que la sustitucién de (47) y (48) en la (45) nos proporciona
para cualquier valor de ¢ incluso aunque no sea el gg:

Voue TmagT, , (50 = O L+ qm)ay 49)
0

De esta importante férmula (49) podemos obtener varias conse-
cuencias sencillas e inmediatas:

I) Que al tener los p; valor real y como punto de acumulacién,
a lo sumo el 0 [8], ninguna subsucesién de los coeficientes
@ + qp) de la férmula (49) puede tener limite cero, por lo cual
0 bien sucede

Iy>0, VEEN, 14+qp>v>0 (50)

de lo que se seguiria necesariamente

‘Zs’l(q;u)=2(1+q/tk)az,c>y§:a%=~r||u/||2 (1)
0 0
lo que significaria, segiin (3), que ¢ << ¢..; o bien, alternativamen-
te, puede suceder que
JIEN, 1+4+p,9¢<0 (52)
en cuyo caso, si tomaramos u = v, resultaria
TG, g;u)=QA+qup)ae?, =1 +qun) --1<0 (53)

lo que significaria segtin (3), que ¢ > (or-
II) Que no puede darse la situacién de que para todo g posi-
tivo y todo k natural sea 1 + ¢ p; > 0, pues entonces se verificaria
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la férmula (51) con cualquier ¢ positivo, lo que contradiria la exis-
tencia de un ¢, finito, asegurada en el lema 1.8. En consecuencia,
puede asegurarse que

JIEN, p,<0. 4

IIT) Que si g4 denota el autovalor negativo de mayor moédulo,
la férmula (51) nos indica

9or = 7 e (55)
con lo que este lema 2.5 se termina de probar tomando

u, = 7, € ImagT (56)

siendo el vector ¥, aquel caracteristico del operador P - S que co-
rresponde al autovalor .. negativo de mayor moédulo.

Lema 2.6.—El vector u#,€Imag T dado por el lema anterior esta
formado por una pareja de funciones (e, (v), f, (9)) € L, (— a, @) x
x L, (— a, @) que satisfacen una ecuacién integral lineal de auto-
valores, con nficleo seccionalmente de clase C en cada uno de los
tridngulos semiabiertos —ae <o <t< +¢0, —a<ti<o< + ¢
en los cuales se verifica que las funciones componentes de la matriz
del ntcleo son acotadas, asi como sus derivadas de cualquier orden.

En efecto, segtin la (56) se verifica

By Uy = P.S . (G}

Sea, por otra parte, (g, (9), i, (9)) el vector dado por (10) al cual
es perpendicular el hiperplano Imag T. Si ahora escribimos

Su, = (E, (9), B, @) €L, x T,

es facil concluir que

PoSu = (E (9, E, (9) — (G, (), H, (¢) f(El BOG O +E (DG, (1)dt

(58)

donde (G,, H,) resulta de normalizar a unitario el vector (g, /i;)
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dividiéndolo por su norma. Si tenemos en cuenta que el vector
(E,, E,) se obtiene por la (87), entonces la (58) nos proporciona
tras unos calculos rutinarios y elementales:

“+a
N, (¢, 7) N, (¢, 7)

Po.S = 7), 7 1" 12 7 5

“, f (e, (), 1, @) (Nm o o 7)) (59)

donde para i,j =1, 2
a 9
N‘ij (p,7) = Sij (‘P: ) — fzs”" (") Pk @) Pj (p)dt (60)
2 k=1 .

donde los s;; son los mismos que en la féormula (37) y los (P,, P.,)
se adoptan, para comodidad de notacién, como idénticos a los
(G,, H,) esto es, como ‘componentes’ del vector normal al hiper-
plano sobre el que proyecta el operador que llamabamos P. Si lla-
mamos (s) y (N) a las respectivas matrices que aparecen en las for-
mulas (87) y (89) y llamamos (p) a la matriz cuyo elemento de fila
k y columna j es P, (¢) P; (p) podemos expresar la (60) en forma
matricial mas sintética

a

N(g,r) = s (g 7) — f YOOI (61y

—a

En resumen, la (57) se puede escribir en la forma

(62)

r N, (7)) N, (@, 7)
1y (e, (9), 1, () = f (eo(f),fo(f))( “ ) -

N, (¢, 7) N,, (o, 7)

donde las expresiones explicitas (10), (14), (21), (38) y (60) permiten
asegurar que las funciones N,; (9, ) son acotadas y con derivadas
parciales de cualquier orden continuas y acotadas, en cada uno de
los tridngulos semiabiertos —a<t<o9o<a, —e<o<i<a.

Lema 2.7.—Las funciones ¢, (o, f, (9) de la férmula (62) son con-
tinuas en el intervalo cerrado [— @, a] de variacién de la variable .
En efecto, las funciones e, f, pertenecen a L, (— @, @) y, segtn
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una conocida consecuencia [9] de la desigualdad de Schwarz, tam-
bién pertenecen a L, (— a, a) por ser el intervalo (— a, a) finito. Si
ahora nos remitimos a la (62) observamos que seria suficiente, para
probar la continuidad de ¢, y la de f, el establecer la continuidad
respecto a la variable ¢ de integrales del tipo

19 = [bON@na ®3)

donde la b (¢) es integrable en (— @, a) y la N (¢, £) es continua y
acotada en cada uno de los tridngulos —a<i<9p<a, —a <
<o <t <a. En efecto, si ¢« es un punto determinado de [— a, a]
Yy 9« + Ap€[—a,a] con Ag—>0

How + Ae) —1{py) = fb(t)(N(cp*+Aqo,t)——N('<p*,t))dt (64)

pudiendo asegurar que la diferencia del primer miembro tiende a
cero, en virtud del teorema de la convergencia dominada [9] puesto
que el integrando tiende a cero, salvo quizi en ¢ = ¢, y la funcién
integrable 2K | b (¢) | donde K es una cota de | N (¢, 2) | en el
cuadrado —a <9, £ < @, es un funcién que domina el integrando
para cualquier valor de A o en el entorno de cero.

Demostrado asi el lema 2.7, la conclusiéon b) del teorema 2 re-
sulta ya muy facilmente, con la restriccién de suponer g, (¢)€ D,
i, (9) € D, pues al ser e, f, continuas resulta que el u, del lema
2.5 pertenece a ImagT y no meramente a Imag T, con lo que si
escribimos

(8 (), 1y (9)) = T~y = T2 (e, (), f, (9)) (65)

los lemas 1.2 y 1.3 nos indican g, (9)€ D, y h, (9) € D,, por
lo cual

0=T, (4 %) = T (g5 & @), Iy (@))- (66)
La demostracién previa del teorema 2 en su forma restrictiva

es totalmente suficiente, para los desarrollos y resultados que aqui
se presentan. Sin embargo, y en aras de una mayor complitud, re-
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sulta interesante probar que las funciones g,, s, antes descritas som
indefinidamente derivables con continuidad en el intervalo cerrado
[— a, a]. Para ello es suficiente probar que tal situacién también

se da con las funciones ¢, y f,, lo cual se establecerd por induccion.
Enunciamos asi el

Lema 2.8.—Las funciones (e, (9), f, (¢)) que satisfacen la ecua-
cién integral (62) poseen derivadas continuas y acotadas de cual-
quier orden en el intervalo cerrado [— @, a].

En efecto, si # denota el orden de derivacidn, el caso #n = 1 re-
sulta de derivar la (62) escrita en la forma

s 7 N () N (¢, f)
By (e, (@), £, (@) = ( f + f ) (e, (), 1, (&) (N“ . 6 N“z @ t))dt (67)
Za ¢ 21 ’ 22 ’

pues al ser las ¢, f, continuas por el lema 2.7, se dan las condicio-
nes para poder aplicar a cada una de las dos integrales del segun-
do miembro, la clasica férmula [6] de derivacién paramétrica de
integrales con limites variables. Resulta asi, después de simples
calculos:

O ['e)
i o Yy N, (o, 1) Y N, (@, 1)
Pl ACHACE [eonof s dt+
— Y N,, (o, ) Yy N,, (@, )

+ (e, @) (N}, (0, 9 — 0) — N, (0, 0 + 0) + /, () (N, (9, 9 — 0) — N, (¢, 10+ 0) ,

(6 (o) Ny (@, 0 —0) — N, (@, ¢ + 0)) + £ (9) (N, (9, p—0) — N, (¢, ¢ + 0))

lo que prueba el lema en el caso # = 1 habida cuenta de que las
derivadas parciales de las N,; son acotadas y continuas (lema 2.6),
por lo que se puede repetir el razonamiento del lema 2.7 para esta-
blecer la continuidad de las derivadas primeras de e, (p) v f, (¢)-

Establezcamos ahora la siguiente hipé6tesis de induccién: para los
naturales £ =1, 2, ... (n — 1) las funciones ¢, (9), f, (¢) admiten de-

(68)
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rivadas de orden % dadas por una expresién de la forma

Dk Dk

a 2 of Ny, (@, 8) —/—— 2 of Ny, (9, 8)

[ (e, (1), 1, () o o dt+

o Y N,, (1) Y N,, (¢, 1)

j=k—1 dJ dJ
+ZW(¢>( T @ X @ L@, Y0 e o)+
Jj=0
di d* .
+Z; (@) —— 1, (cp)) =y 7&;—(6’0 (9); 1, () (69

donde las Wy, X, Y;, Z; son funciones indefinidamente derivables.
con continuidad, respecto a la variable 9, en el intervalo cerrado
[— a, a].

Si derivamos la expresién (69) cuando k = n —1 y tenemos en
cuenta las condiciones sobre las N,; que siguen a la (62), conclui-
mos que tal derivacién puede hacerse con la ya utilizada férmula
de las integrales paramétricas de limites variables, obteniéndose sin
dificultad una férmula del tipo (69) pero en el supuesto de ser k = n,
lo que completa la demostracién por induccién, habida cuenta de
que la hipétesis de induccién (69) se establecié como valida si £ =1
cuando se hizo la derivacién de la (67) para obtener la (68).

A continuacién se enuncia y prueba un teorema que establece um
método de aproximaciones sucesivas para calcular el valor ¢,. Re-
sultard claro que tales aproximaciones son accesibles al calculo nu-
mérico, por poderse reducir a un problema finito dimensional de
autovalores.

TeoreEMA 3.—Existen ciertas bases hilbertianas (no necesariamen-
te ortogonales) de L, (—a, @) x L, (—a, @), que las notaremos
(ge (@), ke (9))k c z+, con las tres propiedades siguientes:

a) VeE=1,2 ... (g (9), h (p)) € D, 'x D,

b) Hay dos sucesiones dobles, simétricas reales, que las nota-
remos (A))i jezty (Bij)i jez+ de modo que la expresion

T (qcr; Zxk (gk (o), hk (¢)))

k=1
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es una forma cuadratica en las » variables reales (v, #,, ..., #,) de
matriz (A;»j + q B"j)i,inl' oy e
c) Si escribimos

gg”' = minima raiz positiva de det. |A;; 4+ ¢B,;| =0 i,7=1,2,..,7
se verifica
qg’r’——> gy, SI m—>o0.
La demostracién del teorema se desglosa en cuatro lemas:

Lema 8.1.—Para cada sucesién (gi (9), 7z (9))x cz+ de funciones
D, x D, (con independencia de que la sucesién constituya una base,
0 no) existen dos sucesiones dobles A;;, By; 4,7 =1,2,3, ... de
modo que

V”"e Z+ V‘I‘e R+ 'V(«’"lyxz., "',xn)'e Rn’ T (q;Zxk(gk’ hk))=

k=1

= Z (A; +qB,))x, 7, (70)

=1

Ademés, ambas sucesiones dobles (matrices infinitas) verifican la
condicién de simetria

Viji=1238,.., A;=A, B,=B, ()

y la sucesién doble (A) es definida positiva, es decir

Vn€Zt Vs, 2,..,5)ER—{0}, Z A, 5,2;,>0. (72)
ij=1

Para la demostracién escribimos, con #'€ Z+, (x, ..., #,) € R*

fijos

&0 = 3 7 (e @) k@) = D 5 @)k @) (13)

i=1 i=1
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y por simple sustitucion obtenemos

a

'G(q;g(m),h(qo))=‘6(q; Z’xg(ghh,,))=f((1—ﬂ (Z”z U":“é’ﬂ)-

=1 Za i=1
* (Z *; (h’j_gj)) +c (Z z, (g, + gi”)) (Z""‘j &; + gj”)) +
J=1 f=1 j=1
+ g F () (Z z (b, + g) )(2 z, (W, —g)) ))d’cp (74)
i=1 i=t

1o que indica claramente para todo ¢, =1, 2, 3, ...

a

A= [A—0 0@ — @) ;@) — 5, ) + ¢ (6, ) +

-—a

+ 8" (@) (g; (@ + g,” (@) d o (er)
- 1
By~ [Fe (? @) + &, @) O, (@) — g, (o) +

1
+5 Uy @) + 8 @ 0, () — &, @m)) dgp. (16)

TLas condiciones (71) de simetria quedan explicitas en estas dltimas
formulas y en cuanto a la (72), es evidente que la (74) nos indica

A,j«ﬁx,~=j((1~c)(h’—g)5+c(g"+g>2)dqo>o Can

n
ul

i7=1

pues, segln el lema 1.2, en el caso de ser (g, h) € D, x D,, el in-
integrando de (77) nunca es nulo, a menos que fuese g =0, & =9,
es decir #, = x, = ... = &4, = 0 como muestra la notacién (73).

Lema 3.2.—Si elegida la sucesion (ge (9), he (@))ec2z+ © D, x D,
v con las notaciones del lema anterior, escribimos

qi"' = minima raiz positiva de det. |A,; + ¢B;| =0, i,j=1,...n (18
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se verifica que:

Z ""g (gkr h*)) > 0. (79)-‘

) Vg<q®V(r, .. z)€R—{0}, ‘G(q;
. k=1

) Vg>g¢"3@0,...,29)€ER"—{0}, T ( q; Z‘ 29, (&, h,‘)) <0.  (80)
k=1

En efecto, segtin un resultado cldsico del algebra de formas cua--
draticas [10] finito dimensionales, al ser la matriz (A;;) definida po--
sitiva (lema 3.1) existe una transformacién lineal del espacio R,
que es no singular, y que expresada en la forma

(ylr i PYRTTH .n) = (1'1, Fos oens 'r-n) Q) (81):

permite transformar, respectivamente, las dos formas cuadraticas-

” n
A = ZA”.xixj B = 2 Bijx,xj (82):

i, j=1 5, j=1

cuando se expresan en las nuevas variables (y,, ¥y, ..., ¥») del modo:

A = ylz + yzz +..+y2 B= '“1(m yln + '“:zm yzz + };“(m 9,2 (83)-

La misma teoria de formas cuadraticas finito dimensionales nos
ensefia que la ecuacién algebraica en ¢ (78) conserva sus raices por
cualquier transformacién no singular del tipo (81), es decir ambos.
polinomios en la variable ¢:

det| A ;4+¢B;l, A+gp™ QA+ qp,™...A+qp,® (84)-

difieren finicamente en un factor numérico. De aqui se sigue que sk

es g < ¢ todos los coeficientes 1 + gy son positivos; lo que,.
por su parte, nos permite escribir

” ”
V (“”1’ '72’ "'1'7”) '6 Rn’ Z Aij —‘V,i. xj + q Z Blt:j xi L1"] =
i j=1 i j=1

= Z”‘ a+ q /‘g(m) ykz donde (3’1, weey 3’,.) = (xli cey IM) (Q) (85)’

k=1
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lo que demuestra la (79), pues una suma de cuadrados por coefi-
cientes todos positivos es claramente mayor que cero.

Si, por el contrario, suponemos ¢ > ¢.7, la proposicién (84) nos
indica que al menos para un indice £ es 1 + p*<< 0, con lo que
podemos elegir (#,° ..., #,°) invirtiendo la (81) en la forma

(£, 2,% -, 8,9 = (0, ..., 3, =1,...,0)(Q°Y) (86)

lo que justifica inmediatamente la (80), al ser

» ”n
Z AyEx + g 2 By #0#° = (1 + ¢ pt) - 12 <0. G0
i,]:ﬂl i,j—l

OBSERVACION.—De la (84) se sigue inmediatamente, que los 1%
igualan a los reciprocos cambiados de signo de las raices de la ecua-

¢ién (78), y en consecuencia ¢!’ es igual al reciproco (1)~ de aquel
de entre los p.{" negativos, que tiene mayor médulo y con un cambio
final de signo. Por otra parte, podria suceder que la ecuacién (78)
no tenga ninguna raiz positiva, lo que equivaldria a que todos los p.

fueran positivos. En tal caso seria plausible convenir en que ¢'%
fuese + 0o pues la forma cuadritica (85) seria definida positiva para
todo ¢ € R*.

Lema 3.3.—Con las notaciones anteriores y las del teorema 1:

a) Vn€Zt, g,<q” (88)
b) Vne€z+, ot ol (89)
o) Jlime” =q' >q, si n—> o0 (90)

En efecto, la a) resulta razonando por contradiccion y compa-
rando las férmulas (80) y (3). La b) también resulta inmediatamente
contradiccién comparando los dos casos que resultan de la (79) para
ny n + 1. La proposicién c¢) es consecuencia combinada e inmediata

de las a), b).

Lema 3.4.—Existe una sucesién de la forma (g (¢), he (9))e cz+ €
C D, x D, de modo que en la (90) se verifica igualdad, es decir

limg”=g, si n—>oo. (91>
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Ademés, la mencionada sucesién es una base hilbertiana de
L, (—a, @) x L; (—a, a) (que no tiene por qué ser ortogonal).
En efecto, sea (#i)r¢z+'< Imag T (segin notacién del lema 1.2)

una base hilbertiana cualquiera del subespacio cerrado ImagT. En-
tonces es facil ver que la sucesiéon en k€ Z+

(T4 24 = (8o WD ¢ 2+ © D, X D, (92)

es una base hilbertiana de D, x D,, puesto que

4
V(g €D x D, Jue€lmagT, (g h) =Tt =T-1 (Z 'R uk) =
= (por ser T-1 acotado) = Zak Tt u, aZ o, (& 1) (93)
=1 =1
Tratemos ahora de probar la (91) por contradiccién, suponiendo

limq)=¢,>¢q, si n—ow (94)

con lo que eligiendo ¢ en la forma g¢. < ¢ < ¢’ tendriamos se-
gun el lema 1.9

I MNED xD,, Tle;8 M =|ul>+{(Au;u)<0 (85)

mientras que, por otra parte, las (79) y (93) nos indican

n
Z ay Uy

k=1

-+

Vn€Zty, 0<C (q; Zak(gk’hk))=

k=1
/N .Z"'a AN

+ ; =
q\; ap Uy P k k/

y si pasamos al limite, cuenta habida de que A es acotado y el pro-
ducto escalar es continuo, tenemos para # —> 0O

©
2%
k=1

lo que contradice la (95) cuando se adopta

2 .
0< +q <Azakuk; -‘akuk>
=1
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Queda asi demostrado el lema 3.4 y, como consecuencia, el teo-
rema 3.
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