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In this work we will extend some known theorems about the closed-graph and
‘the open mapping, given for locally convex Baire spaces, Ptik spaces and I' spaces
{o1 {(s)-spaces), for barrelled spaces of classes o and = (respectively «) and I,
(respectively I',(*)). The theorems improved here can be fond in Kothe [4] § 34,
‘2 and 10. Some of these results complet anothers result obtained by the author
in [5] and [6] for the space I > (3).

En este trabajo nos proponemos extender algunos teoremas co-
nocidos sobre la grafica cerrada y sobre la aplicacién abierta, dados
‘para espacios iocalmente convexos de Baire y para espacios de Ptak
y espacios I' (o espacios (s)), para espacios tonelados de clases ¢ y =«
(resp. 2) y espacios I',® (resp. I','®). Los teoremas que vamos a
mejorar se encuentran en Kothe [4], § 34,8 y 10. Algunos de estos
resultados completan otros obtenidos por el autor en [56] y [6] para
€l espacio I* (Z).

Los espacios vectoriales que consideramos estan definidos sobre
<l cuerpo K de los nimeros reales o de los niimeros complejos.

De manera general, E y F seran espacios vectoriales topologicos
localmente convexos de Hausdorff, en abreviatura, e. 1. c. s.

1. DerinicioN. (Por induccién transfinita).—Todo espacio tone-
lado se dice de clase 0. Si « es un nimero transfinito de primera
especie (e. d., con precedente), el espacio tonelado E se dice de
clase o si, para toda sucesién no decreciente (E,),” de subespacios,
que cubre a E, existe un » tal que E, es un subespacio tonelado de
clase = — 1 denso en E. Si « es un nimero transfinito de segunda
especie, E se dice tonelado de clase = si E es tonelado de clase 2
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para todo »’ << 2. E se dice tonelado de clase s si, para toda suce-
sion (E,),® de subespacios, que cubre a E, existe un n tal que E, es.
un subespacio tonelado cuya clausura E, es de codimensién finita.
E se dice tonelado de clase 1 si, para toda sucesién (E.),” de sub-
espacios, que cubre a E, existe un n tal que E, es un subespacio-
tonelado y denso de E.

Sean T una s-algebra de subconjuntos de un conjunto Q y ™ (Z)
el espacio vectorial de las funciones Z-simples con valores en K,
dotado de la topologia de la convergencia uniforme. Entonces tene--
mos razones para conjeturar que [;* (Z) es un espacio tomelado de
clase s.

2. TeorReEMA.—Todo espacio localmente convexo de Baire es un:
espacio tonelado de clase «. Todo espacio tonelado de clase © es un
espacio tomelado de clase . Todo espacio tomnelado de clase o es
un espacio tonelado de clase «, cualquiera que sea el niimero trans-
finito a.

DeMoOSTRACION.—En efecto, si E es un espacio localmente con-
vexo de Baire y (E,);® es una sucesiéon de subespacios que cubre a
E, existe un # tal que E, es un espacio de segunda categoria (o no
magro) en E. Entonces E, es un subespacio tonelado denso de E.
(véase Kothe [4], § 34,1 (2)).

La segunda parte es inmediata.

Para demostrar la tercera parte serd suficiente probar, por induc-
cién transfinita, que si E es un e. 1. c. s. que no es un espacio tone-
lado de clase «, existe una sucesién (E,),* de subespacios, que cu-
bren a E, y que no son tonelados o cuyas clausuras E, son de
codimensién infinita. Para « = 0 esta proposiciéon es evidente. Su-
pongamos que es cierta para x = a, siendo «, un nimero trans-
finito de primera especie. Si E no es un espacio tonelado de clase
@, exXiste una sucesién no decreciente (E,); .n de subespacios, que
cubren a E, y que no son tonelados de clase ¢, — 1 o cuyas clau-
suras son de codimensién infinita. Entonces, para cada i, existe una.
sucesion (E;;); .n de subespacios, que cubren a E;, y que no som
tonelados o cuyas clausuras son de codimensién infinita. Por tanto,

(Ei)i. ;e n s una sucesién de subespacios de E que no son tonela-
dos o cuyas clausuras son de codimensién infinita. Supongamos aho-

ra que la proposicién es cierta para a < u, siendo e, un nimero
transfinito de segunda especie. Si E no es un espacio tonelado de
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clase «, existe un « <<wa, tal que E no es un espacio tonelado
de clase « y, por consiguiente, E es unién de una sucesiéon (E,),™
de subespacios, que no son tonelados o cuyas clausuras son de codi-
mension infinita.

3. PRrROPOSICION.—Si E es un espacio tonelado de clase « o «
(resp. 2) y F es un subespacio de la complecion E de E, que con-
tiene a E, F es un espacio tonelado de clase v 0 s (resp. «), respec—
tivamente.

DeMOSTRACION.—El caso « estd probado en la proposicién 8 de:
[5]. Sea E un espacio tonelado de clase t. Si (F,),” es una sucesion
de subespacios que cubre a F, existe un = tal que E, = F, N E es.
un espacio tonelado denso de E. Entonces, F, es un subespacio to--
nelado denso de F. De igual forma se prueba el caso s.

4. DerFiniciON.—Un espacio Ty (o un espacio T,) es un e. L.
c. s. F tal que, para cada espacio tonelado E, toda aplicacion lineal
T: E— F con grafica cerrada es continua. Si « es un ndamero
transfinito de primera especie, un espacio I''® es un e. 1. c. s. F
que es unién de una sucesién no decreciente (F,), de espacios.
T,V Si o es un ntmero transfinito de segunda especie, un espa-
clo T'.'" es un espacio TI',*? para algin o <<a:

I =U{T ) :a <al,

donde también se denota por I',® la clase de los espacios I','™. U
espacio T, es un e. 1. c. s. F que es unién de una sucesion (F,),"™
de espacios T,. Es facil probar que todo espacio I',*) es un espacio:
I, cualquiera que sea el nGimero transfinito «:

Iyacr, o

5. TeoREMA.—Sean E un espacio tonelado de clase o (resp. a)
v F unr espacio T (resp. T.). Si E, es un subespacio tonelado
de clase o (resp. o) demso de E y T,: E,— F es una aplicacién
lineal comtinua, existe una extensién continua T: E—> F de T,.
Ademds se puede asegurar que la imagen T (E) estd contenida ew
un T-espacio Fo< F.

DemosTrACION.—EI caso « esta probado en el teorema 10 de [5].



42 BALTASAR RODRIGUEZ-SALINAS

Sea (F,),” una sucesiéon de subespacios T', que cubre a F. Sea T,:
E, — F una aplicacién lineal continua y E, = T,* (F,). Entonces,
por ser E; un espacio tonelado de clase s, existe un » tal que E, es
un subespacio tonelado cuya clausura E, (en E;) es de codimensién
finita en E,. Por tanto, segin el teorema 14 de Valdivia [7], existe
una extensién continua T,: E,—» F, de la restriccién T, de T, a
E,. Como T, (x) = T, (x) para x€ E,, se tiene T, (x,) = T, ()
para x € E,. Entonces T, (E,) estad contenido en la suma F; de F,
y de un espacio de dimension finita. Como F, es un espacio Iy, por
¢l teorema 8 de Valdivia [7], F, es un espacio I',. Entonces, por el
teorema 14 de Valdivia [7], T,: E,— F, tiene una extensiéon con-
tinua T: E — F,.

6. TEOREMA.—Sean E un espacio tonelado de clase o (resp. a)
¥ F un espacio T, (resp. T.'?). Si T: E — F es una aplicacion
dineal con grifica cerrada, entonces T es continua. Ademds se pue-
de asegurar que la imagen T (E) estdé contenida en un T,-espa-
«cto F,C F.

DeMosTRACION.—EL caso « estd probado en el teorema 11 de [5].
‘Sean E un espacio tonelado de clase s y F un espacio I';’. Enton-
ces, F es unién de una sucesion (F,),™ de espacios I',. Es claro que
(T-* (Fo)),® es una sucesion de espacios que cubre a E. Por tanto,
existe un » tal que E, = T-! (F,) es un subespacio tonelado de E
cuya clausura E, es de codimension finita en E. Sea T,: E, — F,
1a restriccién de T a E,. Entonces, por tener T, la grafica cerrada
y ser F, un espacio T',, T, es continua. Por el teorema 5, T, tiene
una extensién continua T,: E,— F,. Por consiguiente, como
T: E—> F tiene la grafica cerrada y es igual a T, sobre E,, re-
sulta T = T, zobre E,. Por tanto, T es continua y la imagen T (E)
-estd contenida en un T,-espacio F, suma de F, y de un espacio de
dimensién finita.

7. ProPOSICION.—Si E es un espacio I') (resp. T,'¥) y T:
E —» F es una aplicacion lineal continua inyectiva, entonces T (E)
es un espacio T, (resp. TV).

DEMOSTRACION.—Sea o« =0 y S: E; — T (E) una aplicacién
lineal con grafica cerrada de un espacio tonelado E, en T (E). En-
tonces, T-'S: E;, —» E es una aplicacién lineal con grafica cerra-
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-6a y, por tanto, continua, puesto que E, es un espacio tonelado y
E un espacio I',. De aqui se deduce que S = T (T-!S) es continua
vy que T (E) es un espacio I',. Ahora, la parte restante de la propo-
sicién es inmediata.

8. Cororario. — Sean E la envoltura localmente convexa
X A, (E)) de espacios tonelados E, de clase s, v F la envoltura local-

)

[
mente convexa U B, (F,) de wuna sucesidn de T, ®-espacios F,,
1

<on las B, inyectivas. Entonces toda aplicacién lineal T: E— F
con grdfica cerrada es continua.

DEeMosTRACION.—Por la proposiciéon 7, F es un espacio I't'?. En-
‘tonces, como cada aplicacién T A;: E, —> F tiene la grafica cerra-
da, las aplicaciones T A, son continuas, e. d., T es continua.

El corolario 8 contiene como caso particular el teorema 16 de
Valdivia [7] cuando los E, son espacios infra-Baire. E es un espacio
infra-Baire si existe un espacio de Baire F, tal que E es un subespa-
«io de F de codimension finita (o contable). El siguiente teorema
prueba la afirmacién anterior.

9. TEOREMA.—S? F es un espacio tonelado de clase s (resp. «) y
E es un subespacio de codimensién contable de F, entonces E es
un espacio tonelado de clase s (resp. ).

DemosTRACION.—ELl caso « = 0 ha sido probado por Dieudonné
v Valdivia (véase [7]). Sean F un espacio tonelado de clase s y G
-un subespacio de dimensién contable de F tal que F = E @ G. Sea
{E,),* una sucesiéon de subespacios de E que cubre a E, entonces
{E, + G),” es una sucesién de subespacios de F que cubre a F. Por
tanto, existe un # tal que E, + G es un subespacio tonelado cuya
<lausura E, + G es de codimensién finita en F. Entonces por los
teoremas citados de Dieudonné y Valdivia, E, es un espacio tone-
lado. Ademdis, como

Eu+ Gy =Exn + G,

-para todo subespacio G, de dimensién finita de F y F es un espacio
tonelado de clase 1, se deduce que E, es de codimensién finita en
F y E.f=E, N E de codimensién finita en E. Luego E es un es-
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pacio tonelado de clase . Para probar el caso « basta proceder de
manera analoga, por induccién transfinita.

10. DerFiniciON.—Un espacio T (o un espacio I') es un e. L.
c. s. F tal que todo espacio cociente separado F/H es un espacio-
I',. Si @ es un namero transfinito de primera especie, un espacio-
'™ es un e. 1. c. s. F que es unién de una sucesiéon no decreciente
(Fn),> de espacios I''*~V), Si a es un niimero transfinito de segunda.
especie, un espacio T'® es un espacio I'*? para algin o <<«

Mo = iT@ o < al,

donde también se denota por I'™® la clase de los espacios I'*’, Umn:
espacio T es un e. 1. c. s. que es unién de una sucesién (F,),> de
subespacios T. Es facil probar que todo espacio I'™ es un es-—
pacio I'®,

11. PrOPOSICION.—S¢ F es un espacio T'®@ (resp. T'V), todo es--
pacio cociente separado F/H es un espacio T (resp. T™),

DemosTRACION.—En efecto, si F es unién de una sucesién (F,),>
de espacios I' y H es un subespacio cerrado de F, entonces

(Fu 4+ H)/H = Fa/H | Fx

es una sucesién de espacios T' y, por tanto, F/H es un espacio I'®,
En el caso = se puede proceder de manera aniloga, por inducciém
transfinita.

12. ProprosiciON.—Si E es un espacio T'® (resp. T''V) y T:
E—> F es una aplicacidn lineal continua, entonces T (E) es um
espacio T (resp. T™),

DEMOSTRACION.—Resulta inmediatamente de las proposiciones-
Ty 11.

13. TeOREMA.—Sea E un subespacio de codimensidon contable del’
e.l. c. s. F. Si E es un espacio T (resp. T'™), F es un espacio

T (resp. T,

DeMosTRACION.—EI caso @ = 0 ha sido probado por Valdivia em
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dos teoremas 7y 9 de [7]. Teniendo esto en cuenta, los demas casos
son inmediatos.

Este teorema se puede extender para los espacios ') y I',(® de
igual forma que los teoremas 8 y 10 de [7].

14. TeEOREMA. — Sean E la envoltura localmente convexa
T A; (E) de espacios tonelados E; de clase s, y F la envoltura local-

o
mente convexa U B, (F,) de una sucesion (Fp),” de espacios T,

2 §
Entonces toda aplicacién lineal T: E —> F con grifica cerrada es
continua.

DEMOSTRACION.—Por la proposicién 12, F es un espacio I'”. En-
tonces como cada aplicaciéon T A;: E; — F tiene la grafica cerrada,
por el teorema 6 las aplicaciones T A; son continuas, e. d., T es
continua,

Del teorema 14 se obtienen, en particular, los teoremas § 34.8 (1)
v 10 (4) de [4].

El siguiente teorema se corresponde con el teorema de Banach-
‘Schauder.

15. TeEOREMA. — Sean E la envoltura localmente convexa

¢ Ay (Ep) de une sucesion (E,),* de espacios T, y F la envol-

]

tura localmente convexa T B; (F)) de espacios tonelados F; de clase

. Entonces toda aplicacion lineal sobreyectiva T: E —> F con la
grifica cerrada es abierta.

DEeMOSTRACION.—Basta aplicar el teorema 14 a la aplicacién lineal
S: F—» E/H con H = T-*(0), que se deduce de T de forma que
ST sea la aplicacién canédnica 9: E — E/H. Se debe tener en
cuenta la proposicién 11.
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