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This paper presents a new criterion for decision problems under risk and under
uncertainty in the line of «satisficing», introduced by H. Simon to explain a realistic
behaviour of human being.

1. Introducciéon

Un nuevo enfoque de la teoria de la decisién, que permite la so-
lucién de problemas complejos planteados por la Investigaciéon Ope-
rativa se debe al premio Nobel Prof. H. Simon (1). Sus conceptos
iniciales han sido seguidos y profundizados por R. Radner (2),
J. Marschack (3) y su escuela.

Una idea de la aceptacién actual de esta metodologia de criterios
satisfacientes se tiene en los trabajos de Mesarovic, que la adopta en
su libro sobre «sistemas jerarquizados» (4) y en el libro reciente del
I. I. A. S. A. en que se aplica a la particién de grandes problemas
de decisién en subproblemas (5).

Se trata en los citados «criterios satisfacientes» (satisfactorios)
de dar respuesta a importantes problemas llamados de «racionalidad
limitada» en que el enfoque de optimacidon bayesiano, o no bayesia-
no, no constituyen modelos apropiados. Con esto, entre otras con-
secuencias, se supera la eterna discusién de bayesianos y no bayesia-

(1) H. A. SiMon: «Models of Man». John Wiley, 1954.

(2) R. RADNER: «Satisficing». Journ. of Math. Econ., 1975, pp. 253-262.

(3) MarscHAK-RADNER : «Economic Theory of Teams» (Yale Univ. Press, 1972).
(4) «Theory of Hierarchical Multilevel Systems». Ac. Press, 1970.

(5) J. Dirickx: «System Analysis by Multilevel Methods». John Wiley, 1979.
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nos mostrandoles un nuevo campo de trabajo, en que sus discusiones
son insignificantes.

En esta nota, tras hacer una breve exposiciéon de ideas generales.
y fundamento de estos métodos, que se han desarrollado especial-
mente en el caso de ambiente de incertidumbre, veremos que tanto
en el caso de riesgo como en el de incertidumbre, el método de opti-
macién introducido como criterio R — ¢ por S. Rios Garcia (6) se
puede transformar de modo natural en un «método satisfacienten.

Como dice Radner (7), resulta claro que los especialistas estam
lejos de obtener «soluciones éptimas» a problemas concretos como:
«1) el funcionamiento de una red de detallistas bajo condiciones ge-
nerales de demanda incierta, 2) ganar una partida de ajedrez, 3) ad-
ministrar un departamento de matematicas».

Un buen ejemplo aclaratorio indicado por Radner es el del juego
de ajedrez. Con el enfoque clasico de optimacién de la utilidad de
Von Neumann y el criterio maximin, se obtiene un teorema de exis-
tencia ; pero, como dice Von Neumann, refiriéndose a la determina-
cion de la estrategia Optima «gives no practically usable method to:
determine the true one».

En cambio los métodos de satisfaccién tratan de imitar el com-
portamiento de los «buenos jugadores» cuya dificultad principal al
buscar una estrategia estd en que tienen una informacién incompleta
de la enorme cantidad de alternativas o estrategias que se le ofrecen.

El modelo de «individuo racional», que acepta los axiomas clasi-
cos de racionalidad y mediante una serie de hipotesis relativas a un
conocimiento perfecto de los estados del ambiente, acciones posibles,.
consecuencias, un sistema estable de preferencias y una capacidad de
imaginacién y calculo que le permite obtener para el conjunto de
cursos de accién, aquellas alternativas que le dan el éptimo, parece
que no puede llegar a soluciones realmente practicas en problemas.
como los antes citados.

Mas realista es suponer una «racionalidad limitada» (Simon), cu-
yas caracteristicas son: incertidumbre respecto a las consecuencias
de cada alternativa, informaciéon incompleta respecto del conjunto de
alternativas, imposibilidad por parte del individuo de captar y proce-

(6) S. Rios Garcia: Algunos problemas de decisiéon y la nociéon de utilidad:
asociada». Metra, vol. 4, 1965.
(") Loc. cit.
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sar la complejidad y la informacién que existe. Una diferencia fun-
damental se centra en los objetivos que se asignan al decisor que
en la nueva teoria dejan de ser de optimacién para convertirse en
«satisfacciony (8), es decir, «alcanzar un cierto nivel de aspiraciony.

De un modo amplio podemos decir que la diferencia entre ambos
tipos de modelos reside, pues, en que en los clasicos de optimacién
se simplifica la situacién real de una manera drastica hasta llegar
a un grado de simplicidad que el decisor puede tratar optimizando.
Mientras en el modelo de satisfaccion se retiene mucho mas detalle
de la situacién real y el criterio es no pretender el 6ptimo sino sim-
plemente alcanzar un nivel satisfactorio.

2. Modelo de Mesarovic

Este modelo, que ha dado lugar a importantes aplicaciones en la
teoria de sistemas jerarquizados, estd inspirado directamente en los
trabajos de H. Simon.

Se considera D = (X, Q, g) un problema de decisién en que dos
conjuntos X, Q son arbitrarios: € X (conjunto de decision) y
o € Q (conjunto de incertidumbre), y g (#, ») es una funcién obje-
tivo g(x,w): X!x Q—V que representa la valoracién de la
consecuencia de la decisién #, cuando el estado de la naturaleza es .

Se supone que V es un conjunto parcialmente ordenado por =
y en particular puede ser V=R, V = R", ...

El problema de satisfaccidn supone que estd dada una funcidn de
tolerancia o nivel de aspiracidn t (0): Q —> V (que representa una
valoracién que el decisor considera que si se alcanza debe aceptar
la correspondiente decisién) y dado un conjunto X de decisiones
x € X, se trata de encontrar las € X, tales que g (¥, v) = 7 (v),
para todo o € Q. Tales decisiones se llaman satisfacientes con el
nivel de aspiracién ().

El conjunto de decisiones satisfacientes de D es:

S:(D)={x€X: g(xu0)= (o) Vo€Q]

(8) En inglés se ha adoptado la palabra escocesa «satisficing», que reemplaza
a «satisfying». En espafiol podria decirse csatisfaciente» en vez de «satisfactorion,
que es lo que hacemos en este trabajo.
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Por ejemplo, si suponemos el cuadro

Wy Wy w3
*1
xy | 2 6 8
x3 1 4 5

en que g (#,, »,) = 3, etc., y el nivel de aspiracion

t(‘”l):z’ t(“’z)=3| ‘E(U)g):“.

el conjunto de decisiones satisfacientes es {#, #,}.
El conjunto X — S; (D) estd formado por las decisiones #
no satisfacientes, es decir, tales que ‘

Fo €Q:g (v o)<t (w)

Dado un subconjunto X, < X, puede no existir un nivel de
aspiraciéon t (w), tal que toda x € X, sea satisfaciente y toda
x€ X — X, sea no satisfaciente.

Sea:

x| 2 3
x| 3 2 1
xg 3 b

No existe = tal que X, = {#,, #,} sea un conjunto satisfaciente
para X. En efecto, debe ser

T (w) =<2, t(w)=<1 <t(wg)=1,

luego {#,} es también satisfaciente.

Se ve aqui que si consideramos como nuevo orden =. el que
resulta de considerar dos clases de equivalencia: la formada por los
elementos #€S; (D) y la formada por los elementos 1€ X —S: (D)
y para todo par x'€ S; (D), # € X —S, (D), poner &=, te-
nemos que el criterio satisfaciente respecto a t (w) conduce a un
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orden =., que introduce una estructura lineal binaria que se llama
orden satisfaciente. Estd claro que puede ser x ~. 4" y ser

g(xo)<g(x,w)yo

Desde el punto de vista matemdtico las diferencias que se obser-
van entre métodos de optimacién y de satisfaccién son:
Métodos de optimacidn: :

1.° Se introduce un concepto de preferencias en el conjunto de
decisiones mediante un preorden parcial o completo.

2.2 Se buscan los elementos maximos o maximales.

3. Las decisiones correspondientes son las 6ptimas u optimales.
Métodos de satisfaccion:

1.° Se introduce un orden de preferencia en el conjunto de valo-
racién de las consecuencias de las decisiones que permite comparar
cada elemento de V con el elemento fijo de V que se llama nivel de
aspiracion.

2,2 Se obtiene una estructura binaria, una de cuyas clases esta
formada por los elementos satisfacientes y la otra por los no satis-
facientes.

3> Las decisiones correspondientes a los elementos satisfacien-
tes son las satisfacientes.

Estad claro que también en los métodos de optimacién se puede
llegar a una estructura de orden binaria incluyendo en una clase los
elementos equivalentes al éptimo y en otra los demis (suponiendo
un orden completo). Se observa que la diferencia estid en que en los
métodos de satisfaccion se llega a esta estructura directamente al in-
troducir el nivel de aspiracién.

Una caracterizacién axiomética del criterio de satisfaccién viene
dada por los axiomas siguientes debidos a Takahara-Nakano-Ki-
jima (9):

Sea un problema de decision D = (X, Q, g).

A.l. Existe un orden lineal =, sobre X.

A.2. (X, =,) es una estructura binaria. Es decir, todo #€ X es
maximal o minimal respecto a =,. '

(9) «Characterization of the Satisfactory Decision Principle». Journ. of the Op.
Res. Soc. of Tapan, vol. 21, 1978, p. 347.
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A3. SiS(X,Q,g) es el conjunto de soluciones de D = (X, Q, g),
para cada

x€S(X,2¢g) v g=g/X—{x})xQ)
€S
SUX— {21, 9¢)CS (X928

A4, Si para todo w€Q es g, 0)> g, 0), es ¥ = 4.
A.5. Para cada # € X y cada subconjunto S de la clase de equi-
valencia E (#) del elemento #, es A S (o) =;#, siendo

N S(w)= inf g (x, o)
z €5

Se demuestra que si se verifican estos axiomas existe un nivel de
aspiraciéon « (v) de modo que el conjunto X = X'U (X —X’) en
que para todo € X’ es g (#, ») > 7 (0), y para todo #€ X — X’
existe o € Q tal que g (#, 0’) <= (o), es decir, X’ es el conjunto
de las decisiones satisfacientes respecto al nivel de aspiraciéon t (),
siendo X — X' 5£ &.

3. Criterio de satisfaccion en situaciones de riesgo

Suponemos un problema de decision D = (A, Y, g (a, m)) en
que A es un conjunto contable de acciones:

ai €A (i=1,2....m..),
Y es el conjunto de estados, y

> R

g (ai,n); AXR

representa la valoracién de la consecuencia de la decisién a;, y el
estado .

Suponemos una situacién en riesgo, es decir, que conocemos
la funcién de distribuciéon P (4 <y) = F(y), y también la de
& ('1) =g (aly "\)‘
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Fijado el nivel de aspiracidn © (constante) y el riesgo ¢, sea R.(a))
el maximo de los nameros H; tales que

Plegi(n)=Hi]=1—¢
Si para a; es:
Re(ai)?..t

diremos que @; es una decisidn satisfaciente respecto al nivel de as-
piracidn v y el riesgo e.

Las relaciones precedentes expresan que el significado intuitivo
el criterio es que para e pequefio resulta «practicamente seguro» que

gi(n)=r.

Sies A=A"U(A—A’) en que para todo @; € A’ es a, satis-
faciente (v, ¢) y para todo a, § A’, a; € A no es @, satisfaciente di-
remos que es A’ el conjunto de decisiones satisfacientes (1, ).

De un modo més general, podemos suponer que el decisor fija un
nivel de aspiracién t (y) no constante, sino dependiente del estado
del ambiente y.

Fijado ¢ podemos ver si para a; se verifica

Plgs(m=c(n)]=1—¢

En caso afirmativo decimos que a; es satisfaciente (v (y), €), es
decir, respecto al nivel de aspiracién = (y) y el riesgo e.

Es facil ver con un ejemplo que fijado A"‘< A no necesariamente
existen (r (y), ¢) tales que A’ es el conjunto satisfaciente (r (y), ¢).

EjempL0.—Sea el problema de decision

N Y M
a, 3 4
a, 8 2

as 2 5 4

y supongamos que la distribucién de estados es

( 0,04 0,80 0,16 )

N 2 Js
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Si fijamos 7 (y) = 3 y ¢ = 0,01 la {inica decisién satisfacientes es a,.
Si fijamos 7 (y) = 4 y ¢ = 0,05 son satisfacientes a, y a,. Si se fija
t(¥) =28, t(¥,) =3, 1(y;) =38, =001, es satisfaciente a,.

4. Problema de la cartera

Se trata de distribuir una unidad de capital entre posibles inver-

siones A, A,, ..., A,, en que si £; > 0 es la proporcién asignada a la
inversion en A,, sea

S ;=1.
Zf

Si ¢, ..., £, son las rentabilidades aleatorias de A, ..., A, el pro-
blema es obtener (¢, ..., ¢,) de modo que

e= 3 e

1

tenga un valor satisfaciente (1, ).

Si se suponen conocidas las distribuciones de §; y se puede deter-
minar la de

£E= Z £ Ei,
1
se tratard de fijado ¢ (coeficiente de riesgo) y = (nivel de aspiracién),

determinar (¢,, ..., t,) tales que

1

”n ”
=0, "ST: ti=1, P [Z t:‘E:‘Zt] >1—¢

Si en particular se supone que §, es normal N (u;, ¢;), la variable

E"iti}‘i

( b 7371 Gij)l/’
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serd N (0, 1), de modo que fijado ¢ se puede determinar i tal que

”

E— D tiw

1

— =\ —
(Ztitjoij)l s | =1—e

o bien
A ”
P > fug - A PRI >1—¢,
[E Zl:fxp,—{- E(Zt,f,o‘,)/:] 1
es decir, bastaria para tener una cartera satisfaciente (v, ¢) que

(¢4, ..., ta) verifique:

n
ti =0, q't;:l, Stivi+ e (Btitro;r)r=n
1 /954
1

lo cual conduce a un problema de programacién no lineal.

5. Criterio de satisfaccién para situaciones de decision
en incertidumbre

I. Supongamos el caso de que a cada decisién @, y a cada estado
o, le corresponde una consecuencia aleatoria g, (v). Cada una de
éstas viene definida por una funcién:

girn () AX Q2XR——R (i=1,2...)
(h=1, 2,...,m)

stendo conocida la distribucién de 4: dada por
Pln=y]=F(y)
pero habiendo completa incertidumbre respecto a los estados:

Wy Wgy ooy Way
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Supongamos que el decisor fija ¢ (coeficiente de riesgo) y «
nivel de aspiracién. Diremos que a; es satisfaciente si todas las gia
{h = 1, ..., m) son satisfacientes con la definicién precedente. Esta de-
finiciéon garantiza que para a; es:

Plgin(n)=t]=1—¢

{para todo % = 1, ..., m). Es decir, para cualquier estado que resulta
se obtienen valores para g;, que es «pricticamente seguro» que supe-
ran el nivel de aspiracién r.

II. Obsérvese la relacién de este método con el que hemos llama-
do de optimaciéon R — ¢ (11).

En el método de optimacién R — ¢ determinamos para cada ¢ el
maximo R. (g:x) tal que

Plgir (M) =Re(gin)]=1—c¢

vy tomamos

R¥ (a@;) = min Re (giz)
Y3

y después determinamos a* tal que
R* (a*) = max R¥ (a/)
i

Este método se convierte en el maximin tradicional si se supone
que e = 0.

6. Métodos de estimacion satisfacientes

Planteamos un problema de estimacién como un problema de deci-
sién en que se ha fijado una funcién de pérdida y se trata de obtener
todas las decisiones o estimadores que conducen a una pérdida infe-
rior a una cantidad fijada con una probabilidad préxima a 1. Se tiene
un nuevo enfoque a desarrollar en linea con los métodos de decision
satisfacientes.

Veamos un ejemplo:

(10) Loc. cit.
(11) Loc. cit.
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Supongamos una distribucién normal N (g, s) en que el parime-
tro ¢ es desconociado, pero fijo, y que se quiere mediante un estimador

d(xy,..0%n)= Zn:c; x; (5;20, Zn:c;=1)
L 1

ver qué valores del pardmetro p son compatibles con obtener una pro-
babilidad > 1 — ¢ de que la pérdida sea inferior a un nivel «.
Sabemos que

”

Zfi (% —yp)

1
tiene la distribucion
N (0,6 Ve,
luego
d(x:)—yp
sVEet

es N (0, 1).
Por tanto, fijado ¢, si tenemos una funcién de pérdida cuadratica
(d (#)) — p)?, debemos buscar para qué valores de p es

Plld(x)—plt<t]=1—c

|

resulta que si los ¢, verifican la condicion

Si Ve es tal que

d(x;)—u
csVEc,*

Sk’s]Zl—e

]/t—2 Neo ]/2 ci?,

todos los valores y. tales que
d(xi)—Neo VSt <u<d(w;)+Neos Ve

se considerardn satisfacientes al nivel (r, €).
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En particular si d () = #, queda el intervalo de confianza tradi-
cional

[+ [+

F— N gl TS 2 ) WS p—
V' Vn

que se interpreta como conjunto satisfaciente para y al nivel (r, €), si

g

Vu

YV = Ve

Vemos asi en definitiva, que, con este procedimiento, la compara-
cion de estimadores satisfaciente de la media ¢ de una poblacién nor-
mal, al introducir como funcién de pérdida una funcién cuadritica
conduce a comparar las amplitudes de los correspondientes intervalos
de confianza.

De una manera méis general, dada la funcién de densidad f (/)
y la funcién de pérdida L (8, d (X)) en que d (X) es la funcién de
decisién o estimador y 9 el pardmetro desconocido, pero fijo; para
cada 9 € © es L (6, d (¢)) una variable aleatoria cuya distribucién es
conocida al serlo la de &, y Re [L (6, d (8))/8] serd el minimo ntime-
ro H tal que

PIL(6,d(E)<H]>1—c¢

Obtenida una muestra X y el correspondiente valor d (X), los valo-
res 6 compatibles con la anterior desigualdad para

Re [L (6,4 (X))/0]==x

forman el conjunto estimador satisfaciente de 6 al nivel (v, ¢).
El ejemplo sefialado prueba que este concepto es aplicable en situa-
ciones concretas.

7. Estimador minimax R —=«

Es interesante comparar con el siguiente estimador minimax
R —e. Si para cada d () de un conjunto D de estimadores deter-
minamos

sup R [L (0, 4 (x))/0]
Bed
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v ahora determinamos d* () tal que

sup Re [L (0, &* (x))/0]= inf sup Re [L (8, d(x))/0]
6e8 d(z) €D 0€0

llamaremos a d* () (si existe) estimador minimar R — e.

8. Estimadores satisfacientes en el caso de ¢ variable
aleatoria

» Si suponemos que se puede determinar para un parimetro 6, el es-

timador d(#,), y la distribucién a «posteriorin P[L (8, d (#:))/d (#1)]
correspondiente a la funcién de pérdida L (8, d (#:)), se podrd de-
terminar el minimo nfimero R. tal que

PI[L (0, d (x:))<Re/d (x:)]=1—p¢,

De este modo obtenida una muestra (#,, ..., #.) ¥ el correspondiente
valor d (#,), tenemos que el conjunto de valores de 6 que verifican
la anterior relacién constituyen el conjunto estimador satisfaciente.
Veamos un ejemplo :
Sea

1 (x—0)2
T S

de la que tenemos una muestra (x,, ..., #,) y como estimador %, y la
funcién de densidad de 9 sea:

1
E(o):: Vﬁ exp[‘02/2]

La distribucién «a posteriorin de (6/#) tiene como funcién de densidad

/iEe a1 nE |2
“’(W)—]/zm eXp[' 2 (6— 1+n)

Si tomamos como funcién de pérdida L (8, #) = (0 — %)%, habrd que
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determinar para cada # el conjunto de valores 8 tal que, fijado ¢, sea
P[|6—F|2<Re/F]l=1—c¢
o sea
2+ Ve,

f]/1+” exp[-—- ntl (6—— i )z]do=1—e
2 2 1+4n

Vi,

y tal conjunto serd considerado como el conjunto satisfaciente para 6.

9. Caso multidimensional

Con notacién similar a la del § 3, supongamos un problema de
decisién:

D=(A Y, g(a Nye.-Mn))
en que Y es el conjunto de estados » dimensionales:
(Myee. M) € YCTR?,

G =1[g(a Ny, -0y M)s vy &m (@, 0y, ...y Ma)] representara la valora-
cién multicriterio aleatoria G: R® —s R™ (funcién vectorial de valor
de la consecuencia del estado (v, ..., 1.) y decision a).

Supongamos una situacién de decisién en riesgo, es decir, que es-
conocida la distribucién de (v, ..., n.), a saber

P <y e n=3a] =P (91, .., 9n)
y también la distribucién
Plgs <2, 8m=xm]|=F (xy,..., 2m),
Fijado el coeficiente de riesgo ¢, y el nivel de aspiracion

T=1{(Tg, Tgreeey Tm)
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diremos que una de'cisién a es satisfaciente (r, €) si es

Plsi (8 Ny eets )T ee s Em (@ Ny ooy ) Ztm ] =1 —e  [1]

El caso en que la funcién de utilidad sea escalar se reduce al ante-
rior y se observa que las superficies isottiles juegan un papel impor-
tante, ya que la relacién [1] se reduce a

Plg(a, y oy, pr) =1]=1—c¢
y nos dice que si la superficie isoutil es g (@, 7y, ..., Na) = 7, la region
g(a NYyreey M) =1

es satisfaciente para la decision a.

10. Problemas abiertos

Son claras las analogias siguientes:

Incertidumbre Riesgo Incertid-Riesgo
Optimacién Maximin R —c¢ Maximin
(Milnor) (Horra) (Cristobal) (Rios)
Satisfaccién Takahara (?) (?)

A. Este esquema puede dar la pauta para llegar a una fundamen-
tacién axiomatica de los métodos de satisfaccién en riesgo aqui ex-
puestos, apoyandose en los trabajos axiomiticos de Takahara-Nakano-
Kijima (12), y los de J. de la Horra (13) y Cristébal (14) para el ma-
ximin R — ¢ y de Rios (15) para el maximin con riesgo e incerti-
dumbre.

(12) Loc. cit.

(13) «Criterio R — e para juegos matematicos». Tesis, Madrid, 1977.

(14) «Axiomatizacién del criterio R —e y problemas de decision». Tesis, Za-
ragoza, 1977.

(15) S. Rios: «Anailisis de Decisiones». Madrid, 1976.
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B. En la tesis de Cristébal (16) se establece un criterio R — e
de decision a partir de la matriz de esperanzas de utilidad E {w (§i7)]
en vez de Rg [£;/]. Parece natural no mezclar la esperanza y esta-
blecer un nuevo criterio utilizando sélo el operador R — ¢, aniloga-
mente a como se hace en el parrafo de este trabajo. Ver también el
trabajo reciente de J. de la Horra (17). Obtener estimadores R —
maximin y R — e satisfacientes para las familias clasicas.

C. Otro enfoque del problema de decisién en riesgo con criterio
satisfaciente que podria relacionarse con el precedente desarrollado
en este trabajo, es el siguiente: Fijado el nivel de satisfaccién =,
sea para cada a,,

Plgi(y)=]=21—w,

Diremos que a; es satisfaciente si ¢, << ¢ (fijado). Se trata de utilizar
los resultados de Gir6n (18) para relacionar este método con el des-
arrollado en este trabajo.

D. Aqui no hemos tenido en cuenta los enfoques dinimicos de
las ideas de H. Simon, cuyo desarrollo ha sido solamente iniciado
por Radner, y otros. Seria interesante relacionar unos y otros.

E. Un trabajo interesante seria relacionar en el caso de utilidad
vectorial lo que aqui se hace con métodos de la esperanza de utili-
dad (19). En particular tratar el problema de la cartera con multi-
criterios en la linea de lo expuesto en el § 9.

F. Los algoritmos de calculo necesarios para el desarrollo de
los métodos aqui indicados constituyen un campo de trabajo intere-
sante. Se sugiere el interesante trabajo de R. Melendreras (20).

Nuestro agradecimiento a los profesores Fernindez de Troconiz
y J. de la Horra por sefialarnos algunas observaciones recogidas.

(16) Loc. cit.

(17) Existencia de reglas de decisién con minimo riesgo R —e.

(18) F. J. GIRON: «Sobre la dualidad de los criterios de decision». Trabajos
dr Estadistica e Investigacidn Operativa, t. 25, 1975.

(19) Ver S. Rios-INsua: «Decisiones con multicriterios». Tesis Doctoral, Ma-
drid, 1980.

(20) R. MEeLENDRERAS: «Un algoritmo para la solucién del problema de selec-
«ci6n de la cartera con el criterio R — e». Trabajos de Estadistica e Investigacidn
Operativa, vol. 24, 1973.



