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TEOREMA 4. 

2X\U„\ {Q)^ë\uJ (I)(N)c-2)ÍM„i (I)(N). 
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Some results in codimension are given : Let E be a space and let F be a 
subspace of E of codimension less than 2^*». If E'[,/i (E ' , E)] is complete, then? 
F is countably barreled (w-barreled) if E is countably barreled (w-barreled). 

Los espacios vectoriales que usaremos están definidos sobre el 
cuerpo K de los números reales o complejos. Dado un par dual 
(F, G) denotamos mediante d (F, G), jJi (F, G) y ip (F, G) las topo­
logías débil, de Mackey y fuerte, respectivamente. La palabra espa­
cio quiere significar espacio vectorial topológico separado localmen-

(*) Presentada en la sesión celebrada el 3 de diciembre de 1980. 
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te convexo. E' es el dual topológico de E y si Sï es una familia 
de (T (E', E)-acotados de E' total, denotaremos mediante T ^ a la 
topología sobre E de la convergencia uniforme sobre los elementos 
de 31, Si B es un subconjunto cerrado acotado y absolutamente 
convexo de E, EB denota la envoltura lineal de B provista de la to­
pología normada que se deduce de su calibrador. En lo que sigue, 
se deducirá que ciertas propiedades de tonelación se heredan a sub-
espacios de codimensión menor que 2̂ » haciendo uso de ciertos re­
sultados debidos a B. Tsirulnikov y a M. Valdivia, resultados que 
enunciamos a continuación : (a) Sea E un espacio de Fréchet de di­
mensión infinita y sea F un subespacio denso de E que no es tone-
lado. Entonces, existe un subespacio cerrado G de E de dimensión 
infinita tal que G fl F == {0} (ver [3,]). (b) Sea E un espacio y sea 
F un subespacio de E. Sea 31 una familia de acotados absoluta­
mente convexos de E y cerrados en E tal que contiene a las partes 
finitas de E y tal que es estable por homotecias y tal que si A, B€£ï^ 
entonces existe C '€ ^ tal que C 3 A U B. Si F 11 A es cerrado en 
E para cada A € . ^ y si F fl E^ es de codimensión finita en EA para 
cada A de Sí, entonces F es cerrado en E si E' ( T ^ ) es completo 
(ver [3]). (c) Sea E un espacio y sea G un subespacio de E' que es 
cr (E', E)-completo. Sea T una topología en E tal que todo 
<y (E', E)-acotado de G sea T-equicontinuo. Entonces, G^ es un 
subespacio complementado de E (T) (ver [2]). 

El siguiente lema se deduce fácilmente de (b) : 

LEMA 1.—Sea E un espacio tal que E' [[i. (E', E),] es completa 
y sea G un subespacio cerrado de E de codimensión menor que 2^o; 
Entonces, G' [[i (G', G)] es completo. 

LEMA 2.—Sea G un subespacio cerrado de un espacio E y su­
pongamos que se cumplen las condiciones: i) Todo conjunto absolu­
tamente convexo y o- (E', E)-compacto de G-̂  es equicontinuo. ii) 
E' [pi (E', E)] es completo, iii) La codimensión de G en E es me­
nor que 2^0. Entonces G es complementado en E. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea B un absolutamente convexo n (E, E')-
compacto de E. Claramente, EB fl G es cerrado en EB y en virtud 
de iii) y de (a), EB fl G es de codimensión finita en EB, por lo que 
existe un real positivo r tal que B c: r (B fl G + K) donde K es 
un acotado de dimensión finita. Se comprueba fácilmente que 
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K^ n G^ c f (B° n G^), de donde se sigue que las topologías 
<j (E', E) y ¡X (E\ E) coinciden sobre G-̂ . Así, G-̂  es G ( E ' , E)-com-
pleto, luego aplicando (c) se sigue que G es complementado en 
E, q. e. d. 

Diremos que un espacio E es numerablemente tonelado si todo 
tonel que sea intersección numerable de entornos del origen abso­
lutamente convexos y cerrados es entorno del origen. Un espacio 
E se dice w-tonelado si toda sucesión de E' que sea G ( E ' , E)-acota-
da es un equicontinuo. 

TEOREMA 1.—Sea E un espacio numerablemente tonelado tal que 
E ' [[ji (E', E)] es completo. Sea F un subespacio de E de codimen-
sión menor que 2^o. Entonces F es numerablemente tonelado. 

DEMOSTRACIÓN.—Debido al lema 1, basta probar el resultado si 
F es denso o cerrado en E. Si F es denso en E, sea T un tonel en 
F tal que T = fl Vn, en donde V,n son entornos del origen absolu­
tamente convexos y cerrados, y sea T^ = fl V^ en donde las clau­
suras han sido tomadas en E. La envoltura lineal H de T^ será ce­
rrada en E y así coincidirá con E y como E es numerablemente 
tonelado, T* será un entorno del origen en E y así T será entorno 
del origen en F. En efecto, bastará comprobar que se satisfacen 
las condiciones necesarias para poder aplicar (b). Sea B un conjunto 
de E absolutamente convexo y <y (E, E')-compacto. Debido al resul­
tado (a), E B ^ H es un normado tonelado, luego existe un r positivo 
tal que B íl H cr r T y así B fl H es cerrado en E, por lo que 
E B O H es un espacio de Banach y aplicando (a) tendrá codimensión 
finita en EB. Supongamos, ahora, que F es cerrado en E. Tal como 
se hizo en la prueba del lema 2, es fácil ver que F^ [cr (E', E)] es 
completo luego topológicamente isomorfo a un producto de rectas 
K' con card (I) la codimensión de F en E. Como K^ tiene un siste­
ma fundamental de acotados, cada uno de los cuales es el producto 
de acotados absolutamente convexos de dimensión uno o dos, se 
írata de acotados separables luego equicontinuos. Aplicando el 
lema 2, F es complementado en E de donde se sigue que F es nu­
merablemente tonelado, q. e. d. 

COROLARIO 1.1.—Sea E un espacio D F localmente completo tal 
que E' [\\i (E', E)] es completo. Si F es un subespacio de codimen­
sión menor de 2^o de E, entonces F es un espacio D F. 
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NOTA 1.—En [3] se prueba que si E es tonelado y E' [,11 (E', E)J 

es completo y si F es un subespacio de E de codimensión menor 
de 2^s entonces F es tonelado. Es claro que existen espacios nume­
rablemente tonelados con dual Mackey completo que no son tone-
lados : por ejemplo, cualquier espacio de Banach reflexivo no sepa­
rable dotado de la topología de la convergencia uniforme sobre los 
acotados separables de E'. 

TEOREMA 2.—Sea E un espacio w-tonelado tal que E' [,[x (E', E) J 
es completo y sea F un subespacio de E de codimensión menor 
que 2^0. Entonces F es w~tonelado. 

DEMOSTRACIÓN.—Debido al lema 1, basta con considerar los ca­
sos F denso y F cerrado en E. Sea F denso en E y sea (Un) una 
sucesión en F ' que sea a (F', F)-acotada y sean (v,n) sus únicas ex­
tensiones continuas posibles. Un razonamiento análogo al de la 
prueba del teorema 1 sirve para comprobar que T^ = fl {Vn}^ es 
un entorno del origen en E y así (Un) es un equicontinuo en F ' . 
Supongamos ahora F cerrado en E. Consideremos la familia de aco­
tados Sí en E' que sea (B c E ' : B es equicontinuo) U (A c F-̂  : A 
es absolutamente convexo y «i (E', E)-compacto). La topología T ^ 
es más fina que la original del espacio y menos fina que la de Ma­
ckey y así E ( T ^ ) es í^z-tonelado y en F coincide con la topología 
original. Debido al lema 2, F es complementado en E ( T ^ ) y por 
tanto Te;-tonelado, q. e. d. 

NOTA 2.—Decimos que un espacio E es sucesionalmente tonelado* 
si toda sucesión de E ' que d (E^, E)-converge al origen es un equi­
continuo. Con el razonamiento del resultado anterior, puede probar­
se que si E es sucesionalmente tonelado y E' [41 (E', E)] es com­
pleto, entonces todo subespacio cerrado de codimensión menor 
que 2^0 es sucesionalmente tonelado. 

NOTA 3.—Existen espacios w-tonelados con dual Mackey comple­
to que no son numerablemente tonelados (ver [1]) : Sea (In) una 
sucesión de conjuntos disjuntos dos a dos de índices tales que 

2x0 < card (I,) < card (Ij) < . . . y sea I = U ï«. 

Consideremos P (I) y la topología sobre él de la convergencia uni-
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forme sobre la familia 5Î de acotados siguiente : SI = {B c: P (I) : 
acotados separables) U (envolturas absolutamente convexas y cerra­
das de (et : íi€ I^), ^ = 1, 2, . . .) . Es claro que P (I) es w-tonelado 
y su dual es Mackey completo ; sin embargo, no es numerablemente 
tonelado. En efecto, sea Bn la envoltura absolutamente convexa y 
cerrada de (et : i'€ I^) que es un equicontinuo y B = U B^ es un 
acotado débil. Si B fuera equicontinuo existiría un A c: P (I) ab­
solutamente convexo separable y existiría un natural n^ tal que B 
estaría contenido en la envoltura absolutamente convexa y cerrada 
de AU (Bj 'U ...U B„J y así B tendría un subconjunto denso de 
cardinal menor o igual que el cardinal de !„ . Sin embargo, 
Il Ci — ej II = \/ 2 para cada i, j de I(n,+, y B contiene un subcon­
junto discreto de cardinal igual al de Ino+i> lo cual es absurdo. 
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Se ha estudiado la estereoquímica de algunas reacciones de adición electrófila 
•en el ciclo de tetrahidropiridazina terminal de compuestos 4a,12a-diazatetracíclico.s. 
La mayor parte de los resultados obtenidos favorecen la hipótesis de que estas 
adiciones transcurren a través de un mecanismo en el que el paso nucleófilo es el 
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