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Here it is introduced the transpose of a Hnear mapping in a general form, 
resulting that many open mapping theorems, for functions definied in sub-spaces 
of a fixed class, can be deduced, like particular cases, from theorem 4 (see note 5). 
This general form of the thanspose of a function let also to study the maximal 
classes in the domain or in the image, which make open or continous to the linear 
:mapping with closed kernel, to which is principally dedicated the present summary. 

Este trabajo es una parte de la memoria presentada por el autor 
para optar al grado de doctor en Ciencias Matemáticas en la Facul
tad de Matemáticas de la Universidad Complutense de Madrid en 
junio de 1974 y dirigida por el profesor D. Baltasar Rodríguez-Sali
nas Palero. 

En él se introduce la transpuesta de una aplicación lineal de for
ma general, resultando que muchos teoremas de aplicación abierta 
para funciones definidas en subespacios de los de alguna clase deter
minada se pueden interpretar como casos particulares del teorema 4 
(véase nota 5). Esta forma general de la transpuesta permite también 
estudiar clases maximales en el dominio o en la imagen que hacen 
abiertas o continuas aplicaciones lineales con núcleo cerrado, a lo 
cual está dedicado, básicamente, este resumen. 
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1. DEFINICIÓN.—Sean E y F dos e. v. t., EQ un subespacio de 

E y / una aplicación lineal de Eg en F . Sean 

H = iy € r : / c / € E , ' | . 
f(y')^ K € E': < / M , y > - <jr, '̂> v ^ € Eo! 

para cada j ' € H, y 

M = U ! / ( / ) : / € Hi. 

Definimos formalmente H = Dom f y M = Im f, y escribi
remos 

</W,/>== <^,/'(/)> V*€Eo 

para expresar que 

<Á^).y'> = <^. *'> V^ € Eo> V^' € / ' (y). 

Esta aplicación / ' : H —> ff* (E') la llamaremos transpuestos 
de í para {¥\ E'). 

La transpuesta de / para (F*, E*) la denotaremos por /*, siendo 

Dom/* = H = ¡y € F* : y o / € E,'|. 

Es claro que si E,o = E (en particular si E^ = E), entonces-
/ ' (3̂ 0 (resp. /* (y')) consta de un solo punto JT' € E' y utilizaremos 
f {y') (^^sp. /* (y')) para denotar x'. Es obvio que en este caso la / ' 
anterior coincide con la definición usual de */ (transpuesta de / ) . 

Además, si E es un espacio de Hahn-Banach (en el sentido de 
que toda forma lineal continua definida sobre un subespacio cerrado 
se puede extender a una forma lineal continua sobre el total) se 
tiene que f (y') yéi 0 (resp. /^ (y') 7^ 0 ) para todo y' '€ H, aun
que Eo ^ E. 

2. TEOREMA.—Sean E y F e. v. t. tales que E es de Hahn-
Banach, Sea í una aplicación lineal de un subespacio E^ de E en F, 
Entonces son equivalentes : 

2.1. El núcleo de f es cerrado en EQ. 
2.2. El dominio H de f̂  es denso en F%. 
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2.3. Existe una topología T /. c. s, sobre F, tal que i : EQ —>-
-> F (T) es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—2.1. = > 2.2. Supongamos N = /"^ (0) cerra
do en EQ. Si H no es denso en F^o, existe 3^07^^ tal que 
<yo, H > = 0 : 

a) Si 3̂0 € / (EQ), entonces existe y' € F* tal que 

</(£•). y> = 0 y <^,,/> ^ 0 . 

Como y' o jf = o sobre EQ, resulta que 3;' '€ H y por tanto 

que es absurdo. 
b) Si 3̂0 '€ / (Eo), entonces existe 

^0 € Ho tal que f(x¿) = ^̂  ç é O, 

por tanto x^ í N. Por ser N cerrado en EQ, XQ^ E^ no pertenece 
a la clausura de N en E y, puesto que E es de Hahn-Banach, exis
te un x' '€ E' que cumple 

<N,jf'> = 0 y <x^,x'y ^ 0 . 

La forma lineal de / (EQ) en K definida por f {x)—> {x,x'), que 
evidentemente está bien definida, tiene una extensión 3;' 6 F*, es» 
decir, 

para todo x'^ Eo y, por tanto, y' ° f'^ E%, de donde y' € H. 

Como por otra parte 

resulta una contradicción con {y^, H ) = 0. 
2.2. ==í> 2.3. Si Dom /* es denso en F^^, la topología 1. c . 

T = tr (F, Dom f") es separada. Además, si 
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«es un entorno de O para s (F, Dom /*) , el conjunto 

V = j ^ € E o : | < A r , v / o / > | ^ i , l<.i<,n\ 

^s un entorno de O en EQ puesto que 

que expresa la continuidad de / : E^ —> F (T). 

2.3. = > 2.1. Es inmediata, pues {0} es cerrado en T y 

N = /-^ (0) es cerrado en E,o por la continuidad de /. 

3. NOTA.—El papel del teorema 2 se intuye del hecho que si la 
.gráfica es cerrada en E x F (resp. E ,̂ x F) el núcleo es cerrado 
en E (resp. EQ) y de la propiedad : 

«Sea E un e. 1. c. y F otro e. 1. c. s. Si / es una aplicación lineal 
•de un subespacio EQ de E en F, entonces son equivalentes : 

i) La gráfica G/ de / es cerrada en Eo x F. 
ii) H = Dom / ' es denso en F'o. 

iii) Existe sobre F una topología T 1. c. s. menos fina que la 
'de F y tal que / : EQ —> F (T) es continua.» 

4. TEOREMA.—Sean E y F dos espacios 1. c. y í una aplicación 
lineal casi abierta de un subespacio E.Q de E sobre F. Entonces, si 
la gráfica d de f es cerrada en E x F y M = Im f es cerrado en 
E'o, f es abierta. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea g : E Q / N —> F la biyección asociada a la 
/ y G^ su gráfica. De G/ cerrado en E x F se sigue que Ĝ , es ce
rrado en (E/N) x F. 

Si 9 es la sobreyección canónica de E sobre E/N se tiene 

^(WnEo/N)-/((p-MW)nEo) 

para todo W entorno de O en E/N, y, puesto que / es casi abierta, 
st sigue que g es casi abierta. 

Por hipótesis Im / ' es cerrado en E'o y además 

Im^'-W-')(Im/ ' ) 
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«(siendo g* la transpuesta de g para (F', (E/N)')), por tanto, Im g 
es cerrado en (E/N)'o. 

Sea ^ la aplicación lineal g"^ de F en E/N. Puesto que Qg es 
cerrado en (E/N) i x F, G/̂  es cerrado en F x (E/N) y por la nota 3 
Dom h! es denso en (E/N)'o. Por otra parte es inmediato que 
Dom h! = Im ^ es un conjunto cerrado de (E/N)'o. Por consiguien
te Dom/i^ = (E/N) ' . 

Como ser g casi abierta equivale a ser h casi continua, se sigue 
de esto y de Dom/t ' = (E/N) ' que h es continua, lo cual implica 
que g es abierta y, por tanto, / también lo es. 

5. NOTA.—El teorema anterior pone de manifiesto que la f in
troducida es adecuada para el estudio de teoremas de aplicación 
abierta, pues como es sabido esta propiedad de la imagen de 7 cuan
do la / está definida en E (o Ë)o = E) es básica en dichos teoremas. 
Con ello pueden hacerse demostraciones «directamente» tanto si la 
función está definida en todo E o en un subespacio E;o como se pone 
de manifiesto en la memoria que es una forma distinta de la clásica : 
suponer que EQ = E, una vez conocido que los subespacios cerrados 
pertenecen a la misma clase que el total. Por el contrario, esta últi
ma propiedad resulta aquí inmediata. 

6. DEFINICIÓN.—Sea E un e. v. t. y E'c su dual dotado de la 
topología débil. Un subespacio H de E^ se dice casi cerrado en 
E'e si, para cada entorno V de O en E, H (1 V^ es cerrado en E'o. 

Evidentemente si H es un subespacio de E', entonces casi cerra
do es lo mismo que v (E^, E)-cerrado. 

7. DEFINICIÓN.—Un e. 1. c. s. F se dice Br^-completo, si todo 
rsubespacio de F* denso en F \ y casi cerrado en F'<j contiene a F ' . 

8. TEOREMA.—Un e. 1. c. s. F es B\-co}npleto si y sólo si 
F' = F"^ y F es Br-completOy es decir, si F'a es completo y F es 
Byr completo. 

DEMOSTRACIÓN.—Evidentemente, si F ' = F^ y F es Br-comple-
to, F es BVcompleto. 

Es obvio que si F es B^^-completo, F es B^-completo. Entonces, 
para demostrar totalmente el teorema, basta probar que F no es 
BVcompleto si F ' ^ F^. Para ello, sea ,̂o '€ F, 4:̂  7^ O y H^ el hi-
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perplano cerrado de F'<, definido por el núcleo de X,Q como forma, 
lineal continua sobre F'o. Es claro que existe 

XQ ^ ¥'\Ho talque <XQ.XO')=^1. 

Por otra parte, de F ' yé: F* se sigue que F no es de dimension* 
finita y, por tanto, F :^ F**. De esto es inmediato que existe 
^ ,£ F ' ^ \ F que cumple 

X |F' == x^, es decir, x (HQ) = 0 y < ¿r, ĵ r̂ ' > = 1. 

Si H es el núcleo de x como forma lineal sobre F*, se deduce 
de 4r 5 F que H no es cerrado en F^o y, por consiguiente, es densa^ 
en F*<,. Como H fl F ' = HQ es cerrado en F\, se tiene que H es 
casi cerrado en F'o. Además H no contiene a F ' , así pues F no es^ 
B*r-completo. 

9. COROLARIO —Si F es un espacio B'^f-completo y M un sub-
espacio de F, M es B^r^completo, 

DEMOSTRACIÓN.—Por el teorema anterior F ' = F* y, por tanto,, 
todo subespacio de F es cerrado, de donde M es B^-completo. Ade
más es inmediato que M' = M^. 

10. COROLARIO.—Todo espacio B^r-completo metrisahle es de di
mensión finita. 

DEMOSTRACIÓN.—Es inmediata del teorema 8 y de que todo espa
cio metrizable con dual débil completo es de dimensión finita. 

11. TEOREMA.—Sean E un espacio de Hahn-Banach, F un espacio-
B'^j.-completo y i una aplicación lineal de E en F, Entonces, si f es~ 
casi continua y su núcleo es cerrado, f es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Por el teorema 8, F ' = F* y, por tanto, 

H = Dom/* = Dom/'. 

Se sigue del teorema 2 que H es denso en F \ y, de / casi continua,., 
que H = Dom f es v (F' , F)-cerrado, luego H = F ' por el teore--
ma 8. De Dom f = F ' y / casi continua se deduce que / es continua.. 
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12. TEOREMA.—Si F es un e. 1. c. s. que no es B'^r-completo, 

^existen un espacio de Mackey separado E y una aplicación lineal, 
iiyectiva y casi continua í de E sobre F (cuyo núcleo {0} es cerra
do), que no es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Si F no es BVcompleto, existirá un subespacio 
H denso en F*e y casi cerrado en F'<, tal que H no contiene a F ' . 
Sea E el e. 1. c. Ft, donde T es la topología de Mackey T ( F , H ) ; 
puesto que H es denso en F \ y tj (F, F*) es separada, T ( F , H ) 
también lo es y, si consideramos como / la aplicación idéntica de 
E en F, su núcleo {0} es cerrado en E. 

Es claro que para cada entorno V de O en F, el conjunto H fl V*̂  
•es (j (H, F)-compacto, equilibrado y convexo y, por tanto, (H fl V*̂ )* 
es un entorno de O en T ( F , H ) . 

Si V es un entorno de O en F, equilibrado y convexo, y si repre-
isentamos con • la polaridad en el par (F, H), entonces la clausura 
de /-^ (V) en E = F , es 

/ -»{¥) • • = V*» = IV° n (F'x}']'==(V* n H)̂  

y, por lo dicho antes, / es casi continua. 

13. DEFINICIÓN.—Un e. 1. c. s. se dice r,.^ si, para todo sub-
'espacio denso H de F \ en el que cada parte cerrada y acotada es 
compacta (equivale a que H sea casi completo), se tiene que H 3 F ' . 

Evidentemente, todo espacio Tr^ es un espacio T^ (Valdivia [6]). 

14. TEOREMA.—Si F es un e, 1. c. s. que posee una base de Hamel 
mumerable, entonces F es un espacio Fj.*. 

DEMOSTRACIÓN.—Análoga a la de Tr (Valdivia [5]). 

Existen espacios F,.^ que no son Br^-completos. 

15. TEOREMA.—Sean E un espacio tonelado y F un espacio F^^. 
Entonces, si í es una aplicación lineal de E en F, cuyo núcleo es 
cerrado, í es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Por el teorema 2, H = Domf* es denso en F*a. 
Sea A una parte cerrada y acotada de H y sea (y*i)fei una red 
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en A convergente en F\ a 3;'. Entonces, para cada 3̂  € F, existe-
una constante k = k (y) > O tal que 

l<v,y>U>è y i eu 

Ahora bien, las formas lineales J^'I = f" {y'i) constituyen una red^ 
{^i)i€i contenida en E ' que converge a 

^' : X > </(y), y > en a (E*, E). 

Además, por la acotación anterior, para cada x € E, existe 

k = k{f(x))>Q 

tal que 

es decir, {X'Í)Í^I es d (E', E)~acotado. Como E es tonelado, se tiene,, 
por el teorema de Banach-Steinhauss, que y <€ E ' ; por tanto,. 
^' = /^ (y) e 3;' € H. Obviamente, puesto que A es cerrado en H , . 
3̂ ' € A y A será cerrado en F^o. De esto y de la condición de ser A-
acotado en F%, se sigue que A es compacto en P*o. 

Por ser F un espacio r,.^, H 3 F ' lo que es decir Dom f = F ' ' 
que, puesto que / es casi continua, implica la continuidad. 

16. TEOREMA.—Si F es un e. L c. s, que no es Tj.^, existe un es

pacio tonelado separado E y una aplicación lineal y biyectiva í de E^ 
(cuyo núcleo {0} es cerrado) y que no es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Si F no es un espacio r^^, existe un subespacio» 
H de F^, denso en F \ , tal que toda parte cerrada y acotada es com
pacta y que no contiene a F ' . 

Sea E el espacio F3 con la topología 1. c. fuerte 'p (F, H) ; puesto • 
que H es denso en F*o y d (F, F^) es separada, § (F, H) también 
lo es. Por las condiciones de H, todo conjunto equilibrado, conve
xo, (T (H, F)-cerrado y (r (H, F)-acotado es <s (H, F)-compacto y, por ' 
tanto, p (F, H) es compatible con el par (F, H). Además es inme
diato que E es tonelado. 

Si consideramos como / la aplicación idéntica de E en F, su nú
cleo {0} es cerrado en E y sin embargo no es continua, puesto que? 
E' = H no contiene a F ' . 

17. COROLARIO.—Todo subespacio de un espacio Fj* es r̂ "̂ . 
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DEMOSTRACIÓN.—Es consecuencia inmediata de los dos teoremas-
anteriores. 

18. TEOREMA.—Sea F un e, 1. c. s. Entonces son equivalentes r 

18.1. Para todo espacio tonelado E y toda aplicación lineal f 
de E en F con núcleo cerrado, í es continua. 

18.2. Para toda topología T L C. S. sobre F, T* 3 TP*, es deci/r, 
la topología tonelada asociada a TF es el extremo inferior de todas-
las topologías toneladas separadas sobre F, 

18.3. Para todo subespacio M de F^, denso en F^o, se tiene que-

M (casi completado de M) contiene a F\ 

18.4. Para todo subespacio M de F^, casi completado y denso-' 
en F*ey se tiene M 3 F\ es decir, F es Tp .̂ 

DEMOSTRACIÓN.—18.1 = > 18.2. Sea T una topología 1. c. s. 

sobre F , entonces la aplicación I F : F (t*) —> F (TF) tiene núcleo^ 
{0} cerrado en T* y, por hipótesis, es continua ; esto es T^ 3 TF, de^ 
donde T* 3 Tp^ 

18.2. = > 18.3. Sea M un subespacio denso de F^o, entonces» 
la topología 1. c. T = ^ (F, M) es separada. Por hipótesis T* 3 «TF%. 
es decir, 

T (F, M) = x' 3 XF' = X (F ,F) , 

por tanto, M 3 ^ ' 3 F ' . 

18.3. ==>' 18.1. Sea E tonelado y / : E —> F (TF) una aplica
ción lineal con núcleo cerrado. Por el teorema 2, existe T 1. c. s. taf 
que / : E ' — > F ( T ) es continua y, por ser E tonelado, /.: E—->F(T^y 
también es continua. 

Como T es separada, M = F (T)' <= F* es denso en F%. Por hi

pótesis M 3 F^ y, obviamente, M 3 F' . De esto se sigue 

x' = x(F ,M)3xíF ,F} = XF^ 

Así pues, / : E —> F (TFO es continua y, finalmente, / : E —>•-
—> F (TF) es continua, 

18.3. <P=> 18.4. Es inmediata. 

19. PROPOSICIÓN.—Si F es un e, l. c. s., son equivalentes: 
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19.1. Todo subespacio denso H de F'o coincide con F', 

19.2. F = (F')"^, es decir, F es débilmente completo. 

DEMOSTRACIÓN.—19.1. = > 19.2. Si F yé (F')^, entonces existi
r á X € (F ' )^\F y, por tanto, el núcleo de x como forma lineal sobre 
P es denso en F'o y no coincide con él. 

19.2. = > 19.1. Supongamos H un subespacio denso en F'o y 
distinto de F' . Entonces se puede encontrar x € (F')"^ tal que 
jr (H) = O y ;r 9^ O, es decir, x € ( F ) ^ \ F en contra de ( F ) ^ = F. 

20. TEOREMA.—Un e. 1. c, s. F es finito dimensional si y sólo 
^i todo subespacio denso H de F\ contiene a F\ 

DEMOSTRACIÓN.—Sea F de dimensión finita, entonces F ' = F* y 
-el único subespacio denso de F \ es él mismo. 

Para el recíproco veamos primero que F ' = F*, puesto que si 
F ' 7^ F^ razonando como en el teorema 8 existe un subespacio denso 
H de F\ que no contiene a F ' , en contra de la hipótesis de que todo 
-subespacio denso H de F \ contiene a F ' . 

Por otra parte, de F ' = F^ y de la hipótesis, se sigue por la pro-
-posición anterior que F = (F)"^ = F*^, de donde resulta F de di
mensión finita. 

21. TEOREMA.—Sean E un espacio de Hahn-Banach y F un 
€, V. t, s. de dimensión finita. Entonces, si í es una aplicación lineal 
4e E en F, cuyo núcleo es cerrado, í es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Por el teorema 2 H = D o m / ^ es denso en F*o. 
Se sigue, por ser F de dimensión finita, que H = F ' de donde 
Dom f = F ' y, por tanto, / es continua para d (E, E') y <y (F, F'). 
E s inmediato ahora que / es continua. 

22. TEOREMA.—Si F es un e. 1. c. s. que no es de dimensión fini
ta, existe un espacio de Mackey separado E y una aplicación lineal 
y biyectiva de E sobre F (cuyo núcleo {0} es cerrado) que no es 
continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Si F no es de dimensión finita, se sigue del teo
rema 20 que existe un subespacio denso H de F^o que no con
tiene a F^ 
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Sea E = Fx donde T es la topología de Mackey T ( F , H ) ; puesto 
«que H es denso en F^a y or (F, F*) es separada, Fx también lo es. 
Si f es la aplicación idéntica de E en F, entonces su núcleo es ce
rrado y no es continua. 

23. DEFINICIÓN.—Sea E un e. 1. c. s. Diremos que E es B*-

<.€ompleto si todo subespacio H de E^, casi cerrado en E'«, es ce
rrado en E%. 

Evidentemente todo espacio B"^-completo es Br^-completo y vale 
çel corolario 10 para espacios B^-completos. 

24. TEOREMA.—i'ea E un e. 1. c. s,, entonces E es B^-completo 
JSÍ y sólo si E' = £^ 3̂  E es B-completo. 

DEMOSTRACIÓN,—^Análoga a la del teorema 8. 

25. TEOREMA.—Sea E un espacio B'^-completo y M un subespa-
dio de E, entonces M y E/M son B"^-completos. 

DEMOSTRACIÓN.—Por el teorema anterior E' = E* y, por tanto, 
ttodo subespacio de E es cerrado, de donde M y E/M son B-comple-
titos. Además es inmediato qu€ 

x\r=rM* y (E/iM/=(S/M)*. 

26. TEOREMA.—Sean E un espacio B^-completo y F un e. 1. c. s. 
/Entonces, si í es una aplicación lineal, casi abierta, de un subespacio 
EQ de E sobre F, f es abierta. 

DEMOSTRACIÓN.—Si N = /"^ (0), se tiene del teorema anterior 
(vque E/N es B*^-completo. Sea 

/ : Eo/N > F 

la biyección asociada a la / y consideremos 

; / = < / ] - ! : F ^E/M. 

Por ser h inyectiva, Ker h = {0} es cerrado en F. De / casi abierta 

se sigue que / es casi abierta y, por tanto, h casi continua. Por el 

tteorema 11, h es continua, entonces / y / son abiertas. 
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27. TEOREMA.—Si E es un e. L c. s. que no es B^-completOy 
existe un espacio de Mackey separado F y una aplicación lineal casv^ 
abierta de E sobre F, cuyo núcleo es cerrado, y que no es abierta.. 

DEMOSTRACIÓN.—Si E' ^ E^, entonces E no es Br^-completo y,. 
por el teorema 12, existe un espacio F de Mackey separado y una 
aplicación ^ de F sobre E lineal, biyectiva, casi continua y no con
tinua ; por consiguiente, / = g~^ de E sobre F es lineal, biyectiva^, 
casi abierta, con núcleo {0} cerrado y no abierta. 

Si E^ = E^ y E no es B*-completo por hipótesis, se sigue del' 
teorema 24 que E no es B-completo. Así pues, existe un subespaciO" 
H de E' que es v (E', E)-cerrado y que no es cerrado. Si F es el 
espacio E / H ° dotado de la topología de Mackey T (E/H% H) que* 
coincide con la cociente de T ( E , H ) módulo H° , y / es la sobreyec-
ción canónica de E sobre F, resulta ser una aplicación lineal, casi 
abierta, con gráfica cerrada (por tanto, con núcleo cerrado) y no-
abierta. 

28. DEFINICIÓN.—Un e. 1. c. s. E se dice r^ si para todo sub-
espacio H de E'̂ <, tal que H° es cerrado en E y toda parte cerradaí 
y acotada de H es compacta, se cumple que 

H fl E'==H n E'. 

Evidentemente, todo espacio r^ es F^^. 

29. TEOREMA.—Sean E un espacio T^ y M un subespacio cerrado-
de E. Entonces E/M es F*. 

DEMOSTRACIÓN.—Es semejante a la de espacios F (Valdivia [6]). 
Si dotamos a E de la topología 1. c. más fina, la topología cocien

te módulo M será también la 1. c. más fina sobre E/M. Sea «p̂  la 
sobreyección canónica de E sobre E/M para estas topologías y ip-
la misma aplicación para las topologías originales. 

Es sabido que 
' (PJ: (E/M)* >V* 

es un morfismo estricto inyectivo para las topologías 

o (E/M)*, E/M) y o(E*,E) 
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y, análogamente, 

(p':(E/M)' >E' 

también lo es para 

o((E/Mr,E/M) y a { r , E ) 

(Horváth [1]). Además, 9' es la restricción de x̂p̂  a (E/M)' . 
Sea H un subespacio de (E/M)'^<, en el que toda parte cerrada y 

acotada es compacta y H° es tj (E/M, (E/M)')-cerrado. De la 
igualdad 

y de la continuidad de 9, el conjunto -̂91 (H)° es a (E, E')-cerrado. 
Por otra parte, si A es un subconjunto cerrado y acotado de 

*cpi (H), se tiene que C9i)~^ (A) es cerrado y acotado en H y, por 
lo dicho de H, compacto ; de esto se deduce que A es compacto. 

Puesto que E es F^, 

Por tanto, 

= (ímA-t \ii CfxT' P9i m i E'l = e^pi)-* t^i (H) n E'I = 

= ('9,r* [% m n (E/MX - H n (E/MV, 

que claramente prueba la tesis. 

30. TEOREMA.—Sean E un e. 1. c. s. y M un subespacio cerrada 
de E. Entonces: 

30.1. Si E tiene la propiedad que para cada subespacio H de 
£%, tal que toda parte cerrada y acotada es compacta, se cumple 
H'ñ E' = H ñ E\ E/M también la tiene y además E es T^. 

30.2. Si E tiene la propiedad que cada subespacio de Ê*o, tal 
que toda parte cerrada y acotada es compacta, es cerrado en E^ar 
E/M también la tiene y además E es P*. 

30.3. Si E tiene una base de Hamel numerable, E es T^. 

DEMOSTRACIÓN.—30.1. La estabilidad por cociente se deduce ana-
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legamente como en la demostración del teorema 29. Es obvio que 
E es r*. 

30.2. La estabilidad por cociente se ve de forma análoga que en 
el teorema 29. Es evidente que la hipótesis de 30.2. implica la de 
30.1. y, por consiguiente, E es r^. 

30.3. Con una demostración análoga a la del teorema 14. 

31. TEOREMA.—Sean E un espacio T^ y F un espacio tonelado 
separado. Entonces, si í es una aplicación lineal de un sub espacio EQ 
de E sobre F, cuyo núcleo es cerrado en E, i es abierta. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea N = /"^ (0) cerrado en E por hipótesis. Por 
el teorema 29, E /N es un espacio r* y también r^^. Si 

7:Eo/N—>F 

es la biyección asociada a la /, consideremos 

^ = ( /)-»: F í-E/N. 

Por ser h inyectiva, Ker h = {0} es cerrado en F que es separado. 

Por el teorema 15, h es continua y, por tanto / y / son abiertas. 

32. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. s. que no es T^. Entonces 

existe un espacio tonelado separado y una aplicación lineal í de E 
sobre F cuyo núcleo es cerrado y que no es abierta. 

DEMOSTRACIÓN.—Si E no es un espacio r^, existe un subespacio 
H de E'̂ o tal que H° es cerrado en E, toda parte cerrada y acotada 
es compacta y que 

Sea Ep el espacio E con la topología 1. c. fuerte § (E, H) . Por las 
condiciones de H, todo conjunto equilibrado, convexo, <J ( H , E ) -
cerrado y a (H, E) acotado es además <y (H, E)-compacto y, por 
tanto, p (E, H) es compatible con el par (E, H) . 

Es inmediato que E es tonelado y, por ser H° un espacio p (E, H) 
cerrado, F = Ep/H" es un espacio tonelado separado. 

Consideremos como / la sobreyección canónica de E sobre F , 
cuyo núcleo H° es cerrado en E por hipótesis. 
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Si / fuese abierta, 

/ : E/H° > Ep/H° 

también lo sería y, por consiguiente, 

Ahora bien, si representamos con •( la polaridad en (E, E'), 

(E/H°)'=«(H'=')» = Hoo n E' = H n E' 

y 

(Ep/H°)' = (H°)® n H = H. 

Se sigue de la inclusión anterior que H fl E' cz H y, por tanto, 

H n E' c H n E' 

que está en contradicción con 

H n E' ^ H n E'. 

33. TEOREMA.—Sea E un e, 1. c. s. Entonces son equivalentes: 
33.1. E es un espacio F*. 
33.2. Si F es un espacio tonelado separado, toda aplicación lineal 

de un subespacio EQ de E sobre F, cuyo núcleo es cerrado en E, es 
abierta. 

DEMOSTRACIÓN.—Inmediata de los dos teoremas anteriores. 

34. COROLARIO.—Todo espacio F"̂  es F. 

DEMOSTRACIÓN.—33.2. es más fuerte que la caracterización de los 
espacios F en la cual las aplicaciones son de gráfica cerrada en E x F 
(Valdivia [6]), 

35. COROLARIO.—Sea E un espacio F* y M un subespacio cerra
do de E, entonces M es F^. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea F un espacio tonelado separado y / una apli-
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cación lineal de un subespacio M<j de M sobre F. Si Ker / es cerrado 
'en M también lo será en E y la conclusión se sigue del teorema 
.anterior. 

36. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. s. Entonces son equivalentes : 

36.1. E es de dimensión finita. 

36.2. Si F es un e, v. t, s,, toda aplicación lineal de E sobre F 
£s abierta. 

36.3. Si F es un espacio de Mac key separado, toda aplicación 
lineal biyectiva de E sobre F es abierta. 

DEMOSTRACIÓN.—36.1. = > 36.2. Es elemental. También como 
consecuencia del teorema 21. 

36.2. = > 36.3. Trivial. 

36.3. = = > 36.1. Es el teorema 22 con un paso a la aplicación 
inversa. 
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