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Here it is introduced the transpose of a linear mapping in a general form,
resulting that many open mapping theorems, for functions definied in sub-spaces
of a fixed class, can be deduced, like particular cases, from theorem 4 (see note 5).
This general form of the thanspose of a function let also to study the maximai
<lasses in the domain or in the image, which make open or continous to the linear
mapping ‘with closed kernel, to which is principally dedicated the present summary.

Este trabajo es una parte de la memoria presentada por el autor
para optar al grado de doctor en Ciencias Matematicas en la Facul-
tad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid en
junio de 1974 y dirigida por el profesor D. Baltasar Rodriguez-Sali-
mnas Palero.

En él se introduce la transpuesta de una aplicacién lineal de for-
‘ma general, resultando que muchos teoremas de aplicacién abierta
para funciones definidas en subespacios de los de alguna clase deter-
minada se pueden interpretar como casos particulares del teorema 4
(véase nota 5). Esta forma general de la transpuesta permite también
-estudiar clases maximales en el dominio o en la imagen que hacen
abiertas o continuas aplicaciones lineales con nficleo cerrado, a lo
cual estd dedicado, basicamente, este resumen.
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1. DeriNiciON.—Sean E y F dos e. v. t., E; un subespacio de
E y f una aplicacién lineal de E, en F. Sean

H=|y €F:y o f€By,
SO)=1«"€E: (f(x)y > = (x,2) Y& € Ey}

para cada y'€ H, y

M=U}/(5):y € H].

Definimos formalmente H = Domf y M =Im§f, y escribi-
remos

(fx)y) = L=,/ (¥) vx €E

para expresar que

<f(x)d'> = <xv xl> vx € Em V*' € fl (y')

Esta aplicacion f : H — &P (E’) la llamaremos transpuesie
de f para (F, E').
La transpuesta de f para (F*, E¥) la denotaremos por f¥*, siendo

Dom f* =H=1{y € F*:y' o f € E/{.

Es claro que si E, = E (en particular si E, = E), entonces:
f (¥) (resp. f* (¥")) consta de un solo punto #' € E’ y utilizaremos.
Ff () (resp. f* (y)) para denotar 2’. Es obvio que en este caso la f~
anterior coincide con la definicién usual de !f (transpuesta de f).

Ademas, si E es un espacio de Hahn-Banach (en el sentido de
que toda forma lineal continua definida sobre un subespacio cerrado
se puede extender a una forma lineal continua sobre el total) se
tiene que f (y) £ D (resp. f¥(y)# &) para todo y € H, aun-
que E, % E.

2. TeEorREMA.—Sean E y F e. v. t. tales que E es de Hahn-
Banach. Sea f una aplicacién lineal de un subespacio E, de E en F.
Entonces son equivalentes :

2.1. El nicleo de f es cerrado en E,.

2.2. El dominio H de f* es denso en F*,.
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2.3. Existe una topologia ~ Il. ¢. s. sobre F, tal que f : E; —>
——> F (1) es continua.

DemoSTRACION.—2.1. == 2.2. Supongamos N = f* (0) cerra-
do en E,. Si H no es denso en F¥%, existe y,%0 tal que
{30, H) = 0:

a) Siy, ¢ f(E,), entonces existe y’ € F* tal que

(fE)y> =0 'y <5y F£0.
Como ¥ ¢ f = 0 sobre E,, resulta que y"'€ H y por tanto

Yo y> =0,

que es absurdo.
b) Si y,€ f (E,), entonces existe

x9 € Eg  talque f(xg)=yy5£ 0,

por tanto x, € N. Por ser N cerrado en E,, #,€ E, no pertenece
a la clausura de N en E y, puesto que E es de Hahn-Banach, exis—
te un 2’ '€ E’ que cumple

(N,&') =0 y (x4 ) 5£0.

La forma lineal de f (E,) en K definida por f () — (&, #’), que
evidentemente esti bien definida, tiene una extensién jy’ € F¥, es.
decir,

(f@Ehy) = (%)

para todo x € E; y, por tanto, y’ - f€ E’, de donde y" € H.
Como por otra parte

(}'m}") = </(xo)1}"> = <xmxl> #o
resulta una contradiccién con (y, H) = 0.
2.2. ==> 2.3. Si Dom f* es denso en F¥, la topologia l. c.

v = o (F, Dom f*) es separada. Ademas, si

W=y €EF:|(55')|<e >0, » €Domp*, 1<i<mn|
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<s un entorno de 0 para ¢ (F, Dom f*), el conjunto
V=lx € Eo:[(my o f)|Se 1<i<n]
€s un entorno de 0 en E, puesto que
¥ ofEB(I<i<m, y fV)CW

«que expresa la continuidad de f: E,— F (7).

2.3. => 21. Es inmediata, pues {0} es cerrado en = y
N = 1 (0) es cerrado en E, por la continuidad de f.

3. Nota.—El papel del teorema 2 se intuye del hecho que si la
grafica es cerrada en E x F (resp. E,:x F) el nficleo es cerrado
en E (resp. E;) y de la propiedad:

«Sea Eune.l c.y Fotroe. 1l c.s. Sifesuna aplicacion lineal
de un subespacio E; de E en F, entonces son equivalentes:

i) La grafica G; de f es cerrada en E;, x F.

ii) H = Dom f* es denso en F’,.

iii) Existe sobre F una topologia 7 1. c. s. menos fina que la
de F y tal que f: E,— F (1) es continua.»

4. TeorEMA.—Sean E vy F dos espacios 1. c. y { una aplicacion
lineal casi abierta de un subespacio E, de E sobre F. Entonces, si
la grifica G; de f es cerrada en E'x F y M = Im{" es cerrado en
E’s, f es abierta. '

DemosTrRACION.—Sea g : E,/N — F la biyeccién asociada a la
7y Gy su grafica. De Gy cerrado en E x F se sigue que G, es ce-
rrado en (E/N) x F.

Si 9 es la sobreyeccién candnica de E sobre E/N se tiene

&(W N Eo/N) = f (97 (W) N Ey)
para todo W entorno de 0 en E/N, y, puesto que f es casi abierta,

se sigue que g es casi abierta.

Por hipétesis Im f* es cerrado en E’; y ademas

Im g’ = (t)~1) (Im f)



ALGUNOS TEOREMAS DE APLICACION ABIERTA Y DE NUCLEO CERRADO 963

«(siendo g’ la transpuesta de g para (F’, (E/N)’)), por tanto, Im g’
es cerrado en (E/N).

Sea h la aplicacién lineal g=* de F en E/N. Puesto que G, es
~cerrado en (E/N) x F, G, es cerrado en F x (E/N) y por la nota 3
Dom #’ es denso en (E/N),. Por otra parte es inmediato que
Dom #' = Im g’ es un conjunto cerrado de (E/N)’,. Por consiguien-
‘te Dom 4" = (E/NY’.

Como ser g casi abierta equivale a ser & casi continua, se sigue
-de esto y de Dom ' = (E/N)’ que h es continua, lo cual implica
que g es abierta y, por tanto, f también lo es.

5. Nora.—El teorema anterior pone de manifiesto que la f in-
‘troducida es adecuada para el estudio de teoremas de aplicaciéon
.abierta, pues como es sabido esta propiedad de la imagen de *f cuan-
do la f esti definida en E (o E, = E) es basica en dichos teoremas.
'Con ello pueden hacerse demostraciones «directamentey» tanto si la
funcién estd definida en todo E o en un subespacio E, como se pone
de manifiesto en la memoria que es una forma distinta de la clasica:
suponer que E, = E, una vez conocido que los subespacios cerrados
pertenecen a la misma clase que el total. Por el contrario, esta 1lti-
‘ma propiedad resulta aqui inmediata.

6. DeriNiciON.—Sea E un e. v. t. y E’ su dual dotado de la
‘topologia débil. Un subespacio H de E* se dice casi cerrado en
E’, si, para cada entorno V de 0 en E, H N V° es cerrado en E’..

Evidentemente si H es un subespacio de E’, entonces casi cerra-
do es lo mismo que v (E’, E)-cerrado.

7. DerinicioNn.—Un e. 1. c. s. F se dice B,*-completo, si todo
:subespacio de F* denso en F*, y casi cerrado en F’, contiene a F".

8. TeorREMA.—Un e. I. c. s. F es B¥-completo si y sdlo si
F = F* y F es Bcompleto, es decir, si F's es completo y F es
B-completo.

DemosTrACION.—Evidentemente, si F' = F* y F es B,-comple-
‘to, F es B¥,-completo.

Es obvio que si F es B*,-completo, F es B,-completo. Entonces,
-para demostrar totalmente el teorema, basta probar que F no es
B*,-completo si F’ £ F*, Para ello, sea #,€F, r,7 0 y H, el hi-
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perplano cerrado de F’, definido por el nicleo de #, como forma
lineal continua sobre F’,. Es claro que existe

xy € F’\\Hy talque (ap ) =1.

Por otra parte, de F’' 3£ F* se sigue que F no es de dimensiém
finita y, por tanto, F £ F** De esto es inmediato que existe-
x € F¥*\F que cumple

x|p =x, esdecir, xHy=0 y (2x') =1.

Si H es el niicleo de # como forma lineal sobre F¥, se deduce:
de x ¢ F que H no es cerrado en F*, y, por consiguiente, es denso-
en F*,. Como HNF = H, es cerrado en F’,, se tiene que H es.
casi cerrado en F’;. Ademis H no contiene a F’, asi pues F no es.
B¥*,-completo.

9. CoroLARIO —Si F es un espacio B¥-completo y M un sub-
espacio de F, M es B¥*.-completo.

DeMosTRACION.—Por el teorema anterior F' = F¥ y, por tanto,
todo subespacio de F es cerrado, de donde M es B,-completo. Ade--
mis es inmediato que M’ = M¥*,

10. Cororario.—Todo espacio B*-completo metrizable es de di--
mension finita.

DeMosTrACION.—Es inmediata del teorema 8 y de que todo espa-
cio metrizable con dual débil completo es de dimension finita.

11. TeoREMA.—Sean E un espacio de Hahn-Banach, F un espacio-
B*.-completo y f una aplicacion lineal de E en F. Entonces, si f es-
casi continua y su micleo es cerrado, f es continua.

DemosTrACION.—Por el teorema 8, F' = F* y, por tanto,

H = Dom /* = Dom f”.

Se sigue del teorema 2 que H es denso en F¥, y, de f casi continua,.
que H = Dom f es v (F’, F)-cerrado, luego H = F’ por el teore--
ma 8. De Dom f = F’ y f casi continua se deduce que f es continua.
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12. TeoREMA.—Si F es un e. l. c. s. que no es B*.-completo,
existen un espacio de Mackey separado E y una aplicacion lineal,
biyectiva y casi continua £ de E sobre F (cuyo miicleo {0} es cerra-
do), que no es continua.

DemosTrACION.—Si F no es B¥*,-completo, existird un subespacio
H denso en F*, y casi cerrado en F’; tal que H no contiene a F'.
Sea E el e. 1. c. F,, donde = es la topologia de Mackey « (F, H);
puesto que H es denso en F¥, y o (F, F¥) es separada, < (F, H)
también lo es y, si consideramos como f la aplicacién idéntica de
E en F, su nficleo {0} es cerrado en E.

. Es claro que para cada entorno V de 0 en F, el conjunto H N V°
es ¢ (H, F)-compacto, equilibrado y convexo y, por tanto, (H N V°)?
es un entorno de 0 en ¢ (F, H).

Si V es un entorno de 0 en F, equilibrado y convexo, y si repre-

sentamos con ® la polaridad en el par (F, H), entonces la clausura
de f* (V) en E = F; es

STV =V = [V° N (F:)']°=(V° N H)?
y, por lo dicho antes, f es casi continua.

13. DerFinicioN.—Un e. 1. c. s. se dice I',* si, para todo sub-
espacio denso H de F¥, en el que cada parte cerrada y acotada es
compacta (equivale a que H sea casi completo), se tiene que H D F".

Evidentemente, todo espacio T',* es un espacio I', (Valdivia [6]).

14. TeoreEMA.—Si F es un e. l. c. s. que posee una base de Hamel
numerable, entonces F es un espacio T'.*.

DEMOSTRACION.—Analoga a la de I', (Valdivia [5]).
Existen espacios T',* que no son B,*-completos.

15. TreorREMA.—Sean E un espacio tonelado y F un espacio T.*.
Entonces, si f es una aplicacidn lineal de E en F, cuyo miicleo es
cerrado, f es continua.

DEMOSTRACION.—Por el teorema 2, H = Dom f* es denso en F*,.
Sea A una parte cerrada y acotada de H y sea (y)rer una red
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en A convergente en F*; a y’. Entonces, para cada y € F, existe-
una constante k = k (y) > 0 tal que

[Knmy'>| <k vigl

Ahora bien, las formas lineales #'; = f* (3";) constituyen una red?
(#":)i ¢1 contenida en E’ que converge a

x':x—>{f(x),y) en o(E"E).

Ademas, por la acotacién anterior, para cada x € E, existe

k=k(f(x)>0

tal que
[(maxid| <t wi€l

es decir, (#";); 1 es o (E’, E)-acotado. Como E es tonelado, se tiene,.
por el teorema de Banach-Steinhauss, que #'€ E’; por tanto,.
2 = f* (y') e y € H. Obviamente, puesto que A es cerrado en H,.
v € A y A serd cerrado en F¥*,. De esto y de la condicién de ser A
acotado en F*;, se sigue que A es compacto en F*,.

Por ser F un espacio I',*, H D F’ lo que es decir Dom f = F”
que, puesto que f es casi continua, implica la continuidad.

16. TeEOREMA.—Si F es un e. l. c. s. que no es T'.*, existe un es-
pacio tonelado separado E y una aplicacidn lineal y biyectiva f de E-
(cuyo miicleo {0} es cerrado) y que mo es continua.

DEMOSTRACION.—Si F no es un espacio I',*, existe un subespacio-
H de F*, denso en F¥*,, tal que toda parte cerrada y acotada es com--
pacta y que no contiene a F’.

Sea E el espacio F; con la topologia 1. c. fuerte 8 (F, H); puesto-
que H es denso en F*, y o (F, F¥) es separada, 8 (F, H) también
lo es. Por las condiciones de H, todo conjunto equilibrado, conve--
xo0, ¢ (H, F)-cerrado y « (H, F)-acotado es s (H, F)-compacto y, por-
tanto, B (F, H) es compatible con el par (F, H). Ademas es inme-
diato que E es tonelado.

Si consideramos como f la aplicacién idéntica de E en F, su nd-
cleo {0} es cerrado en E y sin embargo no es continua, puesto que:
E’ = H no contiene a F".

17. Cororario.—Todo subespacio de un espacio T'* es T'.*.
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DEMOSTRACION.—Es consecuencia inmediata de los dos teoremas.
anteriores.

18. TroReEMA.—Sea F un e. l. c. s. Entonces son equivalentes:

18.1. Para todo espacio tomelado E y toda aplicacidn lineal {
de E en F con niicleo cerrado, f es continua.

18.2. Para toda topologia ~ 1. c. s. sobre F, * D 1%, es decir,
la topologia tonelada asociada a < es el extremo inferior de todas
las topologias toneladas separadas sobre F.

18.3. Para todo subespacio M de F*, denso en F*,, se tiene que-
M (casi completado de M) contiene a F'.

18.4. Para todo subespacio M de F*, casi completado vy denso
en F*,, se tiene M D F’, es decir, F es T,*.

DeMOSTRACION.—18.1 —=> 18.2. Sea < una topologia 1. c. s.
sobre F, entonces la aplicacién 1y : F () — F (15) tiene nicleo
{0} cerrado en <* y, por hipdtesis, es continua; esto es tf D 1g, de-
donde 1t D =y, : )

18.2. == 18.3. Sea M un subespacio denso de F¥;, entonces.
la topologia 1. c¢. © = ¢ (F, M) es separada. Por hipétesis «* D pt,.
es decir,

< (F, ﬁ) =tvD= T(Fv.l:?)v

por tanto, M-SF o F.

18.3. =—> 18.1. Sea E tonelado y f: E — F (r¢) una aplica--
cién lineal con nficleo cerrado. Por el teorema 2, existe = 1. c. s. tal
que f: E—> F (1) es continua y, por ser E tonelado, f: E— F (z*)
también es continua.

Como = es separada, M = F (t)) € F* es denso en F*,. Por hi-

pétesis M D F’ y, obviamente, M D F’. De esto se sigue
= t(F‘,M) - -:(F,—P:) =1¢.

Asi pues, f: E—> T (1p!) es continua y, finalmente, f: E —-
— F (tr) es continua,.

18.3. <—> 18.4. Es inmediata.

19. ProrosiciON.—Si F es un e. l. c. s., son equivalentes:
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19.1. Todo subespacio denso H de F’s coincide con F'.
19.2. F = (F’)*, es decir, F es débilmente completo.

DeMosSTRACION.—19.1. == 19.2. Si F # (F)*, entonces existi-
14 # € (F)*\F y, por tanto, el nficleo de »# como forma lineal sobre
F" es denso en F’; y no coincide con él.

19.2. => 19.1. Supongamos H un subespacio denso en F, y
distinto de F’. Entonces se puede encontrar x'€ (F)* tal que
2 (H) =0y x40, es decir, € (F)*\F en contra de (F)* = F.

20. TeorEMA.—Un e. l. c. s. F es finito dimensional si y sdlo
i todo subespacio denso H de F*, contiene a F’.

DeMosTrACION.—Sea F de dimensién finita, entonces F' = F* y
-l finico subespacio denso de F¥*, es él mismo.

Para el reciproco veamos primero que F’ = F*  puesto que si
T’ 3£ F* razonando como en el teorema 8 existe un subespacio denso
H de F*, que no contiene a F’, en contra de la hipétesis de que todo
subespacio denso H de F¥*, contiene a F'.

Por otra parte, de F' .= F* y de la hipétesis, se sigue por la pro-
posicién anterior que F = (F)* = F** de donde resulta F de di-
mension finita.

21. TeoreMa.—Sean E un espacio de Hahn-Banach y F un
e. v. t. 5. de dimensidn finita. Entonces, si f es una aplicacidn lineal
de E en F, cuyo nicleo es cerrado, f es continua.

DeMosTRACION.—Por el teorema 2 H .= Dom f* es denso en F¥,.
Se sigue, por ser F de dimensiéon finita, que H = F’ de donde
Dom f = F’ y, por tanto, f es continua para ¢ (E, E) y « (F, F).
Es inmediato ahora que f es continua.

22. TEOREMA.—Si F es un e. l. c. s. que no es de dimensidn fini-
ta, existe un espacio de Mackey separado E vy una aplicacion lineal
4 biyectiva de E sobre F (cuyo miicleo {0} es cerrado) que no es
continua.

DEMOSTRACION.—Si F no es de dimensién finita, se sigue del teo-
rema 20 que existe un subespacio denso H de F¥*, que no con-
tiene a F.
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Sea E = F. donde = es la topologia de Mackey < (F, H); puesto
wque H es denso en F*; y ¢ (F, F¥) es separada, F. también lo es.
Si f es la aplicacion idéntica de E en F, entonces su nucleo es ce-
rrado y no es continua.

23. DerFiNiciON.—Sea E un e. . c. s. Diremos que E es B*-

«ompleto si todo subespacio H de E*, casi cerrado en E’, es ce-
rrado en E*,.

Evidentemente todo espacio B*-completo es B,*-completo y vale
el corolario 10 para espacios B*-completos.

24. TreorREMA.—Sea E un e. l. c. s., entonces E es B*-completo
w1y sdlo si E' = E* y E es B-completo.

DeMosTrACION.—Analoga a la del teorema 8.

25. TeorREMA.—Sea E un espacio B*-completo y M un subespa-
10 de E, entonces M y E/M son B*-completos.

DemosTrACION.—Por el teorema anterior E' = E* y, por tanto,

itodo subespacio de E es cerrado, de donde M y E/M son B-comple-
stos. Ademds es inmediato que

M =My (E/M) =(E/M).

'26. TeOREMA.—Sean E un espacio B*-completo y F un e. l. ¢. s.

iEntonces, si f es una aplicacidn lineal, casi abierta, de un subespacio
.E, de E sobre F, f es abierta.

DeMOSTRACION.—Si N = ! (0), se tiene del teorema anterior
«que E/N es B*-completo. Sea

F:EN —>F
la biyeccion asociada a la f y consideremos
h=A{f)"1:F —>E/N.

Por ser h inyectiva, Ker &z = {0} es cerrado en F. De f casi abierta
se sigue que f es casi abierta y, por tanto, h casi continua. Por el

tteorema 11, & es continua, entonces f y f son abiertas.



970 GERMAN GIRALDEZ TIEBO

27. TeEOREMA.—Si E es un e. l. c. s. que no es B¥*-completo,
existe un espacio de Mackey separado F y una aplicacién lineal cast
abierta de E sobre F, cuyo wicleo es cerrado, y que no es abierta..

DemosTrACION.—Si E’ 34 E*, entonces E no es B,*-completo y,.
por el teorema 12, existe un espacio F de Mackey separado y una
aplicaciéon g de F sobre E lineal, biyectiva, casi continua y no con--
tinua; por conmsiguiente, f = g=' de E sobre F es lineal, biyectiva,.
casi abierta, con ntcleo {0} cerrado y no abierta.

Si E''= E¥ y E no es B*-completo por hipdtesis, se sigue del’
teorema 24 que E no es B-completo. Asi pues, existe un subespacio-
H de E’ que es v (E’, E)-cerrado y que no es cerrado. Si F es el
espacio E/H° dotado de la topologia de Mackey < (E/H°, H) que:
coincide con la cociente de t (E, H) médulo H®, y f es la sobreyec-
cién canénica de E sobre F, resulta ser una aplicacién lineal, casi’
abierta, con grafica cerrada (por tanto, con ntcleo cerrado) y no-
abierta.

28. DeFINiciON.—Un e. 1. c. s. E se dice I'* si para todo sub--
espacio H de E*, tal que H° es cerrado en E y toda parte cerrada:
y acotada de H es compacta, se cumple que

HNE =HNE.
Evidentemente, todo espacio I'* es I',*.

29. TEOREMA.—Sean E un espacio T'* v M un subespacio cerrado-
de E. Entonces E/M es T'*.

DemosTRACION.—Es semejante a la de espacios I' (Valdivia [6]).
Si dotamos a E de la topologia 1. c. més fina, la topologia cocien--
te médulo M serd también la 1. c. mis fina sobre E/M. Sea ¢, la:
sobreyeccién canénica de E sobre E/M para estas topologias y 3-
la misma aplicacién para las topologias originales.
Es sabido que
to, : (E/MY* — E*

es un morfismo estricto inyectivo para las topologias

s (E/M*E/M) y ofE%E)
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y, analogamente,
¢ (E/M) —E'

también lo es para
o (E/M),E/M) 'y o(E,E)

(Horvath [1]). Ademas, ¢’ es la restriccion de tp, a (E/M)".
Sea H un subespacio de (E/M)*; en el que toda parte cerrada y

acotada es compacta y H° es o (E/M, (E/M))-cerrado. De la
igualdad

oy (H)® =, 71 (H®) = ¢! (H2)

y de la continuidad de 9, el conjunto %, (H)° es ¢ (E, E’)-cerrado.
Por otra parte, si A es un subconjunto cerrado y acotado de

tp, (H), se tiene que (*9,)~! (A) es cerrado y acotado en H y, por

lo dicho de H, compacto; de esto se deduce que A es compacto.
Puesto que E es I'#,

%o, (H) N E'="*, (H) N E".

Por tanto,

HQE/M)=HQnN (" (E)=HN ()" (B) =
= ('g,)™" [*g, (H) N E'] = ('p,)? ['3: H) N E]=
= ('¢,)" [0, (H)] N (E/M) =H N (E/M)’,

que claramente prueba la tesis.

30. TeorEMA.—Sean E un e. l. c. s. y M un subespacio cerrado
de E. Entonces:

30.1. Si E tiene la propiedad que para cada subespacio H de
E*,, tal que toda parte cerrada y acotada es compacta, se cumple
HNE = HNE', E/M también la tiene y ademds E es T*.

30.2. Si E tiene la propiedad que cada subespacio de E*,, tal
que toda parte cerrada y acotada es compacta, es cerrado en E¥*,,
E/M también lo tiene y ademds E es T'*.

30.3. Si E tiene una base de Hamel numerable, E es T*.

DeMOSTRACION.—30.1. La estabilidad por cociente se deduce ana-
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logamente como en la demostracién del teorema 29. Es obvio que
E es I'*,

30.2. La estabilidad por cociente se ve de forma aniloga que en
el teorema 29. Es evidente que la hipétesis de 30.2. implica la de
30.1. y, por consiguiente, E es I'*,

30.3. Con una demostracién analoga a la del teorema 14.

31. TEeoREMA.—Sean E un espacio T* v F un espacio tonelado
separado. Entonces, si f es una aplicacién lineal de un subespacio E,
de E sobre F, cuyo nicleo es cerrado en E, f es abierta.

DEeMOSTRACION.—Sea N = f~! (0) cerrado en E por hipétesis. Por
el teorema 29, E/N es un espacio I'* y también T',*, Si

FiB/N—>F
es la biyeccion asociada a la f, consideremos
k= (f)"1:F—>E/N.

Por ser h inyectiva, Ker i = {0} es cerrado en F que es separado.

Por el teorema 15, h es continua y, por tanto f y f son abiertas.

32. TEOREMA.—Sea E un e. l. c. s. que no es T*. Entonces
existe un espacio tomelado separado y una aplicacion lineal f de E
sobre F cuyo wicleo es cerrado y que no es abierta.

DeMosTrACION.—Si E no es un espacio I'*, existe un subespacio
H de E*, tal que H° es cerrado en E, toda parte cerrada y acotada
€s compacta y que

HNE £HNE.

Sea Ej el espacio E con la topologia 1. c. fuerte 8 (E, H). Por las
condiciones de H, todo conjunto equilibrado, convexo, s (H, E)-
cerrado y o (H, E) acotado es ademas ¢ (H, E)-compacto y, por
tanto, 8 (E, H) es compatible con el par (E, H).

Es inmediato que E es tonelado y, por ser H° un espacio 8 (E, H)-
cerrado, F = E;/H° es un espacio tonelado separado.

Consideremos como f la sobreyeccién candnica de E sobre F,
cuyo niicleo H® es cerrado en E por hipétesis.
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Si f fuese abierta,
F:E/H® —> Eg/H°
también lo seria y, por consiguiente,
(E/H®)  (Eg [H°)'.
Ahora bien, si representamos con ®! la polaridad en (E, E),

(E/H°) = (H®°)®=Heo NE =HNE

(Eg/H°) = (H®)° N H =H.

Se sigue de la inclusién anterior que H N E’ < H vy, por tanto,
HNECHNE
que estd en contradiccién con
HNE £HMNE.

33. TeoReEMA.—Sea E un e. l. c. s. Entonces son equivalentes:
33.1. E es un espacio T'*.

33.2. Si F es un espacio tonelado separado, toda aplicacion lineal
de un subespacio E, de E sobre F, cuyo niicleo es cerrado en E, es
abierta.

DeMosTrACION.—Inmediata de los dos teoremas anteriores.
34. Cororario.—Todo espacio T* es T.
DEMOSTRACION.—33.2. es mas fuerte que la caracterizacién de los

espacios T en la cual las aplicaciones son de grafica cerrada en E x F
(Valdivia [6]).

35. CoroLARIO.—Sea E un espacio T'* y M un subespacio cerra-
do de E, entonces M es T*.

DeMosTrACION.—Sea F un espacio tonelado separado y f una apli-
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cacion lineal de un subespacio M, de M sobre F. Si Ker f es cerrado
en M también lo serid en E y la conclusién se sigue del teorema
anterior.

36. TEOREMA.—Sea E un e. . c. s. Entonces son equivalentes:
36.1. E es de dimensidn finita.

36.2. Si F es un e. v. t. 5., toda aplicacion lineal de E sobre F
es abierta.

36.3. Si F es un espacio de Mackey separado, toda aplicacion
lineal biyectiva de E sobre F es abierta.

DEMOSTRACION.—36.1. —=> 36.2. Es elemental. También como
consecuencia del teorema 21.

36.2. =—> 36.3. Trivial.

36.3. ==> 36.1. Es el teorema 22 con un paso a la aplicacién
inversa.
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