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Vamos a tratar en este trabajo de unas estructuras a las que­
damos el nombre de p-inf-semirretículos. 

Un '§-inf-semirretículo es un inf-semirretículo completo E dotado» 
de una relación '̂  a la derecha que cumple una serie de condiciones 
(Definición 1). 

Se dan varios ejemplos de conjuntos y relaciones entre sus ele­
mentos que satisfacen esas condiciones. 

Se estudian asimismo propiedades de los p-inf-semirretículos que 
se deducen de su definición. 

En un íp-inf-semirretículo E, se introducen dos topologías, una 
que llamaremos %^ y es T^ y otra que llamaremos %OL J es Haus^orff 
y más fina que la ^Sp. Ep y E^ serán los espacios topológicos res­
pectivos. 

Se estudian propiedades del conjunto de los límites en Eg de una 
base de filtro en E (Teorema 17) y relaciones entre este conjunta 
de límites y el límite en E». Concretamente, se demuestra (Teore­
ma 20) que el ínfimo del conjunto de los límites en Ep de un ultra-
filtro es el límite en Ea. Varios teoremas tratan de la relación entre-
conjuntos cerrados y acotados y conjuntos compactos en Ea. (Teore­
mas 21, 22, 23 y 25). 

Dado un inf-semirretículo E, se define una función real 'p : 
E ' X E —> R llamada semidesviación. A partir de una semidesvia-
ción se puede definir en E una relación p a la derecha y, por tanto, 
dotar a E de una estructura de 'p-inf-semirretículo. Se caracteriza un 
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sistema fundamental de entornos del espacio Ep por la semidesvia-
ción p. 

Por medio de la semidesviación se define una nueva función real 
a : E i X E '—> R llamada desviación. 

a nos permite definir una métrica en E. El espacio métrico corres­
pondiente lo denotamos por (E, a). 

Se demuestra (Teorema 36) que los espacios E» y (E, a) son to-
pológicamente equivalentes. 

El resto del trabajo investiga las relaciones entre las topologías 
"Sp, %a. y el orden. Se estudian las relaciones entre los límites de 
una sucesión en la topología %^ y el límite en la topología ^oc (Teo­
remas 45, 46 y 47). 

El presente trabajo es un resumen del capítulo I de la tesis doc­
toral [1] titulada «S-sistemas dinámicos abstractos». En dicha tesis 
se estudian S-sistemas dinámicos topológicos (E, S, n) , es decir, 
S-sistemas dinámicos donde E es un espacio topológico dotado de 
una relación de orden. Se obtienen los resultados clásicos de la teo­
ría de sistemas dinámicos en condiciones más generales. En particu­
lar, se utilizan espacios E dotados de las topologías %^ y 'S» men­
cionadas arriba. 

B. Rodríguez-Salinas y F . Bombai en [2] utilizan las estructuras 
estudiadas en este trabajo para obtener teoremas de representación 
de inf-semirretículos en las partes de un espacio topológico. Con 
estas técnicas logran teoremas de representación muy generales que 
comprenden en particular el teorema de compactificación de Wallman 
y el teorema de representación de Stone para álgebras de Boole. 

6-mf-seinirretículas 

1. DEFINICIÓN.—Sea E un inf-semirretículo completo. Entonces 
tina relación binaria definida en E se llama una relación beta a la 
derecha y se denota por p si satisface las condiciones : 

1.1. Para todo ^ '€ E, existe 3; '€ E tal que >^ p 3;. 
1.2. ^ § 3; implica JV '< 3;. 
1.3. Si ^ < 3̂  e 3; p ^ se tiene ^ § s. 
1.4. Si >̂  § 3/ y ^ P -Sí se verifica 4; p (3; A ^). 
1.5. Si jr 4 J existe ^ '€ E tal que y ^ s y ^ ^ ^. 
1.6. Si ;ir = A A, donde A es una parte no vacía de E, y si 

X p y, existe una parte finita y no vacía AQ de A tal que (A A J § y. 
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A todo inf-semirretículo completo E, dotado de una relación beta 
a la derecha le llamaremos tp-inf-semirretículo. 

2. DEFINICIÓN.—Sea E un sup-semirretículo completo. Entonces 
una relación binaria definida en E se llama una relación beta a la 
izquierda y se denota por p si satisface las condiciones : 

2.1. Para todo a^ '€ E, existe 3; € E tal que y ^ ^r. 
2.2. ^ § 3̂  implica ^ '< 3;. 
2.3. Si x\^ y e y <^ 2 se tiene ^ p ^. 
2.4. Si y ^fí s y ^ '§ ^ se verifica (y V ^) 'P x, 
2.5. Si J^ P> y existe ^ € E tal que ^ § y y ^ ^ ^. 
2.6. Si j ; = y A donde A es una parte no vacía de E, y si 

3; 'P jr, existe una parte finita y no vacía AQ de A tal que 3; § (V AQ). 
A todo sup-semirretículo completo E dotado de una relación beta 

a la izquierda lo llamaremos §-sup-semirretículo. 

3. OBSERVACIÓN.—Toda relación beta a la izquierda se convierte 
en una relación beta a la derecha, cambiando > por < , V por A 
e y '^ X por x^ y. Por tanto, nos limitaremos a tratar de los p-inf-
semirretí culos. 

4. EJEMPLO.—Sea E un intervalo de R abierto a la derecha 
(resp. a la izquierda) ; entonces x <^ y es una relación beta a la de­
recha en E (resp. a la izquierda), que satisface la siguiente condición: 

4.1. Si X, 'p y^ y x^ P y.2, se verifica : 

(^1 A ^t) P (ĵ i A ^2) y (^1 V ^2) P (yi Vyt)-

5. EJEMPLO.—Sea T un espacio localmente compacto separado y 
sea E = K (T) la colección de todos los subconjuntos compactos 
de T. Entonces, para la ordenación '< definida por : 

{íX <^ y si y sólo si jtr CI y», 

E es un retículo completo, con primer elemento O (el conjunto vacío), 
para el que la relación : 

tíx fi y si y sólo si y es entorno de ^» . 

es una relación beta a la derecha. 
Además, se verifican las condiciones 4.1 y 5.1 0^0. 
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6. EJEMPLO.—Sea T un espacio localmente compacto separado y 
sea K = ff (T) la colección de todos los subconjuntos abiertos de T. 
Entonces, para la ordenación < definida por : 

«JT <^ y si y sólo si jr CI y», 

E es un retículo completo, con primer elemento O (el conjunto vacío), 
y último elemento e (el conjunto T), para el que la relación : 

ícx ^ y si y sólo si la clausura de x, x es un compacto contenido en y» 

€s una relación beta a la izquierda. Además, se verifican las condi­
ciones 4.1 y 5.1. 

7. EJEMPLO.—Sea T un espacio compacto separado, y sea E la 
colección de las funciones definidas sobre T, finitas, no negativas y 
semicontinuas superiormente. Entonces, para la ordenación usual 
«<)), E es un retículo completo, con primer elemento O (la función 
nula), para el que, si denotamos por y^ la mayor función semicon­
tinua inferiormente menor o igual que y, la relación : 

ax fi y si y sólo si x (t) < y^ (t) para todo t £ T» 

€s una relación beta a la derecha. 

8. EJEMPLO.—Sea T un espacio localmente compacto separado, 
y sea E = ^+ (T) la colección de las funciones definidas sobre T, 
no negativas, finitas o infinitas, y semicontinuas inferiormente. En­
tonces, para la ordenación usual «<», E es un retículo completo, 
con primer elemento O (la función nula), para el que, si denotamos 
por x la menor función semicontinua superiormente mayor o igual 
que j - , la relación: 

^xfiy si y sólo si x es de soporte sop j c = j ^ Ç T : íc(/)z}=Oj~ 

compacto, finita y tal que x{t)<iy{t) para todo / ^ sop x ( = sop x)* 

es una relación beta a la izquierda. 
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9. TEOREMA.—Si E es un ^-inf-semirretículo se verifican las si-
iguientes propiedades : 

9.1. X = A,{y: x ¡̂  y} para todo x'€ £ . 
9.2. Si Xi p ji para i = 1, 2, ..., n, 

( A x . )p( A y,) 
i = l i a s l 

9.3. Si x p z existe un y^E tal que x § y e y § z . 
9.4. Sea A un subconjunto no vacío d^ £ . ¿'i x § x 3; x = A A, 

^existe una parte finita A^^ de A tal que x = A A^. 
9.5. Si O § O y X A y = O, existe x', y' € E tales que 

xpx', ypy', x 'Ay '==0 . 

'Topología %^ 

10. DEFINICIÓN.—Si ^' p y, definimos 

Vy(x):=\z: zZ,y\, 

»de forma que cuando se escriba Vy {x) se verificará automáticamen-
rte x'^ y, 

11. TEOREMA.—Lo.y Fy (x) constituyen un sistema fundamental 
ide entornos de cada x € £ para una topología *Sg que es T.Q. De-
motaremos por E^ el espacio topológico f£ , %^) y por ^^ el con­
junto de los entornos de x en £3. 

12. TEOREMA.—La colección de los conjuntos 

G x = ¡ y : y p x ¡ 

t€s una base de la topología. Además todo 

(?ï = I y: y > X i 

tCs abierto, y todo 

/?"; r= j y : y X X j 

t'es cerrado en *5p. 
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Topología ^ a 

13. DEFINICIÓN.—De forma análoga que en la recta real R, de^ 
finiremos los siguientes intervalos : 

(x^^ x^]=:^ \ x: X <^Xi^ X ^ x^ \ 

[x^, Xi)= \ x: x^x^, X ^ x^l 

[x^, x^]^ \ x: x^x^, X ^Xz \ . 

14. TEOREMA.—Los conjuntos de la forma: 

% = j U (x/, x¡): xC (X., xf) ¡ 

para K^O, y 

q;^= j [O, X") : Opx" j 

para x = O cuando E tenga primer elemento, constituyen un siste­
ma fundamental de entornos para una topología *Sa, que es de Haus-
dorff y más fina que la topología *6p. Denotaremos por £» el espa­
cio topológico (E, %OL) y por ^ x * el conjunto de los entornos de-
X en Ea. 

15. TEOREMA.—La colección de los conjuntos 

G^=\y:y^x\ y G^ == j y: y 4 x ¡ 

constituye una sub-base de la topología %„,-

16. COROLARIO.—La topología "GOÍ es la menos fina de las to­
pologías % y ^^ para las cuales los conjuntos 

son abiertos y los 

/^ï = j y: y ^ X j 

son cerrados. 
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En E<t los intervalos (x', x '^ son abiertos y los [x^ x' '] cerrados.. 

17. TEOREMA.—Sea ¿B una base de filtro en E. Entonces el con­
junto de los límites de ¿8 en J5^ 

es no vacío si y sólo si existe algún B '€ ^ acotado superiormente.. 
Además, L (¿B) tiene un mínimo si y sólo si L (^) es no vacío y 
acotado inferiormente. 

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que a es una cota superior de al­
gún B € ^ . Entonces, para todo Vy (a) se verifica que B cz Vy (a> 
porque si b <, a y a § y, por 1.3, se tiene b^^ y, y por 1.2, b < y. 
Luego 

a = Um S3 y a ^ L, 

Recíprocamente, si 4r = lim á8, para todo Vy (x) existe un B € áS 
tal que B c Vy (x) y, por tanto, existe algún B acotado superior­
mente. 

Finalmente, si L (SB) es no vacío y acotado inferiormente, existe 
a = A L y si 

Lp = Lp(á8)= ¡ y : 3 ^ € L, ^ P ^ i 

por ser, según 9.1, 

x=z /\\y: x^y\ 

resulta a = A L^. 
Bastará probar ahora que a — lim ¿B, En efecto, para todo V^ (a)» 

existe, por 1.6, una parte finita (yi')\ de L^ tal que 

( A yi)^«' 

Ahora bien, como para cada 3;̂  '€ Lp se puede encontrar un xi '€ JL 
que satisface Xt p yi, para todo i = 1, ..., n, existe un B^ € S3 tal que 
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¿Por ser SB una base de filtro, hay un B € ^ tal que 

, = 1 , = 1 

y, por tanto, 

B ^ A y/ y B c V ^ ( a ) . 
t — i 

iEl recíproco es evidente. 

18. OBSERVACIÓN.—Dada una base de filtro á8 en E, sea M (S) 
«el conjunto de todas las cotas superiores de los B € áB. Entonces 

L p { ^ ) c M ( I B ) c L ( ^ ) 

y, por tanto, 

ALp ( ^ ) = A M ( ^ ) = A L ( ^ ) 

een el sentido de que si existe uno de ellos existen los demás y se 
verifica la igualdad. 

19. DEFINICIÓN.—Dada una base de filtro á8 en E, si existe 
A L (SIS), llamaremos Wmite inferior de £8 en E, y lo denotaremos por 

lim ^ 

;:a A L ( ^ ) . 

El límite de SB en Ea, si existe lo denotaremos por 

Um SB 

20. TEOREMA.—Para todo ultrafiltro %[ en E se tiene 

lirn^U ^ Lim U 

siempre que exista uno de ellos. 
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X)EMOSTRACIÓN.—Sea 

^ 4 : O y X = Mm ÎC. 

Supongamos jir'€ (jtr', ;ir''). Entonces, 

X <^ x' y x' ^ U {ÎC), 

aporque si x' € M ( ^ ) , sería 

x' = iim ^ y X Z. x'. 

P o r consiguiente 

\y:y^x'\ ^ U 

-y como 

\y'.yé.x'\\}\y',y4,x'\=^^Ç:U 

^se tiene 

¡Por otra parte, 

Q:¿^^\y\ y^x" \ Ç:U 

^ o r ser un entorno abierto de x en %^. Por tanto, 

{x\x")^Q'^. n Gy' C U 

ede donde se deduce que todo entorno de ^ en 'G» pertenece a *i£ y 

X = Lim 2í. 

.Recíprocamente, sea 

jc =t= O y jc = Lim ^ . 
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Entonces, como %a. es más fina que %^ se tiene 

Además 

X = lim ^ . 

En efecto, si y p> x, por 1.5, existe un ^ '€ E tal que y ^ s j ^ p> x^ 
luego 

^ € G; = j «: « 4 z I . 

Por ser G% un entorno abierto de x en "Sa pertenece a ^ , 

V, ( ^ ) = j «: « ^ t ; j í ^ 

y, por tanto, 

Estudiemos ahora el caso jr = 0. 

Si 

0 = lim ^ , 

los conjuntos 

G.'' = \y:y?x"\ 

para O § ^", pertenecen a ?¿ por ser entornos de O en Ep. Entonces 

como los Gx'' forman una base de entornos de O en Ex, 

O = Lim %C. 

Recíprocamente, si 

O = Lim %C 
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como %a. es más fina que %^, 

O = lim ÎC 

y, evidentemente, 

0 = Um ÏC. 

21. TEOREMA.—Los conjuntos cerrados y acotados en £«. son 
<€ompactos. 

DEMOSTRACIÓN.—Será suficiente probar que, si A es un conjunto 
cerrado y acotado en E». y U es un ultrafiltro en A, es decir, A '€ ^ , 
'entonces converge a un punto x € A. Por ser A acotado superior­
mente, por el teorema 17 el conjunto L {%L) de los límites de ^ en 
Ep es no vacío. Si a es una cota inferior de A, como para todo 
U € í ¿ hay algún ^ € A fl U (yé: 0 ) se tiene a ;< u <, x para cada 
xota superior .íi; de U y, por tanto, a es una cota inferior de M (fU) 

y L m. 
Por los teoremas 17 y 20 existen los límites lim %C y Lim ^ , y 

Lim *Z/ € A por ser A cerrado en E». 

22. TEOREMA.—Si todo punto X ' € Ê posee un entorno V€^-^ 
acotado inferionnente, entonces el espacio E^ es lo cálmente compac­
to y todo conjunto compacto en E^. es cerrado y acotado inferior-
miente. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea jir '€ E y sea V '€ ^Z- acotado inferiormente 
por a. Por 1.1, existe un Z)'€E tal que x^by luego ^ € [a, bl'^^J^ 
'que por el teorema 21 es compacto, pues es acotado y, por el corola­
rio 16, es cerrado. Por consiguiente, E» es localmente compacto. 

Por ser Ea de Hausdorff todo compacto K es cerrado. Veamos 
-̂ que además es acotado inferiormente. En efecto, como cada .ír€ E» 
posee un entorno acotado inferiormente y K es compacto, existe 
im cubrimiento finito 

\ Ar. 1 :á I ^ « j 
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de K formado por conjuntos acotados inferiormente. Si a^ es una 
cota inferior de A¿ (1 < ¿ < n), 

' n 
a = f\ ai 

i= 1 

es, evidentemente, una cota inferior de K. 

23. TEOREMA.—Si E es filtrante superiormente y todo x € £ po­
see un entorno V € ^ x * acotado inferiormente, los conjuntos com­
pactos en Ea, son los cerrados y acotados. 

24. OBSERVACIÓN.—Todo inf-semirretículo completo filtrante su­
periormente es un retículo completo. 

25. TEOREMA.—Si E es un retículo completo 3; a € E los subcon-
juntos compactos (en Ea) de 

/ - ; = I X : X X a I 

son los cerrados y acotados. En particular, si E tiene primer elemen­
to, para a = O resulta que los conjuntos coTupactos de Ea, son los 
cerrados y acotados. 

Espacios (Ey §) 

26. DEFINICIÓN.—Dado un inf-semirretículo E, se llama semi-des-
viación a una función real § definida sobre E x E con las propie­
dades : 

26.1. O < p {x, y) 1< 00 para todo {x, y) '€ E x E. 
26.2. p {x, y) = O si y sólo si x <, y. 
26.3. 'p {x, z) '< p {x, y) + § (3;, z) cualesquiera que sean los ele­

mentos X, y, z de E. 
26.4. Para todo ;r € E y todo r > O, existe un elemento de Ê .. 

que denotaremos siempre por Xy, tal que 

^ {y> ̂ ) -^ ^ 'Si y sólo si y <^ x^. 

26.5. Si .r = A A, para toda r > O existe una parte finita A ,̂ de 
A que satisface 

p ( A Ao, ^ ) ^ r 
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26.6. Para todo Jir'€ E y todo r > 0 existe un número finito w* 
de elementos x'i ^ .r de E (1 '< i '< n) tales que 

cuando 3; <̂  x\ para 1 < i < ii e y < jr^. 

El valor p {x, y) se llama semi-desviación de x respecto de y. 
Denotaremos por (E, p) al inf-semirretículo E dotado de la semi-

desviación p. 

27. EJEMPLO.—Sea E la recta real R o la semirrecta R+. Entonces-

^{x,y) = (x^y)^ 

es una semi-desviación sobre E. 

2S. EJEMPLO.—Sea T un espacio con la distancia 5 y con la pro­
piedad de que los subconjuntos cerrados y acotados son compactos-
y, por tanto, localmente compacto. Sea E = K (T) la colección dé­
los subconjuntos compactos de T. Entonces, la función real § defi­
nida sobre E x E por : 

1. p (O, y) = O para todo y '€ E (O = 0 ) . 
2. 'p {x, 0) = Oü para todo ^ ^ 0. 
3. Si .r 7^ O e y 7^ O, 

P (A; , ^ ) = sup inf B ( / , ^) = sup B ( / , y ) = max S i p , y) 
p % % q^y ptx p%x 

es una semi-desviación sobre E. 

29. Sea E un inf-semirretículo y sea p una semi-desviación defi--
nida sobre E. 5i x, y € £ y x < y se verifica." 

P (X, z ) ^ p ( y , z) y P ( z , x ) ^ p ( z , y ) . 

30. TEOREMA.—Sea E un inf-semirretículo y sea p una semi-des­
viación definida sobre E. Si x, y € E se verifica: 

30.1. X < Xr para todo r > 0. 
30.2. X < y implica Xr < jr para todo r > 0. 
30.3. (xr)g |< Xr+8 para todo r, s > 0. 
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31. TEOREMA.—Sea E un inf-semirretículo y ^ una semi-desvia-
xión sobre £ . Entonces, si se define: 

<íx fi y si y sólo si existe un r > O tal que x^ <^ y», 

M es un ^^-inf-semirretículo para el que los conjuntos 

F r ( x ) = j y C E: p ( y . x ) ^ r i ( r > 0 ) 

..constituyen un sistema fundamental de entornos de x en E^. 

32. OBSERVACIÓN.—Para el espacio E = K (T) del ejemplo 28 la 
relación p definida en el teorema 31 coincide con la relación § del 
ejemplo 5. 

Espacios (Ey d) 

33. DEFINICIÓN.—En (E, §) llamaremos desviación a la función 
real ot definida sobre E x E por 

a {x, y) = max \ ^ {x, y) , ^ { y, x) \ . 

El valor a (.r, 3;) se llama desviación de x e y. 

34. TEOREMA.—Si a es una desviación sobre E y x, y, z € £ se 
-verifica : 

34.1. O < la (x, y) < 00. 

34.2. a (x, y) = O ^i 3; sólo si x = y. 
34.3. a (x, y) = la (y, x). 
34.4. la (x, z) ¡< a (x, y) + ia (y, z). 

35. COROLARIO.—E es un espacio m^étrico para la distancia p de­
finida por: 

a (x, y) 
p ( X , y ) = cuando a {x, y) yé: 00 

1 + a (X, y) 

:f 

p ( X , y ) = 1 cuando a {x, y) = 00 
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Mn este espacio ^nétrico que denotaremos por (E, a) las abólas)) 

^^ (X) = j y : a ( x , y ) < r j ( r > 0 ) 

xonstituyen un sistema fundamental de entornos de cada x € £ . 

36. TEOREMA.—Los espacios Ea y (E, a) son topólogicamente 
.equivalentes. 

DEMOSTRACIÓN.—Por 26.6, para todo x'^K y todo r > 0 existe 
^un número finito n de elementos x'i p> x (1 < í < n) tales que 

« ( ̂  1 3̂  ) = ™ax | P ( a f , y ) , P ( j y , á f ) j ^ r 

'^cuando 3; <$ x% (1 < í < n) e y < Xr, es decir, toda bola B^* (x) 
^contiene una intersección finita 

n (*A r̂) 
» = 1 

puesto que 

y <^ ^i (l<t<.n) e y<,Xr si y^ | | ( ^ / i * " r ) . 
í = 1 

Recíprocamente, dado un entorno (x\ x") de x, existe una bola 
B °̂̂  (JT) contenida en {x\ x''). 

En efecto, por ser x^^ x existe un ^ > O tal que Xs < x'\ Sea r 
un número real que verifique 

0 < r < í y O <i'r <^{x , X ) , 

Entonces 

Bl(x)cz{x\x") 

porque si y € B / {x) se tiene î  (y, x) < r, luego por 26.4, y < x^ 
y, si í = 5 — r ( > 0), por 30.2 y 30.3 resulta 

y, por tanto, y p AT". 
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Además 3; <̂  JT' ya -que si fuese y < x\ como p (jr, 3;) < r, sé 
tendría 

lo que contradice la elección de r. 

Relaciones entre las topologías "Ŝ , %(t y el orden 

37. TEOREMA.—Si E tiene primer elemento, todo conjunto A ce­
rrado y acotado para el orden de (E, a j o para la desviación a: 
a (x^, x) '< r para algún x.^^^ E y v > O y para todo x € 4̂ es com­
pacto. Recíprocamente, si además E es un retículo com^pleto Ios-
compactos de (E, a) son los cerrados y acotados para la desviación a. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta tener en cuenta los teoremas 36, 21 y 25. 

38. COROLARIO.—Si E tiene primer elemento el espacio (E, ^} 
es localmente compacto y completo. 

39. TEOREMA.—Sea E un '^-inf-semirretículo y sean (xn), (yn) dos-
sucesiones de elementos de E. Si 

Lim Xn = X y Lim yn = y {en %a) y Xn < y» , 

se tiene x '< y. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea 

Como Lim 3;,» = y, existe un WQ '€ N tal que y^n '̂  V;? (y) para todo 
H 

n > ô> luego 

para todo w > t̂ o y 

X = Lim Xn'^z 
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para todo z tal que y f z, y, por tanto, 

X <, iní \ z: y ^ z \ := y 

40. TEOREMA.—Sea E un ^-inf-semirretículo. Si lim Xn = x (en 

"G^J y X <y, lim x^ = y. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea V^ (3;). Por 1.3, x'^z, luego existe un %, 
tal que x,n '€ V^ Çx) para todo n > n^, Pero V^ {x) = Nz {y) y, por 
tanto, lim x,n =^ y, 

41. COROLARIO.—Sea F un cerrado en £p. Si x € F y x < y,. 

entonces y'€ F. 

42. COROLARIO.—i'^a G" un abierto en E^, Si x € G e y !< x,. 

entonces y € G. 

43. COROLARIO.—¿"í E es filtrante superiormente, todo cerrado no^ 
vacio F en E^ es com^pacto si y sólo si E tiene último elemento. 

44. COROLARIO.—Si H es un sub conjunto de E tal que existe-
x== max H, entonces H es compacto. 

45. , TEOREMA.—Sea E un ^-inf-semirreticulo y sea (xn) una su­

cesión de elementos de E tal que 

Lim Xn = X (¿« tso ) y lim Xn = y (en ^^) 

entonces x < y. 

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos x^y] por 1.5, existe un ^ € E, 
tal que y'^ z y x <é^ z y, como lim x^ = y, existe un no*€ N tal que-
x,n^^Yz{y) para todo n > #^ y x ^Yz (y), lo que contradice el-
hecho de que Vz (3;) es cerrado en %aL y lÁrax^ = x. 

46. TEOREMA.—Sea E un ^-inf-semirretículo y sea (xn) una su­

cesión de elementos de E. Si (x^) es convergente en £a , las siguien­
tes afirmaciones son equivalentes : 

(i) X € JS es minimal respecto de la propiedad lim Xj^ = x. 

(ii) X '€ £ verifica Lim Xn = x. 
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DEMOSTRACIÓN. — Si ^ es minimal respecto a la propiedad 
lim Xn = Xj y 

Lim x^ = y^x, 

también lim Xn = y ^ x, lo que contradice el teorema 45. 

Recíprocamente, si Lim x^ = ^ , lim Sn = ^ y además x es mini-
mal puesto que la existencia de 3? € E tal que lim Xsn = y <C x contra-
tdice el teorema 45. 

57. TEOREMA.—Sea E un ^4nf-semirretículo y sea (xn) una suce-
.sión acotada de elementos de E tal que 

lim XQ = y . 

Si en EoL vale el primer axioma de numerabilidad, entonces existe 
Mna subsucesión (x'n) de (XQ) tal que 

Lim x^ = X y x < y. 

DEMOSTRACIÓN.—Por ser {x^ una sucesión acotada, tiene al me-
:nos un punto de aglomeración en E», sea éste x. Como en Ea se 
verifica el primer axioma de numerabilidad, existe una subsucesión 
<jr'^) de {x^n) tal que 

Lim x^^=x y lim x^=y. 

For el teorema 45, x[<: y, 

48. OBSERVACIÓN.—Como toda sucesión convergente en Ep es 
acotada superiormente, si E tiene primer elemento O, entonces de 
lim 4r,n = y se sigue que (jr,n) es acotada. 

49. TEOREMA.—Sea E un i^-inf-semirretículo con primer elem^en-
¡io. Entonces, un sub conjunto de £ , cerrado en (E, a^, es compacto 
en (Ey ipj si y sólo si es compacto en (E, a j . 

DEMOSTRACIÓN.—Si un subconjunto de E es compacto en (E, kx), 
también lo es en (E, p) por ser *Ga más fina que 'Gp. El recíproco se 
deduce del teorema 47 y de que (E, a) es un espacio métrico. 
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