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Introducción 

En este trabajo damos unos criterios para la convergencia de 
redes de la forma ({Jt, (Y)), ^ i siendo ({X¿)Í Ç I una red de medidas 
de Radon de tipo (¡K) sobre un espacio topológico arbitrario E, 
que converge a una medida [JL € M (E ; 'SK)y e Y un subcon junto 
[x-Riemann-integrable del espacio E. Estos criterios dependen del 
tipo de convergencia que se tome en M (E ; SK). 

El criterio de convergencia que damos cuando en el espacio 
M (E ; 9 í ) se considera la topología débil, constituye, en un elevado 
número de espacios E, una extensión del correspondiente criterio 
para medidas de Radon finitas, dado por L. Schwartz en [4] que 
resulta del teorema dado por B. Maurey en [2]. 

Criterios de convergencia 

Sea E un espacio topológico arbitrario (no necesariamente Tg) 
y ÍK una clase filtrante (^) de conjuntos cerrados de E, denotamos 
por M (E ; 9 ï ) al conjunto de las medidas de Radon de tipo ¡K so
bre E, Para toda medida pt. •€ M (E ; SK) representamos por |x* a la 
medida exterior sobre E asociada a [i (ver el teorema 73 de [3]). 

1. DEFINICIÓN.—Sea (\LÍ)Í g i una red de medidas de Radon de 
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tipo (¡H) sobre E, se dice que un conjunto X 'C E es (^i)t ^ ^-regular 
cuando para todo e > O existe H •€ 9 Ï tal que 

ñm^\ (X — H)<e. 

Un conjunto Y 'CZ E se dice que es ¡i-Riemann-integrable cuanda 
su frontera es un conjunto de medida nula respecto a {i, lo cual es 
equivalente a que la función característica Sty sea |JL-Riemann~inte-
grable. 

2. DEFINICIÓN.—Una red (^^Í)Í ^j'CZ M (E; ¿H) converge simple
mente sobre cada H € 9 ï a \L € M (E;'3ï), lo que denotamos por 

s { Sfí ) 
¡Li ^ [X, si y sólo si [x¿H -̂  > y-H para todo H € ^ , siendo 

V^m y y^n las medidas de Radon de tipo 

SfC^\H'c:n:H' e SKi 

inducidas en H por ^t y ^ respectivamente. 

Si (lAi)ifei es una red en M ( E ; 9 ï ) que converge simplemente 
a una medida |JL '€ M (E ; 'SK) diremos que la red (^^Í)Í ^ i es ^-conver
gente a |Ji y lo denotaremos por pi .^ > jx. Análogamente, si la red 
converge débilmente a p. diremos que es ^t£;-convergente a fj. y l a 
denotaremos por ^,i -ffl > |jt. 

En [1] hemos estudiado la relación existente entre los tipos de-
convergencia anteriores. 

3. PROPOSICIÓN,—Sea ((Xi)igi una red en M (E;'SK) que es 
s (3K)-convergente a una m^edida de Radon \i de tipo (3ï) sobre E^ 
entonces para todo Y cz E ii-Riemann-integrable se tiene que 

i 

para todo H '€ Ê?ï. 

DEMOSTRACIÓN.—Como 

Y = Y[J{y f]dY} y |xMY n aY)<{i.-(<3>Y) = 0, 

se tiene que Y es [x-medible y, por consiguiente, de la proposición 5» 
de [1] resulta (3.1) para todo H € ¿Ff. 
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4. PROPOSICIÓN.—Sea (¿\i^i ^iCZ M (E; 'SK) y ]h una medida de-

Radon de tipo (3ï) sobre E tales que [JLÍ ^¡L. EntoncesJ par(P 
todo F 'CZJB ¡L'Riem^nn-integrable, son equivalentes: 

4.1. Si (JL' (Y) < + oo entonces Y es (ÍAÍ)Í g i-r^^w/ar. 

4.2. lim\x,\(Y) =•(!.• (Y). 

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que se verifica 4.1. Del teorema 74-
de [3] y de la proposición 3, resulta que 

íi-(V) = s u p J t f ( Y n H ) : H € ^ i 
= sup¡limvi¿ (Y n H);H € ÍK\ 

< I i m j i ; ( Y ) . 

Por tanto, si (JL* (Y) =: + oo entonces 

limit: (Y) = + 0 0 = j i - (Y). 
i 

Si [x (Y) < 4- oü, entonces para todo e > O existe H € 9 Ï tal que^ 

íhü|i: (Y)^limiJL: (YnH) + níü|i: (Y-^H) 
* í f 

^ j . - ( Y n H ) + e 

¿VL-(Y) + « 

y, por consiguiente, 

tejí: (Y)<if(Y), 

« 

de donde como anteriormente hemos probado que 

l iMY)<l imi i : (Y) , 
i 

resulta 4.2. 
Recíprocamente, supongamos que se tiene 4.2 y que (i* (Y) <+<3o, 

entonces del teorema 74 de [3] resulta que para todo e > O existe^ 
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H*€'5ï tal que ¡i' (Y — H) < g y, por tanto, de la proposición 3 
se deduce que 

ñü^: (Y~H)=ríüü(vi: (Y)-ii: (Y n H» 
/ i 

== lim {I.: (Y) - iim u: lY n H) 
i i 

= H-- m - 1 ^ - (V n H) 
= lit- (Y - H) 

3^, por consiguiente, Y es (ji/)/gi-regular y se tiene 4.1. 

5. PROPOSICIÓN.—^i (JJ^OÍGI -̂̂  ^^^^ ^^^ ^̂ ^ M (E;'¿fC) que es s-

xonvergente a \L ^ M (E;SK), entonces para todo conjunto Ya E 
Ps-Riemann-integrahle se tiene que 

lim^{{Y)^^'{Y). (5.1) 

DEMOSTRACIÓN.—De la proposición 8 de [1] resulta que [Xf > \i 

y que si [Ji* (Y) < + OQ entonces Y es (JJL )̂̂  g i-regular, puesto que 

íi.(Y] = lt{Y) + H-(aY) 

= |it(Y) 

< H . - ( Y ) 

< + <»• 

Por tanto, para todo e > O existe H € Sí" tal que 

ílm |Í; (Y -- H) ^ lím {xj (Y" - H) 
i i 

< s 

y el conjunto Y es (|JL/)Í g i-regular y se verifica 4.1. Por consiguien
te, de la proposición 4 se deduce que se verifica (5.1). 

6. PROPOSICIÓN.—Sea (]Jtí)i€i ^ M (E;'3{) una red w-convergen-
.te a una medida finita }x de Radon de tipo (3^) sobre £ , entonces 

Hm^l (Y)^^'{Y), (6.1> 

•para todo conjunto Y a E ¡i-Riemann-integrabU. 



CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE MEDIDAS DE CONJUNTOS RIEMANN-INTEGRABLES 9 3 7 

DEMOSTRACIÓN.—En efecto, de la observación 6 de [1] se dedu
ce que 

VL (Y) < l i m ,!.:(¥) 

i 

i 

i 
<^V.\ (Y) 

i 

KÍe donde, resulta (6.1) ya que por ser Y [x-Riemann-integrable se 
íliene que 

Vt{Y):=|i(Y) = |i(Y). 

7. OBSERVACIÓN.—Nótese que de las proposiciones i y 5 resulta 
inmediatamente que si la red (|JIÍ)Í ^ I 'C: M (E; SK) es s-convergente 
^a (X'€M fjE;SïJ, entonces todo suhconjunto YaE {i-Riemann-inte-
grable de medida [x* (Y) <, + 'X), es ([Í-OÍ e i-r^^w/ar, puesto que si 

[Xi - -s >. p. entonces {x̂  > [JL. 

Si (p̂ i)i ei'^ M (E; 3^) es tal que ¡1% '^ > [x, siendo p. una medida 
de Radon de tipo (3ï) sobre E (no necesariamente finita), enton
ces (6.1) se verifica trivialmente para todos los conjuntos Y <z E 
¡L-Riemann-integrable tales que [x* (Y) = + oo. 

Para aquellos espacios topológicos E tales que la convergencia 
.estrecha implique la convergencia débil en M (E; 3^), la proposi
ción 6 extiende al criterio de convergencia dado por L. Schwartz 
.en [á] (que se deduce del teorema dado por Maurey en [2]) para 
medidas de Radon finitas y conjuntos Riemann-inte grable s (respec
to a la m^edida Um.ite de la red correspondiente) que son medibles 
respecto a todas las medidas de la red que se considera. 

Nótese que en m^uchos tipos de espacios (por ejemplo si E es un 
^espacio Polaco) una red ([XÍ)Í ^ I C ikf (E; 3^) de medidas finitas, es 
w-convergente a una medida finita ii^€ M (E; SK) si y sólo si 
.^j (f) —> ,|x (f) para toda función real continua acotada, lo cual 
equivale, si E es completamente regular, a que la red ((xOiei con
verja estrechamente a pi. 

http://Um.it
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