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Introduccién

En este trabajo damos unos critérios para la convergencia de
redes de la forma (g, (Y)):e1 siendo (p:)ie: una red de medidas
de Radon de tipo () sobre un espacio topoldgico arbitrario E,
que converge a una medida € M (E; H), e Y un subconjunto
u-Riemann-integrable del espacio E. Estos criterios dependen del
tipo de convergencia que se tome en M (E; H).

El criterio de convergencia que damos cuando en el espacio
M (E; ) se considera la topologia débil, constituye, en un elevado
niimero de espacios E, una extensién del correspondiente criterio
para medidas de Radon finitas, dado por L. Schwartz en [4] que
resulta del teorema dado por B. Maurey en [2].

Criterios de convergencia

Sea E un espacio topolégico arbitrario (no necesariamente T,)
y K una clase filtrante (<) de conjuntos cerrados de E, denotamos
por M (E; ¥H) al conjunto de las medidas de Radon de tipo H so-
bre E. Para toda medida p.'€ M (E; &) representamos por " a la
medida exterior sobre E asociada a 1 (ver el teorema 73 de [3]).

1. DEerFINICION.—Sea ()i 1 una red de medidas de Radon de
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tipo () sobre E, se dice que un conjunto X € E es (:); ¢ r-regular
cuando para todo ¢ > 0 existe H'€ H tal que

lim p; (X — H)<e.

Un conjunto Y. E se dice que es p-Riemann-integrable cuando-
su frontera es un conjunto de medida nula respecto a g, lo cual es
equivalente a que la funcién caracteristica &y sea p-Riemann-inte-
grable.

2. DeFiNicioN.—Una red ()i c1'C M (E; H) converge simple-
mente sobre cada HE€H a p €M (E; H), lo que denotamos por

S(H) . ) . .
g —> 1, si y solo si pu-S,pus para todo H€FH, siendo

i Y ta las medidas de Radon de tipo
H=H CH:H € H|

inducidas en H por p; y p respectivamente.

Si (f:)ier es una red en M (E; %) que converge simplemente
a una medida 1 € M (E; H) diremos que la red (p:)ic1 €5 s-conver-
gente a pu y lo denotaremos por p; S, p. Andlogamente, si la red
converge débilmente a p diremos que es w-convergente a u y lo
denotaremos por p; -®, .

En [1] hemos estudiado la relacién existente entre los tipos de

convergencia anteriores.

3. PRrOPOSICION.—Sea (W)ie: una red en M (E;&H) que es
s (FH )-convergente a una medida de Radon . de tipo (H) sobre E,
entonces para todo Y < E p-Riemann-integrable se tiene que

/i;"pi'(Yﬂ Hy=p (Y N H) 3.1y
para todo H € H.
DemosTtrAcrON.—Como
Y=YU(YNoYy y w(¥NoV<p @¥)=0,

se tiene que Y es p-medible y, por consiguiente, de la proposicion
de [1] resulta (3.1) para todo H '€ H.
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4. PROPOSICION.—Sea (t)ie1 € M (E;H) vy v ung medida de

H
Radon de tipo (H) sobre E tales que p.,i—ﬂ:.. Entonces, pare.
todo Y < E p-Riemann-integrable, son equivalentes:

41, Sip” (V) < + 00 entonces YV es ()i e rregular.
4.2, limp (YY) =p" (V).

DeMosTRACION.—Supongamos que se verifica 4.1. Del teorema T4
de [3] y de la proposicién 3, resulta que

p* (¥) = sup Ju* (Y () H):H € S
=sup {limy; (Y | H;H € H|

< lim p: (Y).

z

Por tanto, si p” (Y) = + o0 entonces

limp; (V) =+ =p- (V).
Si ¢ (Y) < + 00, entonces para todo € > 0 existe H € & tal que-

fimp; (V) £ limp; (Y 0 H) +limy; (Y —H)

Zp (YN H) e
Zp (Y)+s

y, por consiguiente,

limy; (V) < pe(Y),

de donde como anteriormente hemos probado que

pe (V) <limp: (Y),

3

resulta 4.2.
Reciprocamente, supongamos que se tiene 4.2 y que p" (Y) <+00,
entonces del teorema 74 de [3] resulta que para todo ¢ > 0 existe
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HeH tal que p’ (Y —H) <e y, por tanto, de la proposicién 3
se deduce que

limy; (Y — H)=1lim(p; (Y) = p; (Y N H)
= limp; (Y)—limy: (Y | H)

= (Y)—p (YN H
=p (Y —H)
<

vy, por consiguiente, Y es (u;):¢r-regular y se tiene 4.1.

5. PROPOSICION.—Si (Ri)ic1 es una red en M (E;H) que es s-
convergente a 1 € M (E; ), entonces para todo conjunto ¥ C E
s-Riemann-integrable se tiene que

li{tlp.i' (Y)=p" (). ’ 5.1)
i

H
DemosTrACION.—De la proposicion 8 de [1] resulta que p.; Rl il

y que si g’ (Y) < + o0 entonces Y es (wi): cregular, puesto que

p()=p(Y)+p@Y
= p(Y)
sp (Y)
<4w.

Por tanto, para todo ¢ > 0 existe H € H tal que
limy; (Y —H) < limp; (Y — H)
<e

y el conjunto Y es (¢;): ¢ rregular y se verifica 4.1. Por consiguien-
te, de la proposicién 4 se deduce que se verifica (5.1).

6. ProOPOSICION.—Sea ()1 S M (E;'H ) una red w-convergen-
2e a una medida finita u. de Radon de tipo (H) sobre E, entonces

limp; (Y) = p° (Y), (6.1)

pare todo conjunto ¥ < E p-Riemann-integrable.
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DeMosTrRACION.—En efecto, de la observaciéon 6 de {1] se dedu-
€ que

b (V) <tim ; (V)
<timy; (¥)

z

< limp; (¥)
<lim p; (¥)
<e(®

-de donde, resulta (6.1) ya que por ser Y p-Riemann-integrable se
tiene que

p(Y) = (Y) = p(Y).

7. OBSERVACION.—Ndtese que de las proposiciones 4 y 5 resulta
inmediatamente que si la red (Li)ic1'C M (E;FH) es s-convergente
0 WE€M (E;H), entonces todo subconjunto ¥ C E p-Riemann-inte-
grable de medida " (V) << + 20, es (pi)ic rregular, puesto que si

s(H)
@w; S p entonces p; —> W.

Si (W)ic1'©S M (E; H) es tal que p; @, p, siendo u una medida
-de Radon de tipo (H) sobre E (no necesariamente finita), enton-
ces (6.1) se wverifica trivialmente para todos los conjuntos Y < E
u-Riemann-integrable tales que p" (V) = + oo.

Para aquellos espacios topoldgicos E tales que la convergencia
.estrecha impliqgue la convergencia débil en M (E; H), la proposi-
cion 6 extiende al criterio de convergencia dado por L. Schwarts
en [4] (que se deduce del teorema dado por Maurey en [2]) para
.medidas de Radon finitas y conjuntos Riemann-integrables (respec-
to a la medida limite de la red correspondiente) que son medibles
.respecto a todas las medidas de la red que se considera.

Ndtese que en muchos tipos de espacios (por ejemplo si E es un
.espacio Polaco) una rved (w,)ic1 < M (E; H) de medidas finitas, es
w-convergente a una wmedida finita w €M (E; H) si y sdélo si
ty (f) —> p (f) para toda funcién real continua acotada, lo cual
equivale, si E es completamente regular, a que la red (M)ic1 con-
-verja estrechamente a w.
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