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Dada una medida finita y no negativa M, finitamente aditiva, definida sobre­
todos los subconjuntos de un conjunto no vacío S, es sabido que u, se puede 
representar como una medida de Radon a sobre un espacio compacto Q (la com-
pactificación de Stone-Cech de S para la topología discreta). Si T es una topología 
separada en S, sea Q^ el subconjunto de Q formado por los ultrafiltros en S*̂  
que convergen para esta topología. En este artículo continuamos con la línea de 
trabajo iniciada en [9] consistente en caracterizar propiedades topológicas de n 
en términos del tipo de concentración de n. sobre O^-

Cuando la topología t es regular, obtenemos caracterizaciones de las medidas 
finitamente aditivas compactas y también de las que hemos llamado difusas. Comœ 
aplicación probamos un teorema de descomposición del tipo Hewitt-Yosida, aná­
logo a otros obtenidos en [9]. Estos teoremas de descomposición permiten aso-^ 
ciar a la medida finitamente aditiva IM, una medida topológica n. sobre S y entonces-
estudiamos la clase de los subconjuntos M c i S para los que .^ (M) = p. (M), asF 
como las condiciones bajo las cuales la medida topológica asociada p. es única. 
Cuando u, es compacta se obtiene que la medida asociada pL es una medida de-
Radon. 

1. Introducción 

Sea S un conjunto no vacío, SVÍ (S) el conjunto de todas laŝ  
medidas finitas, no negativas y finitamente aditivas sobre el álgebra^ 
de todas las partes de S, y ÍM,^ (S) el subconjunto de SVÍ (S) for­
mado por todas las medidas \L que cumplen \L ( S ) = 1. 

(*) Trabajo realizado en el Departamento de Matemáticas de la Facultad de? 
Ciencias, Universidad de Murcia. 
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Designaremos por B (S) el espacio vectorial de todas las aplica-
raciones acotadas / : S >—> R dotado de la norma de la convergencia 
uniforme. Entonces SVÍ̂  (S) es un conjunto convexo y débil^-com-

;pacto de la bola unidad cerrada del dual B (S)'. El conjunto Q de 
sus puntos extrémales también es compacto para la topología débil^ 
y se verifica que a '€ ü si y sólo si {A 'CZ S : a (A) = 1} es un ultra-
filtro en S. 

Para cada A'C: S sea A = {a € Ü : a (A) = 1 } . Se verifica que 
{A : A c: S} es una base de la topología de O y que tm subcon-
junto 6 CZ O es abierto y cerrado si y sólo si 6 = Â para algún A c : S. 

Si para cada x € S designamos por Ŝ :̂ la evaluación en x, 
- S;c (/) = / (x) para cada / '€ B (S), entonces S = {5;̂  : .x £ S} está 
contenido en O y es homeomorfo a S, dotado con la topología dis-

-creta, mediante la biyección x .|—>• 5.̂ . 

Resulta así que O se puede considerar como la compactificación 

de Stone-Cech de S para la topología discreta. Por consiguiente» 

si identificamos S y S, cada función acotada / € B (S) se extiende 

de modo único a una función continua / : O — ^ R definida por 

/ (¡c¿) = a (/) para cada a '€ O. Entonces a cada medida finitamente 
aditiva |Ji'€9Víi(S) se le puede asociar una única medida de Radon (I 

sobre el espacio compacto O, verificando jl (ü) = 1 y p, (/) = (JL (/) 
spara cada / € B (S). En particular, si / = XA es la función caracte-
¡rística de un subconjunto A c: S resulta p- (A) = (x (A). Los resul­
tados que acabamos de exponer se pueden ver en el libro de G. Cho-
-quet [2]. 

En lo que sigue supondremos que S está dotado de una topolo­
gía separada T. Queda determinado entonces el subconjunto Ot de 

íQ, formado por los elementos a '6 Q tales que el ultrafiltro asociado 
es convergente para esta topología. 

Designaremos por C (S) subespacio vectorial de B (S) formado 
•por las funciones acotadas continuas / : S —> R. Como es habitual, 
•designaremos por ^ x , :Q} ^, SK y ¿B las clases de subconjuntos de 
S que son respectivamente entornos de x, abiertos, cerrados, com­
pactos y de Borel. Finalmente, sea ff^ la familia de los coceros de 

ffunciones / € C (S). 

1. DEFINICIÓN.—Una medida finitamente aditiva ji. € SVÍ (S) di-
iremos que es Q-reguiar (resp. secuencialmente 9^-reguiar) si para 
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.cada familia 3) c: Q (resp. sucesión 3) a 9^) filtrante creciente 
que cumple [} 3) = S se verifica que \L (S) = sup {¡i (D) : D € 5D}. 

Diremos que |x '€ SVÍ (S) es Q-singular (resp. secuencialmente Sf^-
.singular) si para cada e > O existe una familia 3) a Q (resp. suce^ 
.sión 3) 'C 9^) filtrante creciente tal que ^{J 3) = S y (x (D) ^ e 
para cada D £ 3). 

Sea jl^ la medida exterior asociada a la medida de Radon p., 
'definida para cada 6 c: O por : 

1.1) pL* (0) = inf {p. (A) : Ô 'c: A, A abierto en Ü}. 
Entonces es bien conocido que cada conjunto de Borel B c: O es 

^íi"^-niedible. 

2. PROPOSICIÓN.—Una condición necesaria y suficiente para que 
[̂x'€ SVÍj (S) sea Q-regular (resp. Q-singular) es que fl̂  (Q^) = 1 

^(resp. ¡i-̂  (Ox) = o;. 

DEMOSTRACIÓN.—Véase [9]. 

Sea ¿P (O) la familia formada por los subconjuntos abiertos 
-A-cü que son de la forma A = {a€ O : IQC(/) > 0 } , donde / € C ( S ) 
y / ^ O . Si [JLCSVÍJCS), en [9] se prueba que la función de conjunto 
|̂I" definida para cada 6 c Q por p.' (0) = inf {p. (A) : 6'C A € ^ (O)}, 

•es una medida exterior sobre O con la propiedad de que cada 
A € ¿P (O) es p.*-medible. 

3. PROPOSICIÓN.—Una condición necesaria y suficiente para que 
'|JL € SVÍi (S) sea secuencialmente ff^-reguiar (resp. secuencialmente 
:ff^-singuiar) es que p.' (üx) = 1, (resp. p*' (Ox) = OJ. 

DEMOSTRACIÓN.—Véase [9]. 

2. Medidas compactas y difusas. Teoremas de descomposición 

Nos proponemos caracterizar las medidas ^-regulares |x'€£W,(S) 
"para las que Dx es un subconjunto p.'^-medible de O. 

4. DEFINICIÓN.—Dada \i^^V/L (S), sea ji la función de conjun-
ito definida para cada M cz S por ^ (M) = inf {p. (G) :.Mc: G€ Q}. 

Diremos que [i es compacta si [x (S) = sup {p. (K) : K£ 9^}, 3? 
«.diremos que ¡i es difusa si p- (K) = O para cada K € 5K. 
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Es fácil comprobar que toda medida compacta es ^-regular >n 
que toda medida ^-singular es difusa. 

5. LEMA.—Sea h : Dx —> S la aplicación que a cada a € Ô  le^ 
hace corresponder el límite del ultrafiltro asociado 

Para cada K ^€ ¡K se verifica: 

5.1) h-uK) = n {G-.K'd G^eg}. 

Si S es un espacio topólogico regular entonces h es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Es inmediato que h~'^ (K) 'c: G para cada abier­
to G => K. Si 'a 5 h~'^ (K) entonces cada ^ '€ K posee un entorno* 
abierto V;̂  que verifica a (V:̂ ) = 0. Como un número finito de estos^^ 
entornos recubre K se deduce que existe un abierto G 3 K tal que 
Of. 3 Ô, y por lo tanto se verifica 5.1. 

Si la topología T de S es completamente regular, dado a€Ox sea. 

a = /í (a) y V un entorno cerrado de a. Entonces V fl Ox es un en­

torno abierto de a en Ox. Dado ¡p € V fl Üx, el conjunto V pertenece-

al ultrafiltro asociado a §. Como b = h (P) es el límite de este ultra-

filtro se deduce que è '€ V = V y queda probado que h es continua^ 

6. OfiSERVActóN.—Del lema 5 se deduce que, para cada K € ¡K^ 
el conjunto h^^ (K) es compacto en Ù, y que si |x € SVÍ̂  (S) enton­
ces ji (K) = p, (h-' (K)). 

7. PROPOsictóN.—Una condición necesaria para que |jL€9Víif5/ 
sea compacta es que ¡l"̂  (ü\Ox) = 0. 

Si S es un espacio topólo gico regular, esta condición también^ 
es suficiente. 

DEMOSTRACIÓN.—Si fx es compacta, dado e > O existe K € ¡K tal ' 
que ¡i (K) ^ 1 — s. Entonces 6 = h~'^ (K) es tui subconjunto com­
pacto de O contenido en Ox que cumple (1 (6) = pl (K) ^ 1 — e, y^ 
por consiguiente pL̂  (0 \0 t ) = 0. 

Recíprocamente, si S es un espacio topológico regular ŷ  
(jî  (0\0x) = O, dado s > O existe un compacto 6 c Ox tal que-
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# W ^ 1 — s- Como h es continua en virtud del lema 5, resulta 
^que K = h (6) es un subconjunto compacto de S que cumple 
.|L (K) = p, (h~'^ (K)) ^ p. (6) ^ 1 — e , y de aquí se sigue que [JL es 
V compacta. 

8. OBSERVACIÓN.—Si (x € SVÍ̂  (S), la condición p.-̂  (0\ùx) = O 
•equivale a que Üx sea un subconjunto p.^-medible de Q, verificando 
p.̂  (Dx) = 1. Resulta de las proposiciones 2 y 7 que, cuando S es 

mn espacio topológico regular, las medidas compactas (x '€ SVÍ̂  (S) 
son precisamente las medidas ^-regulares tales que Ü̂  es un sub~ 

^conjunto p,^-medible de Ü. 

9. PROPOSicrÓN.—Uíta condición suficiente para que \i€^i(S) 
..sea difusa es que p.̂  (ü\Ox) = 1 . 

Si S es un espacio topológico regular esta condición también es 
necesaria. 

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que p>̂  (0\Qx) = 1. Entonces para 
'cada compacto 8 c: Ox es p. (6) = 0. En particular si 6 = Ir'^ (K) 
donde K € '3C, se cumple \x (K) = p. {h~'^ (K)) = O y por lo tanto \L 
ês difusa. 

Si íx es difusa y el espacio topológico S es regular, dado un com­
pacto Ô c: Dx, entonces K = /̂  (8) es un subconjunto compacto de S, 
-pues h es continua. Por consiguiente 

O ^ p, (8) ^ p. {h-^ (K)) = p. (K) = O, 

para cada compacto 8 c Ox y por lo tanto p.̂  (Q\Qx) = 1. 
10. TEOREMA.—Si S es un espacio topológico regular, cada me-

^dida finitamente aditiva ¡[x '€ SW (S) se puede descomponer de modo 
único en la forma jx = X + v, donde v '€ S% (S) es compacta y 
-X '€ M (S) es difusa, 

DEMOSTRACIIÓN.—Bastará hacer la demostración en el caso 
í̂x € SVÍi (S). Sea a = sup {p. (K) :K^€¡K}. Si a = O (resp. a = 1) 
se obtiene una descomposición del tipo indicado tomando X = i|x y 
-y = O (resp. V = |JL y X = 0). Supongamos O < a < 1, y sea K^ cr S 

ima sucesión expansiva de compactos tal que p. (K^) ^ a para 
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cada 71 '€ N. Sea W = j j e,̂  donde 6,„ = h-"- (K„). Como cada 6«, 

es un compacto contenido en Ü ,̂ resulta que W es un conjunto d e 
Borel en O que verifica W c 0-̂  y p. (W) = a. 

Existe una única medida a € SVÍ̂  (S) tal que 

a (B) = JLíI(B,nW) 

para cada conjunto de Borel B c: O. 

Como à (K„) = à ('8,n) = — ¡i (6,„) = — pL (K„) ^ — (a Ï 
a a a \ n f 

se deduce que ¡a es compacta. 

Análogamente, existe una única medida § € SVÍj (S) tal que^, 
para cada conjunto de Borel B a D, se verifica 

1 
B (B) = ¡i (B n WO, 

b 

siendo b = 1 — a. 

Probaremos que § es difusa por reducción al absurdo. Suponga­

mos que existe K '€ ÍK tal que ^ (K) = c > O, y sea ti € N tal que-

— < c b. Si 6 = h~^ (K), se verifica 
n 

[1 (K U K J = ¡i (6 U \) = pl ((Ô U V n W) + ¡i ((10 U .Ô.J líl WO ^ 

^ (I (0^) + pL (-0 n WO = p, (0, J + Ô I (6) ^ 

1 - 1 
^ a — +&!p(K) = o + 6c — >£i 

« n 

lo cual contradice la definición de a. 

Evidentemente ^ = a6i+b§y por lo tanto |JL = a ;a + è ip don­
de a la es compacta y í? p es difusa. 

Finalmente probaremos la unicidad de la descomposición. Sea 
pues ifi. = X + V donde v es compacta y X es difusa. Sea como antes» 

a = sup ( jx (K) : K C S^ }. 
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Dado K € 3C, existe un abierto G I3 K tal que 

X (G) < e/2 y v (G) ^ v (K) + s/2 

y por lo tanto 

íi (K) ^ ;|x (G) = V (G) + A (G) ^ V (K) + e-

Por otra parte, es evidente que v ^ fl, y por consiguiente p. (K) = 
= V (K) para cada K •€ 3C. 

Por lo que se acaba de probar a = sup {v (K) : ,K •€ 9<r}. Si 
a = O entonces v es compacta y difusa lo que implica que v = O y 
[JL = A, quedando probada la unicidad en este caso. Si a = 1, como^ 
V es compacta, resulta v (S) = 1 y por lo tanto A = O y ifx = v, y 
también queda probada la unicidad en este caso. 

Finalmente, si 0 < a < l , y b = 1 — a, sea 

1 1 
loc, = — V y §1 = — A-

a o 

Es obvio que a ,̂ §i '€ SVÍi (S) y bastará probar que a = â  y § = p^. 
Se verifica : 

à i ( W ) =: supiôcjCôJ : w € N } = supt{ôc, ( K ; J : « € N } = sup { v ( K J : w € N } = 
a 

^ sup*{¡ i (KJ : n . € N } = l . 
a 

l^ (W) = sup{i |^ ( 0 J :n^e^}= sup {|^ ( K J : w .6 N } = 0. 

Por consiguiente, como pi = a a¿ + h 'pi, para cada conjunto de 
Borel B c: O se cumple : 

à(B) = -_Lp.(B,nw) = i _ (aà,(Binw) + &î (̂Bnw)) = a,(Bnw) =a,(B), 
a a 

luego )a = otj y p = Pi, como se quería probar. 
En [9j] se prueba que toda medida finitamente aditiva [x € £W (S)-

se puede descomponer de modo único en la forma fx = A + v donde 
V € SVÍ (S) es ,^-regular (resp. secuencialmente ^-regular) y A€9VÍ(S) 
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<es ^-singular (resp. secuencialmente <^-singular). Como consecuencia 
de estos resultados y del teorema 10 se obtiene el siguiente corolario : 

11. COROLARIO.—Si S es un espacio topólogico regular, cada 
medida finitamente aditiva {^^íhL (S) se puede descomponer de 
m.odo único en la form^a ÍJJI'=X + <J + T + V, donde v es compacta, 
T es difusa y Q-regular, d es Q-singular y secuencialmente ^-regular 
•̂  A es secuencialmente ^-singular (1, cr, T, V '€ ÍM. (S)). 

DEMOSTRACIÍÓN.—Según el teorema 10, [JL = X' + v donde v es 
compacta y X' es difusa. Por los resultados citados anteriormente 
X' = X" + T donde T es ,^-regular, y X" es ^-singular, y X" = A + d 

-donde (s es secuencialmente ^ - regular y X secuencialmente ^-singu­
lar. Como O ^ T ^ X' y X' es difusa se deduce que T es difusa. Aná­
logamente, como X" es ^-singular y O ^ <r ^ X" resulta que c» es 
^ s ingu l a r . Si i|jt. = X̂  + tr̂^ + T̂ , + v̂  es otra descomposición análo­
ga, como X̂  + ffj + Ti es difusa y v̂  es compacta, basta tener en 

» cuenta la unicidad asegurada por el teorema 10 para deducir que 
V = Vj y X + (j + T = Xi + fff̂  + Ti. Un razonamiento análogo per­
mite probar que T = T^ y X -h ^ = X̂  + tr̂ , y finalmente se obtiene 
q u e X = Xj y <r = d^. 

12. DEFINICI'ÓN.—Una m^edida \i '€ SVÍ (S) se dice que es t-aditi-
-va si para cada red (fj) en C (S), O ^ fj ^ 1, que converge hacia O 
uniformemente sobre compactos se verifica lim |JL (fj) = 0. 

j 
Se dice que ¡[x'̂  SVÍ (S) es ^t-aditiva (resp. (s-aditiva) si lim^ (fj) = O 

j 

para cada red (resp, sucesión) decreciente (fj) en C (S) que verifi­
que Uní fj (x) = O para todo x '€ S. 

j 

Si [JL € SVÍ (S) es t-aditiva (resp, a-aditiva) y cada medida t-aditi-
va (resp. i-aditiva) Y '^ SVÍ (S) que verifique O ^ Y = 1̂? ^^ idénti-

.carnéente nula, entonces se dice que |x es puramente i-aditiva (resp. 
puramente a-aditiva). 

Finalmente, si \L '€ SVÍ (S) y toda m^edida a-aditiva ^€3^ (S) 
que verifique 0 ^ Y = [̂  ^^ idénticamente nula, entonces se dice que 
fx es puramente finitam^ente aditiva. 

Del teorema de Dini se deduce que toda medida ¿-aditiva, es T-
: aditiva. 
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13. TEOREMA.—Toda medida compacta \i € .SVÍ (S) es t-aditiva. 
Recíprocamente y si S es un espacio topológico cofnpletamente re-

:gulai% toda medida t-aditiva \i € SVÍ (S) es compacta. 

DEMOSTRACIÓN. — Bastará hacer la demostración en el caso 
tx € SVÍi (S). 

Supongamos que ^ es compacta y sea {fj)j ç j una red en C (S) 
^que converge hacia O uniformemente sobre compactos y verifica 
O ̂  / ; ^ 1, para todo / € J. Dado e > O existe K € 9<: tal que 
f* (K) ^ 1 — e. 

Sea ;,o ̂  J tal que /y (̂ r) < e para todo 4r '€K y ; ^ jV Si 
6̂ = h-^ (K), entonces p. {Q\%) = 1 — p. (0) = 1 — ¡1 (K) ^ e. Dado 
a € 6, SI a = h (a) se cumple : 

/>(«) = a (//)=/> (a) g e 

-siempre que / ^ ;V Por otra parte, p. (G) = p. (K) ^ 1 — e. 
Por consiguiente, para todo ; ^ /o se verifica : 

|x (/,) = p. (/;) = p. ifj xe) + p. (/)• X ve) á P- ^̂  Xe) + P- (Û\6) ^ 2 g 

luego (X es ¿-aditiva. 
Recíprocamente, supongamos que S es completamente regular y 

pt € SVÍ (S) una medida ¿-aditiva. Se deduce fácilmente de la defini­
ción de medida ¿-aditiva que dado e >- O existe 1L£3C tal que si 
/ € C (S), O ̂  / ^ 1, y / (.r) = O para todo x € K, entonces se cum­
ple [x ( / ) ^ s. 

Como S es completamente regular, para cada abierto G 3 K se 
puede asegurar la existencia de una función / ' € C ( S ) , tal que 
O ̂  / ^ 1, / {x) = O si ^ '€ K y / (;r) = 1 si ^ € G. Evidentemente 
Xs\G á / y por lo tanto ix (S\G) ^ ^ {f) ^ s, de donde se deduce 
<jue |x (G) ^ 1 — e . 

Entonces resulta que p. (K) ^ 1 — e y queda probado que [x es 
compacta. 

14. TEOREMA.—Toda medida puramente i-aditiva |x € SVÍ (S) es 
^difusa. 

Recíprocamente, si S es un espacio topológico completamente re-
^gular, toda medida difusa y T-aditiva es puramente i-aditiva. 
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DEMOSTRACIÍÓN.—Probaremos en primer lugar que si p, no es di­
fusa no puede ser puramente T-aditiva. Supongamos que existe-
K o € 3 í tal que ^ (K,,) = c > 0. Sea { G , : i ' € I } la familia de los^ 
abiertos que contienen a KQ, donde el conjunto de índices I se ha. 
dirigido poniendo i ^ k si G, c G¿. Para cada i € I sea \ii 6 SW (S) 
definida por pt.¿ (/) = ,[JL ( / ^G, ) para cada / ' € B ( S ) . Evidentemente 
(^i( /)) i€i ^s una red decreciente, y por lo tanto existe el límite-
lim \ii (/) = Y (/) para cada /•€ B (S). Queda definida así una medí-

da Y € Sií (S) que cumple Y ( S ) = lim [JL ( G Í ) = C > 0. 
i 

Evidentemente O ̂ ^ ^ p. Bastará probar que Y ^S ¿-aditiva 
para concluir que |x no es puramente T-aditiva. Sea entonces (/;);• g j 
una red en C (S) que converge hacia O uniformemente sobre com» 
pactos y verifica O ^ / ; ^ 1 para cada / •€ J. Dado e > O, existe 
/o € J tal que si / ^ j^ entonces fj (x) < e para todo jr '€ K^. Fija­
do j ^ ÍQ, sea 

i, = \x ^ S:/,{X)<B\. 

Evidentemente G => K^ y por lo tanto se verifica Y ( S \ G ) = 0. Se: 
deduce entonces: 

T (/>) = 7 i'/-o /j) + 7 i'̂ s \ G / » á 1 (s */̂ o) + 7 ( S \ G ) = £ 7 (G) g e 

luego Y es ¿-aditiva, como se quería probar. 
Recíprocamente, supongamos que S es completamente regular y 

que la medida T-aditiva ]x '€ SVÍ (S) es difusa. Sea Y '̂  SW (S) una 
medida ¿-aditiva tal que O ^ Y ^ ' Í ^ - Evidentemente, Y es difusa pues^ 
7 ^ p.. Como Y también es compacta en virtud del teorema 13 se 
concluye que Y = O, y queda probado que \i es puramente T-aditiva. 

En [9] se prueba que si ,p. '€ SVÍ (S) es ^-regular (resp. puramen­
te (y-aditiva) entonces es T-aditiva (resp. ^-singular). En el caso de 
que S sea un espacio topológico completamente regular se prueban 
resultados recíprocos de los anteriores : Toda medida T-aditiva 
[i € SVÍ (S) es ^-regular, y toda medida ^-singular y <i-aditiva es 
puramente <r-aditiva. 

También se prueba en [9] (sin suponer que S es completamente 
regular) que una condición necesaria y suficiente para que i{x € SVÍ (S)-
sea <r-aditiva (resp. puramente finitamente aditiva) es que p. sea se-
cuencialmente á^-regular (resp. secuencialmente ^-singular) . 
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15. COROLARIO.—Si S es un espacio topológico completamente 
regular cada m^edida finitamente aditiva ¡i '€ SVÍ (S) se puede des­
componer de modo único en la forma |x = X + <y + T + v, donde A-
es puramente finitam^ente aditiva, ^ es puramente a-aditiva, T es pu-
raméente ^-aditiva y v es t-aditiva (1, <y, T, v'€ SVÍ (S)). 

DEMOSTRACIÓN.—Es consecuencia del corolario 11, de los teore­
mas 13 y 14 y de los resultados indicados anteriormente, (T es difusa 
y ^-regular si y sólo si es puramente T-aditiva, y <i es ^-singular y 
secuencialmente á^-regular si y sólo si es puramente ff-aditiva.) 

El resultado del corolario 15 ha sido obtenido anteriormente por 
Kno'wles (1967). Con el corolario 11 hemos obtenido una generali­
zación de este resultado al caso de espacios topológicos regulares.. 

3. Medidas topológicas asociadas 

16. DEFINICIIÓN.—Si ]i'£^Nt (S), sea ¡i la función de conjunto^ 
considerada en la definición 4- Un subconjunto H c: S diremos que-
es ¡i-nulo si ji (H) = 0. Llamear em^os \L-continuos a los sub conjuntos 
M cz S cuya frontera b M = H es un conjunto ii.-nulo. 

Sea h : Ot —> S la aplicación considerada en el lema 5 y p.̂  la 
medida exterior sobre Ü asociada a la medida de Radon pL, y consi­
derada en la proposición 2. 

17. TEOREMA.—Dada una medida finitamente aditiva Q-regular-
(x CSVÍi (S)y sea yJ^ la función de conjunto definida para cada Me: S 
por ¡i^ (M) = {JL* fh"^ (M)). Si S es un espacio topológico regu­
lar, p.^ es una medida exterior sobre S con las siguientes propie­
dades : 

17.1) íx^ (M) = inf {(Jî  (G) :M c: G^Q), 
17.2) (x* (G) = sup (pi^ (Gi) : i € /} si {Gi : i € /} es una fami­

lia filtrante creciente de abiertos y G = U { d : i € / } . 

17.3) Los conjuntos de Borel y los \L-continuos son ^x."^-medibles.. 
17.4) fx"̂  (M) = [X (M) si M es \L-continuo, 

DEMOSTRACIIÓN.—Es inmediato que [x* es una medida exterior. 
Empezaremos probando 17.1. Dado M c: S, para cada e > O existe^ 
en a un abierto A 3 h''^ (M) tal que ¡1 (A) ^ (x̂  (M) + e. Este-

file:///L-continuos
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abierto es de la forma A = { H ; : ; ' € J} , donde no es restrictivo 
suponer que {Hy : / •€}} es una familia filtrante creciente. 

Para cada JT € M sea 6^ = {a € O : ja (V) = 1 si V € ^^j- Evi­
dentemente djc es compacto y ^x ^ h-^ (M) c: A. 

Entonces 6;̂  c H^ para algún / € J. Si x no fuese interior a H; 
tel filtro {V n H% : V € ^x} estaría contenido en un ultrafiltro ^ 
necesariamente convergente hacia x. Si a € O es la medida asociada 

a este ultrafiltro se verificaría la C ^x y a ^ Hy en contradicción con 

la inclusión 6̂^ c: Hy. Se deduce entonces que ^ € H; para algún 

i '̂  J > y por lo tanto que M c: G donde G = U {Hy : ; € J} , Evi-
^dentemente A 3 h'^ (G) y se verifica u.^ (G) ^ p. (A) ^ |i."̂  (M) + e, 
<ie donde se deduce 17.1. 

A continuación probaremos 17.2. Sea G = U {Gy : / ' € } } donde 
~{Gy : / € J} es una familia filtrante creciente de abiertos en S. Como 
é es continua en virtud del lema 5, se deduce que para cada j € ] 
^existe un abierto Ay c Q tal que Ir^ (Gy) = 0x11 Ay. Si 

A=<U{A. :y .c j} 

«dado Ê > O existe un conjunto finito de índices L c J tal que el 
.abierto U = U {A; : /•€ L} cumple p. (U) ^ jl (A) — e. Entonces 

íl* (OxXU) ^ p. (û\U) = 1 - p. (U) ^ 1 - ¡1 (A) + £. 

Por otra parte, como ,(x es ^-regular se verifica que p.̂  (Ox) = 1, 
íen virtud de la proposición 2. Teniendo en cuenta que U es p.̂  
rmedible se deduce: 

p-MOxHU) = l - í l * (Ox\U) ^ p, (A) - e ^ p.*(Oxn A ) - e . 

Como { G / : / ' € } } es una familia filtrante creciente, existe í € J 
t a l que Gy <= G¿ para todo / € L. Se tiene entonces 

6t n A = u lux n ^j-jen = U!^-MGy):y € J = ^ - M G ) 

y por lo tanto 

l i * ( G , ) ^ p , * ( O x n U ) ^ p . M O t n A ) - e = [JL*(G)-e 

«queda probado así que se cumple 17.2. 
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Seguidamente probaremos 17.3 y 17.4. Es fácil comprobar que 
la restricción de p.* a los subconjuntos de Ût es una medida exterior 
sobre O, para la cual son medibles todos los abiertos (para la topo­
logía inducida en Ot). Teniendo en cuenta la continuidad de la apli­
cación h : OT —à^ S se deduce fácilmente que cada abierto G <= S es 
[jL*-medible. 

Si G d S es abierto, h"^ (G) <= ô y por lo tanto pt.* (G) ^ ^ (G) 
lo cual implica, en virtud de 17.1, que (JL*̂  ( H ) = O siempre que H 
es pi-nulo. 

Si M •(= S es ix-continuo, el conjunto M — M = H es jx-nulo,. 
luego (Jî  (H) = O y por lo tanto H es ^^-medible. Entonces 

o 

M = M U H también es {¿^-medible y queda probado 17.3. 
Por otra parte, si F es cerrado y G = S\F, se verifica : 

ji (F) = 1 - |x (G) ^ l -^x* (G) = p.* (F) 

donde la última igualdad se deduce teniendo en cuenta que F es [in­
medible y que \i^ (S) = ¡X̂  (Qx) = 1. 

Entonces si M c: S es (x-continuo, como [x* (ó M) = O, resulta : 

]i{U)^\L (M) ^ | i* (M) =r | i* (M) = {x* (M) g ji (M) g IX (M), 

y queda probada la propiedad 17.4. 
18. OBSERVACIÓN.—Si además de las hipótesis del teorema 17 se 

supone que ¡i (G) = sup {{JL ( G ; ) : / ' € J} para cada familia filtrante 
creciente de abiertos {Gj : j€ ]}, con U {Gy:/ '€ J} = G, entonces 
la medida exterior [JL̂  dada por este teorema verifica que ¡i (M) ^ 
^ fx"̂  (M) para cada M c: S, y en consecuencia [x (M) = ix^ (M) 
siempre que M es abierto o cerrado. En efecto, dado M c: S y 

E > O, sea A ='U {H/ ' : / '€ J} el abierto considerado en la demos­

tración de 17.1, y G = U {G; :-/-€ J} donde Gy = Hy. Como M c G 

y {Gj : ; '€ J} es una familia filtrante creciente de abiertos en O cuya 

unión está contenida en A resulta : 

p. (M) ^ |jL (G) = sup { |jt (Gj) : / .€ J } = sup { y. (Gp : ; € J } ^ ¡I (A) ^ p,* (M),+ s 

y se deduce que ip. (M) ^ (x* (M). Si M es abierto, se ha visto en la 
demostración de 17.3 que jx* (M) ^ ,[x (M) y se deduce que |x y jx^ 
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coinciden sobre los abiertos, lo cual implica que coinciden también 
sobre los cerrados. 

Si la siguiente proposición se aplica al caso de un espacio topo-
lógico S completamente regular, se obtiene un resultado recíproco 
del dado por el teorema 17. 

19. PROPOSICIÓN.—Si [i'€ SVÍ (S) y existe una medida exterior 
|Ji* sobre S verificando 17.2 y 11.Jf, entonces [x es i-aditi%m. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea fj una red decreciente en C (S), tal que 
% ^fj ^ 1. Dado £ > O, sea 

F ; = U € S : / , f x ) ^ s ¡ , y Zf^\x ç S ://(:^) ^ 2 s i . 

Razonando como en la demostración del lema 10 de [8] se prueba 
que es numerable el conjunto de los números reales c € [e, 2 e] 
tales que 

no es [jL-nulo. Entonces para cada / existe una constante Cj € [E, 2 s] 
tal que H^. es [jt-nulo. El conjunto 

€s {JL-continuo y Z; c M '̂CZ Fy. 

Como Z, y M/ son sendas redes decrecientes de cerrados cuya 
intersección es vacía, aplicando 17.2 se deduce que 

Teniendo en cuenta 17.4 se obtiene que 

IÍm|jL(My) = limp*(My) = 0. 
i } 

Evidentemente : 
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y por lo tanto 

y 

para cada e > O, lo cual implica que 

l Í m i J L f / y ) = 0 
J 

20. DEFINICIÓN.—Si (x̂  es una añedida exterior lo cálmente finita 
:sohre el espacio topológica S, verificando 11.1 y 11,2, y con la pro­
piedad de que cada conjunto de Borel B^c: S es \L*-medible, diremos 
(siguiendo a Rodrigues-Salinas) que ¡i^ es una m^edida exterior to­
pológica sobre S. Llamaremos medida topológica en S a la restric­
ción p, de una añedida exterior topológica JJL̂  a la '^-álgebra de los 
conjuntos de Borel (o de los conjuntos ^^^-medibles). 

Si S es un espacio topológico regular, a cada medida finitamente 
aditiva ^-regular \i '€ íf/t (S) se le puede asociar, en virtud del teo­
rema 17, una medida exterior topológica JJÎ  (y por consiguiente una 
medida topológica p.) sobre S con la propiedad de que cada conjunto 
{jt-continuo M'C S es a^-medible y [i (M) = p.^ (M), ( = |t (M)). 

21. PROPOSICIÓN.—Sea S un es^pacio topológico regular. Si 
^ •€ Sí^i (S) es compacta (y por lo tanto Q-regular), la m^edida to­
pológica asociada p. es una medida de Radon. 

DEMosTRAcrÓN.—-Según el lema 5, para cada compacto K c: S 
•el conjunto h"^ (K) es un compacto en Û, y es la intersección de la 
familia filtrante decreciente de compactos {ù :K cz G € 0}. 

Entonces : 

pi (K) = jx* (K) = p. ih-i (K)) = inf { p. (G) : Kcz G € ^ } = 

^ i n í { ^ ( G ) : K c G 6 p } = p . ( K ) 

j por consiguiente: 

p. (S) = 11 (S) = sup{ p. (K) : K € f?̂  }= sup { p. (K) : K € 3< } . 

Para cada conjunto de Borel B € .S y e > O, sea K € ¡K tal que 
p. (S\K) ^ e/2. Existe G^ Ç que verifica 

G 3 S\B y p. (G\(S\B)) = ^ (G Ç] B) ̂  e/2. 
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Entonces H = K\G es compacto, H c: B y se verifica 

p. (B\H) ^ p. (B\K) + p. (B n G) ^ s/2 + e/2 = e-

Hemos probado que 

{l{B) = sup{p.(H) : B z ) H € 5 ^ } 

para cada conjunto de Borel B c: S, y por lo tanto p. es una medida 
de Radon sobre S según la definición dada por Schwartz en [6]. 

Puesto que cada medida finitamente aditiva (x € SVÍ (S) se des­
compone de modo único en la forma pi = X + v donde X'€ SVÍ (S) 
es ^-singular y v'€ SVÍ (S) es ^-regular, podemos considerar la me­
dida topológica V asociada a v (en el caso de que S sea un espacio* 
topológico regular). En el estudio de los subconjuntos M c: S para 
los que V (M) = (JL ( M ) desempeña un papel importante la noción de 
conjunto pi-compacto (introducida por B. Rodríguez-Salinas en [5]; 
cuando [JL es una medida exterior finitamente subaditiva sobre un* 
espacio topológico). 

22. DEFiNictóN.—Dada una medida finitamente aditiva t[x'€ g^í {S} 
un sub conjunto M a S se dice que es ^-compacto si para toda 
e í> d y cada recubrimiento abierto QQ de M existe un número finita 
de abiertos 

Gk € Qo^ k = l ,2, . . . m , 

tales que 

JM\\J Gk\<i. 

23. PROPOSICIÍÓN.—Una condición necesaria y suficiente para que 
[X € SVÍ (S) sea Q-reguiar es que S sea [L-compacto, 

DEMOSTRACIIÓN.—Es consecuencia inmediata de las definiciones. 

Se deduce fácilmente de la definición que todo subconjunto cerra­
do de un conjunto ¡fx-compacto es pi-compacto. 

Los conjuntos cerrados [x-compactos se caracterizan mediante la 
siguiente proposición : 
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24. PROPOSICIÓN.—Dada (i € SVÍ (S) sea {t = A + v /a descom­
posición única tal que A es Q-singular y y es Q-regular, 

Si M cz S es ¡i-compactOj se verifica X (M) = 0. Recíprocamen­
te, si A (M) = O y M es cerrado, entonces M es ^-compacto, 

DEMosTRActóN.—Como X es ^-singular, dado e > O existe una. 
familia filtrante creciente de abiertos { G J : ; € J } que recubre S j 
cumple A (G;) < e para todo / € J. 

Si M cz S es (JL-compacto se deduce que existe ; € J tal que 
jj, (M\Gy) < e. Entonces X (M\Gy) < e, lo cual implica que 

X (M) ^ X (M\Gy) -t- X (Gy)'g 2 £, 

y por lo tanto X (M) = 0. 
Recíprocamente, S es v-compacto en virtud de la proposición 2$ 

y se deduce que todo cerrado M c: S es v-compacto. 
Si M es v-compacto y X (M) = O, se deduce inmediatamente de 

la definición que M también es ^-compacto. 

25. DEFINICIÓN.—Si [JL € SVÍ (S) es tal que cada punto x € S" 
posee un sistema fundam^ental de entornos \i-compactos, se dice que 
S es lo cálmente x^-com.pacto. 

Si S es un espacio topológico regular y cada punto x'€ S posee 
un entorno [x-compacto, es inmediato que S es localmente |jL-com-
pacto. 

26. PROPOSICIÓN.—Dada ji € SVÍ (S), sea {ji = X + v la des-

com>posición única tal que X es ^-singular y v es Q-reguiar. 
Si S es un espacio topológico regular, son equivalentes : 
26.1) vS es localmetne ^-compacto. 
26.2) Existe un recubrimiento abierto { G J : ] ' ^ / } de S tal que 

X (Gj) = O para cada j € / . 

DEMOSTRACÍÓN.—Si S es localmente ¡i-compacto, para cada ^ € S 
o 

sea Yx nn entorno pi-compacto de x. {V;c'--^'^S} es un recubri­
miento abierto de S que cumple 26.2 en virtud de la proposición 24. 
Recíprocamente, supongamos que se cumple 26.2 y para cada 4; '€ S 
sea V;̂  un entorno cerrado de x contenido en algún abierto G; deí 
recubrimiento considerado en 26.2. Como X (Vĵ ) = O, se deduce^ 

file:///i-compactos
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por la proposición 24, que Yx es fx-compacto para todo JT € S. Por 
lo indicado después de la definición 25, S es localmente {¿-compacto. 

Dada !(JL € SW (S), denotaremos por S^^ la familia de los subcon-
juntos de S que son |ji-compactos y fi-continuos. En [8|] se prueba 
que ^^ es un anillo de conjuntos con la propiedad de que B € ¿R.^ 
siempre que Â c: B 'C A, y A € 31^, 

También se prueba en [8] que si S es un espacio topológico com­
pletamente regular localmente jji-compacto, entonces cada punto 
x •€ S posee una base de entornos ^x ^ Slp,-

27. TEOREMA.—Si S es un espacio topológico regular, para cada 
rp. € SVÍ (S) existe una medida exterior topológica v^ sobre S tal que 
iodo M^€SÍ^ es v^-medible y v^ (M) = \i (M). 

DEMOSTRACIÓN.—Consideremos la única descomposición JJL = X + 
+ V donde X es ^-singular y v es ^-regular. Del teorema 17 se de­

duce que existe una medida exterior topológica v^ sobre S para la 
cual cada M € 31^ es v^-medible, verificándose que v (M) i= v^ (M). 

Como O ^ V ^ |ji, se deduce que 'c-nuji. 'C c/t V 
y por lo tanto cada 

M € Sï^ es v*-medible, verificando además que 

V* (M) = V ( M ) = |x ( M ) , 

pues X (M) = O en virtud de la proposición 24. 

28. TEOREMA.—Si S es un espacio topológico completamente re­
cular, para cada |Ji '€ SVÍ (S) existe una única m^edida exterior topo-
lógica v^ sobre S que cumple: 

28.1) Todo M€3L^ es v^'-medible y v^ (M) = ^ (M). 

28.2) v^ (G) = sup {v^ (D) :G:=> D € ¿í^,} para cada G € Q. 

DEMOSTRACIIÓN.—Sea [x = X + v donde X es ^-singular y v es ^ -
regular. En la demostración del teorema 27 se ha probado que la 
medida exterior topológica v* asociada a v cumple 28.1. 

Sea 3^^^ la familia de los subconjuntos M (C S que son cerrados 
y [x-continuos. Como S es completamente regular, cada punto ^ € S 
posee una base de entornos ^x c= Sïjt. Puesto que ¿H^ es estable 
frente a uniones finitas resulta qne'3^^^ es una clase generatriz en S, 
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;según la definición 2 de [8]. Aplicando el teorema 5 de [8] se de-
-duce que 

V* (G) = sup ¡ V* M) : G Z) M C m^\ 

para cada G € ^ . 
Por otra parte, como v es ^-regular y Síp, (1 Q es una familia fil 

trante creciente de abiertos que recubre S, se deduce, en virtud del 
corolario 8 de [9] que 

v(M) = supiv(M n H):H C ^ j . n ^ i 

para cada M c S. 
Por consiguiente, dado G € ^ y e > O existe M € 9í^, M <= G 

tal que 

v*(G — v*(M)<6/2 , 

y para este conjunto M'CST^^ se puede encontrar H C ^ Í t t H p tal que 

v(M) —v(M n H ) < s 2 . 

El conjunto M n H = D está contenido en G, es (i-continuo 

í{pues M y H son [x-continuos) y pi-compacto (por ser un subcon-

junto cerrado de H que es fx-compacto) y verifica 

v ( M ) - v (D )<2 /2 . 

Como M es [x-continuo y O ̂  v ^ |JL se deduce que M también 
es v-continuo. Pero M es un subconjunto cerrado de S que es v-
"Compacto (proposición 27) y por lo tanto M € Sí^,, Puesto que 
M^ji'C ^ v se deduce también que D € ^ v , y aplicando 17.4 se ob­
tiene que 

v(M) = v*(M) y v(D) = v*(D). 

Resulta entonces 

V* (G) - V* ÍD) = (v* (G) - V* (M)) + (v (M) — v (D)) ^ s/2 + 6/2 = e, 

y queda probado así que v* cumple 28.2, 
Es inmediato que sólo puede existir una única medida exterior 

topológica v^ sobre S que cumple 28.1 y 28.2. 
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Del teorema 28 se deduce el siguiente resultado obtenido ante­
riormente en [8]. 

29. COROLARIO.—Sea {JI € SVÍ (S) y S un espacio topológico* 
com^pletámbente regular localmente ^-compacto. Entonces existe sobre 
S una única medida exterior topológica v* que verifique 28.1, 

DEMOSTRACIÓN.-—Si S es completamente regular localmente (x~ 
compacto, '^^ es una clase generatriz en S. Del teorema 5 de [8J 
se deduce que cualquier medida exterior topológica v^ sobre S cum­
ple necesariamente 2S.2. 
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