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Dada una medida finita y no negativa p, finitamente aditiva, definida sobre-
todos los subconjuntos de un conjunto no vacio S, es sabido que p, se puede
representar como una medida de Radon i sobre un espacio compacto Q (la com-
pactificacién de Stone-Cech de S para la topologia discreta). Si ¢ es una topologia:
separada en S, sea Q. el subconjunto de ) formado por los ultrafiltros en S-
que convergen para esta topologia. En este articulo continuamos con la linea de
trabajo iniciada en [9] consistente en caracterizar propiedades topoldgicas de y,.
en términos del tipo de concentracién de {i sobre Q..

Cuando la topologia ¢ es regular, obtenemos caracterizaciones de las medidas
finitamente aditivas compactas y también de las que hemos llamado difusas. Como»
aplicacién probamos un teorema de descomposicién del tipo Hewitt-Yosida, ana-
logo a otros obtenidos en [9]. Estos teoremas de descomposicién permiten aso-
ciar a ld medida finitamente aditiva y, una medida topolégica fj, sobre S y entonces:
estudiamos la clase de los subconjuntos M S para los que y (M) = f (M), ask
como las condiciones bajo las cuales la medida topolégica asociada fi es dnica.
Cuando p, es compacta se obtiene que la medida asociada f, es una medida de-
Radon. ‘

1. Introduccién

Sea S un conjunto no vacio, M (S) el conjunto de todas las
medidas finitas, no negativas y finitamente aditivas sobre el algebra
de todas las partes de S, y M, (S) el subconjunto de M (S) for-
mado por todas las medidas p que cumplen g (S) = 1.

(*) Trabajo realizado en el Departamento de Matematicas de la Facultad de:
Ciencias, Universidad de Murcia.
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Designaremos por B (S) el espacio vectorial de todas las aplica-
«ciones acotadas f: S—— R dotado de la norma de la convergencia
uniforme. Entonces &M, (S) es un conjunto convexo y débil¥-com-
-pacto de la bola unidad cerrada del dual B (S)’. El conjunto Q de
sus puntos extremales también es compacto para la topologia débil*
_y se verifica que «'€ Q si y s6lo si {AC S:a(A) =1} es un ultra-
filtro en S.

Para cada AC S sea A = {¢€Q:a(A) = 1}. Se verifica que
{A:Ac S} es una base de la topologia de Q@ y que un subcon-
junto 6. Q es abierto y cerrado si y s6lo si 6 = A para algin AcC S.

Si para cada x €S designamos por 3, la evaluacién en ux,
8, (f) = f(¥) para cada f€ B (S), entonces S = {5,:4 €S} estd
contenido en Q y es homeomorfo a S, dotado con la topologia dis-
~creta, mediante la biyeccién x —> 3,.

Resulta asi que Q se puede considerar como la compactificacion
de Stone-Cech de S para la topologia discreta. Por consiguiente,

si identificamos S y S, cada funcién acotada f€ B (S) se extiende
de modo {mico a una funcién continua f: Q —» R definida por

F@) =« (f) para cada «€ Q. Entonces a cada medida finitamente
aditiva p.'€ M, (S) se le puede asociar una tnica medida de Radon {

sobre el espacio compacto Q, verificando £ (Q) =1y @ (fh) = (f)
-para cada f € B (S). En particular, si f = ya es la funcién caracte-
ristica de un subconjunto A < S resulta § (A) = p (A). Los resul-
‘tados que acabamos de exponer se pueden ver en el libro de G. Cho-
«quet [2].

En lo que sigue supondremos que S estd dotado de una topolo-
gia séparada r. Queda determinado entonces el subconjunto Q. de
:Q formado por los elementos « € Q tales que el ultrafiltro asociado
s convergente para esta topologia.

Designaremos por C (S) subespacio vectorial de B (S) formado
-por las funciones acotadas continuas f: S — R. Como es habitual,
«designaremos por V., G, ¥, K y B las clases de subconjuntos de
‘S que son respectivamente entornos de x, abiertos, cerrados, com-
pactos y de Borel. Finalmente, sea & la familia de los coceros de
4unciones f€ C (S).

1. DEerINICION.—Una medida finitamente aditiva € M (S) di-
xemos que es G-regular (resp. secuencialmente FP-regular) si para
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«<ada familia D < G (resp. sucesidn D'C &P) filtrante creciente
que cumple U D =S se verifica que o (S) =sup {& (D) :D € D}.

Diremos que p. € M (S) es G-singular (resp. secuencialimente P-
singular) si para cada = > 0 existe una fomilia D < G (resp. suce-
Ssion D < P) filtrante creciente tal que U D =85 y p (D) Le
para cade D € D.

Sea (* la medida exterior asociada a la medida de Radon §,
-definida para cada 6'C Q por:

1.1) ¢*(8) = inf {i. (A):0 < A, A abierto en Q}.

Entonces es bien conocido que cada conjunto de Borel B © Q es
-fi*-medible.

2. ProrosicrON.—Una condicidn necesaria y suficiente para que
€M, (S) sea G-regular (resp. G-singular) es que p*(Q:) =1
(resp. p¥ (Q:) = 0). '

DemosTrACION.—Véase [9].

Sea & (Q) la familia formada por los subconjuntos abiertos
AcQ que son de la forma A= {0€Q:u(f)>0}, donde f€C(S)
YV f>0. Si p€M, (S), en [9] se prueba que la funcién de conjunto
#° definida para cada 6 CQ por (i (8) = inf {§(A):9C A€ P (Q)},
«es una medida exterior sobre Q con la propiedad de que cada
A€ P (Q) es f"-medible.

3. ProrosicioN.—Una condicidn necesaria v suficiente para que
‘€ M, (S) sea secuencialmente P-regular (resp. secuencialmente
EP-singular) es que {7 (Q:) =1, (resp. p (Q) = 0).

DEeMosTrACION.—Véase [9].

‘2. Medidas compactas y difusas. Teoremas de descomposicién

Nos proponemos caracterizar las medidas G-regulares p.€ M, (S)
-para las que Q; es un subconjunto fi*-medible de Q.

4. DerinictON.—Dada p. € M (S), sea & la funcidn de conjun-
ito definida para cada M S por (M) =inf{n(G) M Ge€G}.

Diremos que p. es compacta si p (S) = sup {f (K) - K€K}, y
ddiremos que p es difusa si f (K) = 0 para cada K € K.
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Es facil comprobar que toda medida compacta es G-regular y
que toda medida §-singular es difusa.

5. LEMA.—Sea h: Q. —» S la aplicacion que a cada « € Q. le
hace corresponder el limite del ultrafiltro asociado

U={AcS:q(Ad)=1}

Para cada K € K se verifica:
51) h™*(K)=N{G: K< Ge€gG}.

Si S es un espacio topoldgico regular entonces h es continua.

DemosTtrACION.—Es inmediato que ! (K)< G para cada abier-
to GD K. Si « g A (K) entonces cada x€ K posee un entornc:
abierto V. que verifica « (V) = 0. Como un ntmero finito de estoss
entornos recubre K se deduce que existe un abierto G D K tal que
o § G, y por lo tanto se verifica 5.1.

Si la topologia t de S es completamente regular, dado = €Q, sea
e = h () y V un entorno cerrado de a. Entonces VNQ, es un en-—

torno abierto de « en Q.. Dado 8'€ VN Q., el conjunto V pertenece:
al ultrafiltro asociado a 8. Como b = h (B) es el limite de este ultra-

filtro se deduce que b€ V = V y queda probado que  es continua.

6. OsseErvactoN.—Del lema 5 se deduce que, para cada K € K,
el conjunto 4 (K) es compacto en Q, y que si u'€ M, (S) enton—
ces & (K) = g (i (K)).

7. ProrosictéN.—Una condicidn necesaria pare que 1€ M, (S)
sea compacta es que p¥ (Q\Q.) = 0.

Si S es un espacio topoldgico regular, esta condicién también
es suficiente.

DEMOSTRACION.—Si g es compacta, dado ¢ > 0 existe K € K tal’
que i (K) > 1—¢. Entonces 8 = 4! (K) es un subconjunto com-
pacto de Q contenido en Q. que cumple . (6) = g (K) > 1—e, y
por consiguiente ¥ (Q\Q.) = 0.

Reciprocamente, si S es un espacio topolégico regular y
§* (Q\Q:) = 0, dado ¢>0 existe un compacto % < Q. tal que-
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@i () >1—c. Como & es continua en virtud del lema 5, resulta
sque K = & (6) es un subconjunto compacto de S que cumple
AE =B '"EK)>2®) 21— y de aqui se sigue que p es
~compacta.

8. OBSERVACION.—Si 1 € M, (S), la condicion {p* (Q\Q:) =0
-equivale a que Q. sea un subconjunto {*-medible de Q, verificando
4% (Q:) = 1. Resulta de las proposiciones 2 y 7 que, cuando S es
un espacio topolégico regular, las medidas compactas '€ M, (S)
son precisamente las medidas G-regulares tales que Q. es un sub-
«conjunto fi*-medible de Q.

9. ProrosictoNn.—Una condicidn suficiente para que p € M, (S)
.sea difusa es que p* (Q\Q.) = 1.

Si S es un espacio topoldgico regular esta condicién también es
“necesaria.

DemosTrACION.—Supongamos que ¥ (Q\Q.) = 1. Entonces para
«cada compacto 8 < Q; es f (0) = 0. En particular si 6 = 47! (K)
donde K € K, se cumple & (K) = g (A7 (K)) = 0 y por lo tanto g
-es difusa.

Si p es difusa y el espacio topolégico S es regular, dado un com-
pacto 6 C Q., entonces K = & (6) es un subconjunto compacto de S,
pues % es continua. Por consiguiente

0 <56 <p (1 (K) = 5 (K) =0,

-para cada compacto § C Q. y por lo tanto {i* (Q\Q.) = 1.

10. TeOREMA.—Si S es un espacio topoldgico regular, cada me-
dida finitamente aditiva p.'€ M (S) se puede descomponer de modo
dinico en la forma p =X + v, donde v€ M (S) es compacia vy
2€ M (S) es difusa.

DEMOSTRACION.—Bastard hacer la demostracion en el caso
w €M, (S). Sea a =sup {f (K) : K€XK}. Si a =0 (resp. a =1)
se obtiene una descomposicién del tipo indicado tomando X} =p y
v =0 (resp. v=p y A = 0). Supongamos 0 <a <1, y sea K, =S

.y . - 1
-una sucesién expansiva de compactos tal que f (K,) > ¢ — — para
n
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cada #€ N. Sea W = U 9, donde 9, = i* (K,). Como cada 6,
=1

€s un compacto contenido en Q., resulta que W es un conjunto de
Borel en Q que verifica W< Q, y & (W) = a.

Existe una tnica medida « € M, (S) tal que

1
6 B)=__p@BNW)
a

para cada conjunto de Borel B < Q.

Como &(K) =2 (0) = — 60 = — & (K)> — (a—i);

a a 7
se deduce que = es compacta.

Analogamente, existe una unica medida B'€ &M, (S) tal que,
para cada conjunto de Borel B € Q, se verifica

. 1
B®) = e o (BN We),

siendo b = 1— a.
Probaremos que B es difusa por reduccion al absurdo. Suponga-
mos que existe K'€ K tal que § (K) = ¢>0, y sea n€ N tal que

1
—<<cb. Sio=hrt(K), se verifica
”

BEUK)=a0U8) =a@UoINW + a(0U6s)N W
Sa0)+FaONW) =0@0,) 08O

- 1
éa—i+b:@(K)=a+bc—_—>a
- n n

lo cual contradice la definicion de ea.
Evidentemente i = ¢ & + b g y por lo tanto g = aw + b don-
de ¢ es compacta y b8 es difusa.

Finalmente probaremos la unicidad de la descomposicion. Sea
pues p. = A + v donde v es compacta y X es difusa. Sea como antes

a=sup{{(K):KeX}
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Dado K€ K, existe un abierto G D K tal que
1(G)<e2 ¥y v(G LI K)+ /2
y por lo tanto
PR ZpG=vG+216G) LK) +e

Por otra parte, es evidente que 3 £ {i, y por consiguiente { (K) =:
= 3 (K) para cada K€ K.

Por lo que se acaba de probar a = sup {v (K):=K € K}. Si’
a = 0 entonces v es compacta y difusa lo que implica que v = 0 y-
@ = A, quedando probada la unicidad en este caso. Si @ = 1, como-
v es compacta, resulta v (S) =1 y por lo tanto A =0y p =v, y°
también queda probada la unicidad en este caso.

Finalmente, si 0 <e <<1, y b =1—a, sea

[
[

a b

Es obvio que «,, B, € M, (S) y bastard probar que « = a, y 8 = B,.
Se verifica:

1
&, (W) =sup{ga, (0, :n€N}=supfa (K): n€N}= — sup{3(K,):n€N}="
a

1
= —sup{p(K,) :n€N}=1
a

@1 W) = sup{@1 6, :n€N}= sup{:fil (K, :n€N}=0.

Por consiguiente, como { = a &, + bf{il, para cada conjunto de
Borel B Q se cumple:

1 1 ~
aB) = —pBNAW)=— (&, BOAW)+b8, BAW) =5 BNW) =g B),

a a

luego @ = «, y B = B,, como se queria probar.

En [9] se prueba que toda medida finitamente aditiva p. € M (S)-
se puede descomponer de modo tnico en la forma p. = X + v donde
vE€ M (S) es G-regular (resp. secuencialmente &P-regular) y 1€ M (S):
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«es G-singular (resp. secuencialmente &-singular). Como consecuencia
de estos resultados y del teorema 10 se obtiene el siguiente corolario:

11. CoroLARIO.—Si S es un espacio topoldgico regular, cada
medida  finitamente aditiva p € M (S) se puede descomponer de
modo unico en la forma p = X+ ¢ + v + v, donde v es compacta,
v es difusa y G-regular, ¢ es G-singular y secuencialmente &-regular
4 X es Secuencialmente P-singular (X, s, v, vE€ M (5)).

DeMoSTRACION.—Segtin el teorema 10, ¢ = X" + v donde v es
-compacta y A" es difusa. Por los resultados citados anteriormente
X = X"+ 1 donde v es G-regular, y 2’ es G-singular, y A" =X + ¢
~donde s es secuencialmente &-regular y A secuencialmente &-singu-
lar. Como 0 £ £ X y X es difusa se deduce que © es difusa. Ana-
logamente, como A” es -singular y 0 £ ¢ < X" resulta que ¢ es
G-singular. Si g = A, + ¢, + 7, + v, es otra descomposiciéon analo-
ga, como A, + o, + 7, es difusa y v, es compacta, basta tener en
~cuenta la unicidad asegurada por el teorema 10 para deducir que
v=v, ¥y A+6+7T=2X + o + 7. Un razonamiento analogo per-
mite probar que T =1, y A + ¢ = A, + ¢,, y finalmente se obtiene
que A = A, y ¢ = o,.

12. DeriNiciON.—Una medida p.'€ M (S) se dice que es t-aditi-
-va si para cada red (f;) en C (S), 0 £ 1£; £ 1, que converge hacia 0
uniformemente sobre compactos se verifica lim p (f)) = 0.

J
Se dice que p€ M (S) es t-aditiva (resp. s-aditiva) si limy (f;) =0

_para cada red (resp. sucesidn) decreciente (f;) en C (S)Jque verifi-
que lim f; (x) = 0 para todo x € S.
J

Si €M (S) es t-aditiva (resp. s-aditiva) y cada medida t-aditi-
~va (resp. t-aditiva) Y€ M (S) que verifigue 0 <y £ ., es idénti-
.camente nula, entonces se dice que p. es puramente w-aditiva (resp.
puramente s-aditiva).

Finalmente, si p. € M (S) y toda medida s-aditiva v € M (S)
que verifique 0 Ly £ p es idénticamente nula, entonces se dice que
“u es puramente finitamente aditiva.

Del teorema de Dini se deduce que toda medida ¢-aditiva, es -
-aditiva.
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13. Treorema.—Toda medida compacta p. € M (S) es t-aditiva.
Reciprocamente, si S es un espacio topolégico completamente re-
gular, toda medida t-aditiva p. € M (S) es compacta.

DEMOSTRACION. — Bastard hacer la demostracién en el caso
€ M, (S). '

Supongamos que g es compacta y sea (f;)jcs; una red en C (S)
que converge hacia 0 uniformemente sobre compactos y verifica
0<f<1, para todo j€]J. Dado ¢> 0 existe K€ K tal que
FE)X1—e

Sea j,€J tal que f;(#) <<e para todo *r€K y j>7,. Si
9 = h~* (K), entonces { (Q\9)=1—a(®) =1—f(K)<Le Dado
€9, si @ =h(x) se cumple:

fi@=a(f)=r@)<e
siempre que § = j,. Por otra parte, . (0) = o (K) > 1 —e.
Por consiguiente, para todo j X j, se verifica:

U =p0F) =0 +eGy WZLaley) +0@Q0) < 2

luego p es t-aditiva.

Reciprocamente, supongamos que S es completamente regular y
p € M (S) una medida t-aditiva. Se deduce facilmente de la defini-
«cion de medida t-aditiva que dado ¢ > 0 existe K€ K tal que si
fEC(S),0Lf<1,y f(x) =0 para todo » € K, entonces se cum-
ple v (f) < ..

Como S es completamente regular, para cada abierto G D K se
puede asegurar la existencia de una funcion f€ C(S), tal que
0LfL], f(#)=0siv€Kyf(x)=1sia&G. Evidentemente
s\we £ f y por lo tanto u (S\G) £ ¢ (f) £ ¢, de donde se deduce
que p(G)>1—-e.

Entonces resulta que i (K) > 1—¢ y queda probado que p es
-compacta.

14. TroreEMA.—Tode medida puramente t-aditiva 1 € M (S) es
difusa.

Reciprocamente, si S es un espacio topoldgico completamente re-
gular, toda medida difusa y <-aditiva es puramente t-aditiva.
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DemosTrACION.—Probaremos en primer lugar que si g no es di-
fusa no puede ser puramente rt-aditiva. Supongamos que existe:
K,€ K tal que f(Ky) = ¢>0. Sea {G;:1€ 1} la familia de los
abiertos que contienen a K,, donde el conjunto de indices I se ha
dirigido poniendo i > k si G; € G,. Para cada i€ 1 sea g, '€ M (S)
definida por u; (f) = o (f %c,) para cada f€ B (S). Evidentemente
(#: (f))i 1 es una red decreciente, y por lo tanto existe el limite-
lim e (f) = v (f) para cada f€ B (S). Queda definida asi una medi-

da Yy € M (S) que cumple ¥y (S) _.hmp.(G) =c¢>0.

Evidentemente 0 < vy £ . Bastara probar que y es t-adltlva
para concluir que ¢ no es puramente -aditiva. Sea entonces (f;); ¢+
una red en C (S) que converge hacia 0 uniformemente sobre com-
pactos y verifica 0 < f; £1 para cada j€ J. Dado >0, existe
7o € J tal que si j > j, entonces f; (#) << e para todo x € K. Fija—
do j > j,, sea

G={x €S:fx)<ef.

Evidentemente G D K, y por lo tanto se verifica y (S\G) = 0. Se:
deduce entonces:

1 =1"% )+ 1ds o/ S 1le) +7\G)=€e7(G) ¢

luego y es t-aditiva, como se queria probar.

Reciprocamente, supongamos que S es completamente regular y
que la medida +-aditiva u € M (S) es difusa. Sea v'€ M (S) una
medida ¢-aditiva tal que 0 < vy < p. Evidentemente, y es difusa pues.
¥ £ .. Como y también es compacta en virtud del teorema 13 se-
concluye que v = 0, y queda probado que p es puramente c-aditiva.

En [9] se prueba que si p € &M (S) es G-regular (resp. puramen-
te ¢-aditiva) entonces es t-aditiva (resp. G-singular). En el caso de:
que S sea un espacio topoldgico completamente regular se prueban
resultados reciprocos de los anteriores: Toda medida r-aditiva
n€ M (S) es Gregular, y toda medida §G-singular y e-aditiva es.
puramente c-aditiva.

También se prueba en [9] (sin suponer que S es completamente
regular) que una condicién necesaria y suficiente para que y € M (S)
sea s-aditiva (resp. puramente finitamente aditiva) es que ¢ sea se-

cuencialmente’ P-regular (resp. secuencialmente &-singular).
g
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15. CoroLAR1O.—Si § es un espacio topoldgico completamente
regular cade medida finitamente aditiva w'€ M (S) se puede des-
componer de modo tinico en la forma w = X + 6 + 1 + v, donde 1
es puramente finitamente aditiva, ¢ es puramente s-aditiva, « es pu-
ramente v-aditiva y v es t-aditiva (X, e, 1, v'€ M (S)).

DEMOSTRACTON.—Es consecuenc}a del corolario 11, de los teore-
mas 13 y 14 y de los resultados indicados anteriormente. (r es difusa
y G-regular si y sélo si es puramente t-aditiva, y ¢ es §-singular y-
secuencialmente &P-regular si y s6lo si es puramente s-aditiva.)

El resultado del corolario 15 ha sido obtenido anteriormente por
Knowles (1967). Con el corolario 11 hemos obtenido una generali-
zacién de este resultado al caso de espacios topoldgicos regulares.

3. Medidas topolégicas asociadas

16. DEFINICION.—Si p '€ M (S), sea § la funcion de conjunto
considerada en la definicion 4. Un subconjunto H C S diremos que
es w-nulo si i (H) = 0. Llamaremos p-continuos a los subconjuntos:
M c S cuye frontera O M = H es un conjunto p-nulo.

Sea h: Q; —— S la aplicacién considerada en el lema 5 y §* la.
medida exterior sobre Q asociada a la medida de Radon {, y consi-
derada en la proposicién 2.

17. TeorEMA.—Dade una medida finitamente aditiva G-regular-
LEM, (S), sea p* la funcidn de conjunto definida para cada M C S
por p* (M) = o* (h™* (M)). Si S es un espacio topoldgico regu--
lar, u* es una medida exterior sobre S con las siguientes propie--
dades :

17.1) w* (M) = inf {p*¥ (G) : M < G € G}.

17.2) u* (G) = sup {u* (Gy):1€I} si {Gi:1€I} es una fami-
lia filtrante creciente de abiertos v G .='U {G;:1€ I}.

17.3) Los conjuntos de Borel y los w-continuos son p*-medibles..

17.4) w* (M) =@ (M) si M es p-continuo.

DEMOSTRACION.—Es inmediato que p* es una medida exterior..
Empezaremos probando 17.1. Dado M < S, para cada « > 0 existe:
en Q un abierto A D k' (M) tal que @ (A) £ p* (M) + . Este:
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abierto es de la forma A = {H, :7€ J}, donde no es restrictivo
suponer que {H;:j7€ J} es una familia filtrante creciente.

Para cada €M sea 0, = {« €Q:a (V) =1 si V€ D,}. Evi-
dentemente 6, es compacto y 6, < b~ (M) < A.

Entonces 9, H; para algtn j € J. Si x no fuese interior a H,
el filtro {V N H¢ : V€ D,} estaria contenido en un ultrafiltro U
necesariamente convergente hacia #. Si « € Q es la medida asociada

@ este ultrafiltro se verificaria w€ 6, y « € H; en contradicciéon con
- . .7 Y i ’
la inclusién 6, < H;. Se deduce entonces que x€ H; para algun

J€J; y por lo tanto que M < G donde G = WU {H,- »j€J}. Evi-
«dentemente A O i~ (G) y se verifica u* (G) L & (A) £ p* (M) + ¢,
«de donde se deduce 17.1.

A continuacién probaremos 17.2. Sea G = U {G; : j€ J} donde
{G; 7€ J} es una familia filtrante creciente de abiertos en S. Como
J es continua en virtud del lema 5, se deduce que para cada 7€ ]
existe un abierto A; € Q tal que A1 (G)) = Q. NA; Si

A=U{A :j€T}

«dado > 0 existe un conjunto finito de indices L < J tal que el
abierto U =WU {A;:7€L} cumple & (U)> @& (A) —e. Entonces

0 (QA\U) £ 5 (@Q\U) =1— 3 (U) £1— i (A) + e

Por otra parte, como p es G-regular se verifica que §* (Q:) = 1,
sen virtud de la proposicién 2. Teniendo en cuenta que U es §*
‘medible se deduce:

QN =1—3* @\ A) —e> 5@ NA) —e

Como {Gj:j€ J} es una familia filtrante creciente, existe 1€ J
tal que G, < G, para todo j€ L. Se tiene entonces

Q@ NU=UI%NA:jEL =UJ41(G):j € LICA(G)
QN A=U}Q NAjj€If=UN(G):j €] =4 (G)

'y por lo tanto

B G2 @ NU S G (@ NA) —e = p* (G)—e

«queda probado asi que se cumple 17.2.
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Seguidamente probaremos 17.3 y 17.4. Es facil comprobar que
la restriccion de §* a los subconjuntos de Q. es una medida exterior
sobre Q. para la cual son medibles todos los abiertos (para la topo-
logia inducida en Q.). Teniendo en cuenta la continuidad de la apli-
cacion h: Q. — S se deduce ficilmente que cada abierto GC S es
p¥*-medible.

Si G < S es abierto, 1! (G) € G y por lo tanto p* (G) £ u (G)
lo cual implica, en virtud de 17.1, que p* (H) = 0 siempre que H
es p-nulo.

Si M\c S es p-continuo, el conjunto M—M=H es w-nulo,
luego p*(H) =0 y por lo tanto H es p*medible. Entonces

M = MUH también es w¥*-medible y queda probado 17.3.
Por otra parte, si F es cerrado y G = S\F, se verifica:

w@F =1—p(G) L1—p*(G) = p* (F)

donde la ultima igualdad se deduce teniendo en cuenta que F es p*-
medible y que u* (S) = ¥ (Q.) = 1.
Entonces si M= S es p-continuo, como p* (0 M) = 0, resulta:

b (M) < (M) < (M) = p* (M) = p* (M) < . (M) < e (M),

v queda probada la propiedad 17.4.

18. OBSERVACION.—Si ademais de las hipétesis del teorema 17 se
supone que & (G) = sup {n (G;):j € J} para cada familia filtrante
creciente de abiertos {G;:7€ J}, con U {G;:j€ J} = G, entonces
la medida exterior p* dada por este teorema verifica que p (M) £
< p* (M) para cada M c S, y en consecuencia g (M) = u* (M)
siempre que M es abierto o cerrado. En efecto, dado M c S y
e>0, sea A =U{H;:j€]J} el abierto considerado en la demos-
tracién de 17.1, y G = U {G; »j € J} donde G; = H;. Como M < G
y {Gj:j€ J} es una familia filtrante creciente de abiertos en Q cuya
unién esta contenida en A resulta:

b (M) £ (G) =sup{ (G) :7€T}=sup{ (G) 1 F€J} L (D) < p* (M) +6

y se deduce que p. (M) £ ¢*¥ (M). Si M es abierto, se ha visto en la
demostraciéon de 17.3 que p* (M) £ (M) y se deduce que p y p*
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coinciden sobre los abiertos, lo cual implica que coinciden también
sobre los cerrados.

Si la siguiente proposicién se aplica al caso de un espacio topo-
légico S completamente regular, se obtiene un resultado reciproco
del dado por el teorema 17.

19.  ProPOSICION.—Si ('€ M (S) y existe una medida exterior
v* sobre S wverificando 17.2 y 17.4, entonces p es t-aditiva.

DeMosTrRACION.—Sea f; una red decreciente en C (S), tal que
0<f <£1. Dado ¢ > 0, sea

Fi=lr €S:ifit0Zel, vy Zi=)r €S:/(n =24
Razonando como en la demostracién del lema 10 de [8] se prueba
que es numerable el conjunto de los nimeros reales ¢ € [e, 2¢]
tales que

H.=!x € S:/j(x) = ¢

no es p-nulo. Entonces para cada j existe una constante ¢; € [¢, 2 ¢]
tal que H,i es p-nulo. El conjunto

M;=lx € S: fj(x) =¢j{
es p-continuo y Z; < M; < F;.
Como Z; y M; son sendas redes decrecientes de cerrados cuya
interseccion es vacia, aplicando 17.2 se deduce que
lim p*(Z,) = 0 = lim p*{F,).
7 J
Teniendo en cuenta 17.4 se obtiene que
lim p (M) = lim p* (M) = 0.
i 7
Evidentemente :

w O = (fils\mpd+p (T = p (M 2
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7y por lo tanto

0<limp(fp=2:
j

para cada ¢ > 0, lo cual implica que

lir"\p.(fﬁ:()
7

20. DEFINICION.—Si p.*¥ es una medida exterior localmente finita
sobre el espacio topoldgico S, verificando 17.1 y 17.2, vy con la pro-
piedad de que cada conjunto de Borel B'C S es p*-medible, diremos
(siguiendo a Rodriguez-Salinas) que p* es una medida exterior to-
poldgica sobre S. Llamaremos medida topoldgica en S a la restric-
cidn G de una medida exterior topolégica p* a la s-dlgebra de los
conjuntos de Borel (o de los conjuntos p*-medibles).

Si S es un espacio topolégico regular, a cada medida finitamente
aditiva G-regular p € M (S) se le puede asociar, en virtud del teo-
rema 17, una medida exterior topoldgica p¥* (y por consiguiente una
‘medida topoldgica @) sobre S con la propiedad de que cada conjunto
p-continuo M S es p*medible y p (M) = p*¥ (M), (= (M)).

21. PROPOSICION.—Sea S un espacio topoldgico regular. Si
v € M, (S) es compacta (y por lo tanto G-regular), la medida to-
poldgica asociada fi es una medida de Radon.

DEMOSTRACION.—Segtin el lema 5, para cada compacto K< S
€l conjunto 4! (K) es un compacto en Q, y es la interseccion de la
familia filtrante decreciente de compactos {G:K < G€ G}.

Entonces:

BEK) = p*(K)=qa(1(K) = inf{3(C) : KCGEG}=
=inf{p(G):KcGeEF}=pn((K

y por consiguiente:
EO =pn @) =sup{i(K): K€K }=sup{(K):Ke€X}

Para cada conjunto de Borel B€&B y ¢ > 0, sea K € K tal que
@ (S\K) < ¢/2. Existe G€ § que verifica

GOS\B y f(G\S\B) = (GNB) Le/2
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Entonces H = K\G es compacto, H € B y se verifica
EBH <pBK+EBNG) Le/2+6/2 =
Hemos probado que

p@B)=sp{pH) :BOHEX}

para cada conjunto de Borel B < S, y por lo tanto § es una medida
de Radon sobre S segtn la definicién dada por Schwartz en [6].

Puesto que cada medida finitamente aditiva p € M (S) se des-
compone de modo tinico en la forma g = X + v donde € M (Sy
es G-singular y v'€ M (S) es G-regular, podemos considerar la me-
dida topoldgica 5 asociada a v (en el caso de que S sea un espacio
topolégico regular).. En el estudio de los subconjuntos M < S para
los que ¥ (M) = p (M) desempefia un papel importante la nociéon de
conjunto g-compacto (introducida por B. Rodriguez-Salinas en [5]
cuando p es una medida exterior finitamente subaditiva sobre un
espacio topoldgico).

22. DEeFINICION.—Dada una medida finitamente aditiva p.€ M (S)

un subconjunto M < S se dice que es p-compacto si para todo
e >0 vy cada recubrimiento abierto G, de M existe un mimero finito
de abiertos

Gk €G, k=12 ...m, -

tales que
p.(M\ Gk)< €.
Y

23. ProposiCiON.—Una condicién necesaria y suficiente para que
v €M (S) sea G-regular es que S sea w-compacto.

DemosTrACION.—Es consecuencia inmediata de las definiciones.

Se deduce facilmente de la definicién que todo subconjunto cerra-
do de un conjunto p-compacto es p-compacto.

Los conjuntos cerrados p-compactos se caracterizan mediante la
siguiente proposicién:
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24. ProrosiciON.—Dada ¢ € M (S) sea p.= X + v la descom-
posicion tnica tal que X es G-singular y v es G-regular.

Si M < S es p-compacto, se verifica X (M) = 0. Reciprocamen—
te, si A (M) =0y M es cerrado, entonces M es w-compacto.

DemosTtrACION.—Como X es G-singular, dado &> 0 existe una
familia filtrante creciente de abiertos {G;:j€ J} que recubre S y
cumple A (G;) < ¢ para todo j€ J.

Si Mc S es p-compacto se deduce que existe j€ J tal que
p. (M\G;) < e. Entonces A (M\G)) < ¢, lo cual implica que

A(M) S h (M\G)) + A (G’ 2¢,

y por lo tanto A (M) = 0.

Reciprocamente, S es v-compacto en virtud de la proposicién 28
y se deduce que todo cerrado M © S es v-compacto.

Si M es v-compacto y X (M):= 0, se deduce 1nmedxatamente de
la definicién que M también es p-compacto.

25. DEFINICION.—Si 1 € M (S) es tal que cada punto X €S
posee un sistema fundamenial de entornos p-compactos, se dzce que
S es localmente p-compacto.

Si S es un espacio topolégico regular y cada punto # € S posee
un entorno p-compacto, es inmediato que S es localmente y-com-
pacto.

26. ProrosiciON.—Dada p € M (S), sea p =X + v la des-
composicion dnica tal que * es G-singular y v es G-regular.

St S es un espacio topoldgico regular, son equivalentes :

26.1) S es localmetne w-compacto.

- 26.2) Existe un recubrimiento abierto {Gy:j€J} de S tal que
2 (Gy) = 0 para cada j€J.

DEMOSTRACION.—Si S es localmente p-compacto, para cada v € S

sea V, un entorno p-compacto de x. {\ofx::'x‘é S} es un recubri-
miento abierto de S que cumple 26.2 en virtud de la proposicion 24.
Reciprocamente, supongamos que se cumple 26.2 y para cada #€ S
sea V, un entorno cerrado de x contenido en algin abierto G; dek
recubrimiento considerado en 26.2. Como A (V,) = 0, se deduce,
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por la proposicion 24, que V, es w-compacto para todo x € S. Por
1o indicado después de la definicién 25, S es localmente p-compacto.

Dada g € M (S), denotaremos por H, la familia de los subcon-
juntos de S que son p-compactos y p-continuos. En [8)] se prueba
-que A, es un anillo de conjuntos con la propiedad de que B € A,
siempre que AC BC A, y A€HA,.

También se prueba en [8] que si S es un espacio topolégico com-
pletamente regular localmente w-compacto, entonces cada punto
X € S posee una base de entornos B, < HA,.

27. TEOREMA.—Si S es un espacio topoldgico regular, para cada
w€ M (S) existe una medida exterior topoldgica v¥ sobre S tal que
todo M€ A, es v*-medible y v¥ (M) = p (M).

DemosTtractON.—Consideremos la finica descomposiciéon g = i +
+ v donde A es G-singular y v es G-regular. Del teorema 17 se de-
«duce que existe una medida exterior topolégica v* sobre S para la
<ual cada M € A, es v¥-medible, verificindose que v (M) = v* (M).

Como 0 £ v £ p., se deduce que H, < A, y por lo tanto cada
M€ A, es v*-medible, verificando ademés que

VM) =y (M) = g (M),
pues A (M) = 0 en virtud de la proposicion 24.

28. TEOREMA.—Si S es un espacio topoldgico completamente re-
gular, para cada p. € M (S) existe una dnica medida exterior topo-
légica v* sobre S que cumple:

28.1) Todo M€ H, es v¥-medible y v* (M) = p (M).

28.2) v* (G) = sup {v* (D)+G DD €A} para cada GE€G.

DEMOSTRACION.—Sea ¢ = X + v donde A es G-singular y v es G-
regular. En la demostracién del teorema 27 se ha probado que la
medida exterior topolégica v* asociada a v cumple 28.1.

Sea H, la familia de los subconjuntos M« S que son cerrados
y p-continuos. Como S es completamente regular, cada punto # € S
posee una base de entornos B, < H,. Puesto que H, es estable
frente a uniones finitas resulta que ¥, es una clase generatriz en S,
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segtin la definicion 2 de [8]. Aplicando el teorema 5 de [8] se de-
-duce que

v (G)=sup }v* M):GDOM € Hy!

para cada G€ G.

Por otra parte, como v es G-regular y A, N G es una familia fil
trante creciente de abiertos que recubre S, se deduce, en virtud del
corolario 3 de [9] que

v(M)=supv(M N H):H € Ap N Gt

para cada M c S.
Por consiguiente, dado G€ G y ¢ >0 existe M€ H,, M G
‘tal que '
V(G — vF (M) <Te/2,

¥y para este conjunto M €H, se puede encontrar H€ A, N G tal que
viM) —v(M N H)<<:2.

El conjunto M N H = D esti contenido en G, es g-continuo
{pues M y H son p-continuos) y p-compacto (por ser un subcon-

junto cerrado de H que es p-compacto) y verifica
viM) — v(D)<s/2.

Como M es p-continuo y 0 £ v < p se deduce que M también
-es v-continuo. Pero M es un subconjunto cerrado de S que es v-
«compacto (proposicion 27) y por lo tanto M € HA,. Puesto que
A< A, se deduce también que D€ A,, y aplicando 17.4 se ob-
‘tiene que
v(M)=v*(M) y v(D)=v*(D).

Resulta entonces
W (G) — v* (D) = (v* (G) — v* (M)) 4 (v (M) — v(D)) < 2/2 +¢/2 = ¢,

'y queda probado asi que v* cumple 28.2.
Es inmediato que sélo puede existir una dnica medida exterior
topolégica v¥ sobre S que cumple 28.1 y 28.2.
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Del teorema 28 se deduce el siguiente resultado obtenido ante-
riormente en [8].

29. CoROLARIO.—Sea pw €M (S) y S un espacio topoldgico
completamente regular localmente y-compacto. Entonces existe sobre
S una tnica medida exterior topoldgica v¥ que verifiqgue 28.1.

DeEMOSTRACION.—Si S es completamente regular localmente p-
compacto, A, es una clase generatriz en S. Del teorema 5 de [8]
se deduce que cualquier medida exterior topoldgica v* sobre S cum-
ple necesariamente 28.2.
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