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MASDEXEXÁS 

Motivación 

Una de las diferencias principales entre la teoría de ecuaciones-
diferenciales ordinarias y la teoría de ecuaciones diferenciales fun
cionales reside en el hecho de que, en la segunda, las estimaciones 
que puedan hacerse sobre la solución del proceso dependen, no del 
instante concreto de la observación, sino también de instantes dis
tintos a aquél —de intervalos de tiempo, en general, anteriores air 
momento de la observación—. Esto sucede, por ejemplo, en el caso 
de las E. D. retardadas, o en el caso de ecuaciones diferenciales que-
incluyen términos de tipo integral extendidos a determinados inter
valos de tiempo. Esta particularidad se agrava cuando, de una solu
ción, todo lo que conocemos es su situación en un «solo» instante-
inicial ¿ = ÍQ, (En el caso de las E. D. retardadas, ello supondrían 
conocer la posición de la solución en un tiempo t — t^ que, por azar,, 
resulte ser un punto fijo de la función de retardo). 

El tipo de problema que consideraremos en lo que sigue respon
de básicamente a las dos particularidades citadas. El método utili
zado se apoya en algunos resultados de [2], resultados que por otra, 
parte han permitido extender el marco ofrecido en [3] y [4] a situa
ciones más generales. 

Se dan teoremas de existencia y unicidad de soluciones, así comoî> 
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de prolongación (condicionales), en la primera parte de este trabajo. 
Una aplicación a las ecuaciones diferenciales retardadas, y algunos 

:j*esultados de dependencia continua, cierran el mismo. Finalmente 
-cabe decir que el marco general que construiremos contiene también 
-como casos particulares a problemas regidos por ecuaciones diferen
ciales perturbadas aditivamente por cierto tipo de operadores inte-
^grales de tipo Volterra (cf. {4[] ; y [1], págs. 12 y 77). 

1. Notación y definiciones 

Diremos que una sucesión de intervalos I = {Ii, I2, .••} consti-
vtuye una cadena en torno a un punto /> '€ R si : 

(i) / € I 

(ii) l « c u ^ , , v « € N. 

IPor convenio, introducimos el intervalo I,Q = {/>}, y supondremos 
*de ahora en adelante que 

Además, vamos a convenir en llamar 

l* = u 
Sea ahora X un espacio de Banach, D c R un conjunto de núme-

iros reales, C (D ; X) el conjunto de las funciones continuas de D en 
X . Si D es un intervalo, se provee a C (D ; X) con la norma del supre
mo ; L*~ (D ; X) designa el espacio de Lebesgue habitual. Por con
genio, adoptaremos también que C (I ; X) simboliza al conjunto de 
las funciones continuas cuyo dominio es I^, P , o alguno de los ele-
snentos de 1 ; j cuyo rango es un subconjunto de X. Lo mismo será 
4:ierto para D* (I ; X). Cuando sea X = R, escribiremos simple
mente L*̂  (I) o C (I). 

DEFINICIÓN 1.—Diremos que la aplicación 

M: L°° (I; X) —> L* ( I ; X) 
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^ s una (/t2, I)-aplicación, con función hj^, si se satisfacen las condi
ciones siguientes : 

(i) V u '€ D- (I ; X), = > • dom (u) = dom (M u). 
(ii) V ^ € N, V ẑ  € L - (I ; X) tal que 

U ç d o m ( « ) , =^ (Mf/)|j^ = M(«|I;fe), 

^entendiendo la barra vertical como la restricción de una función, 
(iii) Existe /̂ i : P —> R+, con h^^ € L^oc (I), tal que : 

| M « ( 0 ~ M t ; ( O t x ^^i(n ' ' ^ 2 ( I I « ~ ^ I 1 L « ( I , . ; X ) ) 

V M , » £ L* ( Ï,*; X) tales que uL = v\r 
i- I í — 1 

V ^ € I» > V «• € N. 

La función h^ (r) es una función real de variable real sobre la 
^que más adelante se especificarán las condiciones de utilización. 

A continuación vamos a introducir algunos conceptos relativos 
â espacios métricos, particularmente en lo que concierne a funciones 
que «modulan» a un operador. Llamaremos operador a una terna 
{T, 3), d) compuesta por un espacio métrico (2), cí), y por una apli-
'Cación T : 3)—> 3>. Por órbita de un punto x ^ 3) entenderemos 
la sucesión de iteradas {x, T x, T^ x, . . . } . Diremos que el operador 
(T, fD, d) tiene grafo completo si, de {Xn}, {T x^} sucesiones de 

^Cauchy en {3),d) se sigue que existe x^3)/xn—>4r y TXn—>Tx, 
Una condición suficiente para que (T, 2), d) tenga grafo completo 

• es que (3), d) sea un espacio métrico completo, y que T tenga gra
fo cerrado. 

Diremos que un espacio métrico (2), d) es débilmente c-encade-
nado, con c > O, si 

V ^ » :y € S ) . a í ^01 ^1 » • • • t ^« i ^ 2 ) 1 

v'Con XQ = X ; x.n = y, de forma que 

:Se dice que una función 0 , sobre i[0, c], modula al operador 
<T, 3>, d), si 

d {Tx.Ty) ^0 (d (x,y)), yx.y^ 3) I d (x , y) Z, c. 
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Y diremos que 0 es contractiva si 0 > O y 0(t)<.t para ^€(0, c].^ 
(Es decir, si es no negativa y contrae al origen ; conviene no con
fundir esta noción de contractividad habitual). 

2. Teorema de existencia y ejemplo 

Vamos a demostrar el siguiente teorema, que nos ofrece un r e 
sultado de existencia de soluciones para las ecuaciones diferenciales^ 
asociadas a los operadores M antes descritos: 

TEOREMA 1.—Sea /? ¡6 R, I = {I^, I2, ...} una cadena de interva
los en torno a p, con 

l„ = [an, â„], I * = ( J l „ . 

Sea M : D~ (I ; X) •—> L~ (I ; X) una (/Í2, I)-aplicación, com 
función /^i, donde h2 (r) es una función que cumple las siguientes^ 
condiciones : 

(a) hz (r) es la sección mínima de un grafo maximal monótono^» 
p de R^, tal que p+ (0) = O, que aplica conjuntos acotados en con
juntos acotados, 

afir) 
(b) lim < 4- 00 

Supongamos además que 

a b 
n n-f 1 

V « ^ 0: C • max \ \ /ti{a)dQ; I /ít, ( o) ¿/o } < 1, 

"«+1 « 

donde C es una constante positiva cuya naturaleza se especificarái 
más adelante. 

Entonces, para todo UQ € X existe un único elemento 

u^V^Ílil'; X) 
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fíal que 

« ' ( / ) = M« ( / ) + / ( / ) , en c.t. / C 1* 

.-siendo / una función arbitraria de L^oc (I^ ] X). 

NOTA.—La solución u pertenecerá, naturalmente, a C ( P ; X). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA.—Observemos, en primer lugar, que 

la condición (b) implica que 7̂2 W ^^ continua en un entorno a la 

^derecha del origen, asi como que existen C > O y s > O tales que, 

:si f € [O, e) se verifica la desigualdad h^ (f) <. C r. Este número C 

será el mencionado en el teorema. 

Sea UQ (t) la función cuyo grafo es : 

« o ( 0 = l ( / , «o!. 

Entonces, U,Q (t) es la única función de C (I,o ; X) tal que 

«6(O = « 0 + Í \MUn(G)+/{G)\da 

Supongamos ahora que, para un fí '6 N, la función %rL (t) está per
fectamente definida en C (I^ ; X) por el heclio de ser la única fun
ción tal que 

Un{t)=U,+ J \ M U n ( a ) + / { a ) \ d i 

iSe construye entonces el conjunto 

-que, dotado con la norma del supremo, es un espacio métrico com-
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pleto. Obsrevemos además que 3) es convexo : por lo tanto, (2), d)^ 
donde 

es un espacio métrico completo débilmente c-encadenado, cualquiera 
que sea el valor de c en (O, OQ). 

Se define la transformación 

T:g € 2) ->j / / 

\ / C In + 1 . 

Cuando g ^^ 3) y í € I,„, se tiene que 

¿ í i 

( T ^ ) ( / ) = « o + f Mg(a)do+ f/{a)do=^uo+ f (Mg\j^Jda + 

g P P 

t t t 

+ f/{o)da:=:uo+ J M{s:\j^Jda+ í/(a)da = Uo + 

P s P 

t t 

+ r M í / « ( o ) ^ o + r/[a)da = Un{t) . 

P P 

Luego (T g) \ i^ = Un', además, T ^ es una función continua, y^> 

que /, M ^ € U (I,^i ; X). Por lo tanto, T g€ 3). 

Supongamos que g^, gz'^ 3>, Se tiene: 

O, si / ^ I 

| T ^ i ( / ) - T ^ 2 ( / ) l x 
( \Ugi{o)-Mg^(o)\dQ 

p 

Ahora bien, g^ | i„ = g^ | i„, lo que implica que 

, en otro casov 
X 
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y, consecuentemente, 

Por lo tanto. 

T ^ l W - T ^ 2 ( / ) = / ^n 

o, si / C I« 

j j M^i (o) - M ^2 (o) \do, si / 6 I¿« , ¿^+1.11 

n 

I { M ^1 (o) — M jf2 W ! ^ O, si / 6 [ 'í" + 1 . ^f^ú 

Se sigue que 

| T ^ - I - T ^ 2 | | L « ( I . „ ^ I ; X ) 

^ max sup I | M ^ I ( O ) ~ M ^ J ( O ) L i / o ; 

sup I I M ^1 (a) — M ^, (o) ¡X ^o I ^ 

^ max 

sup iP I ^ i W - ^ 2 ( | | ^ 1 - ^ « | | L O O ( I „ ^ , ; X ) ) ^ ° 

«+1 ** 

^ max] I ^ i ( o ) ^ o ; / /̂ i ( o ) / o [ • >̂ i ( ||^i —^j | L«(In + i.;X) :X0 ' 
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jiEn resumen, 

^ ( T ^ i , T^2) ^ max | / /̂ ^ (o) ^ a ; / à, (a) c¿ a l ^ à^ {d {g,, ^^)). 

si llamamos h (r) = Kn • /̂ 2 W J con 

K« = max < I ^1 (a) ¿/ a ; I /¿̂  (a) ¿ai a >, 

« n + i 

la expresión anterior puede escribirse como 

Ahora bien, por hipótesis sabemos que 

V r € (0 ,e) : A, (r)< C r 

^,(0) = 0; /Í2(r) X O, 

y que 

K« . C < 1 , 

<le manera que, fijado un c € (O, s), se tiene que : 
—• h (r) > O, sobre [O, r ] . ; /Í (r) < r (e. d., /̂  es contractiva en 

-vel sentido antes definido). 
— h modula al operador (T, £D, d) recientemente construido so-

rere [O, c] (puesto que lo modula independientemente de cual
quier c > 0). 

—• h es no decreciente (puesto que lo es hz)-
— h es continua sobre [O, c] (puesto que h^ es continua sobre 

[O, s) 2 {O, c]). 
Por otra parte, (T, 3), d) es un operador tal que (2), d) es mé

trico completo y débilmente c-encadenado, como ya se hizo notar, 
•y T : 3) —> 3) es continuo, debido precisamente a la relación (1) 
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y a que h (r) es continua sobre [0,$) y /t (0) = 0. Por lo tanto, 
^T, 3>, d) tiene grafo completo. Entonces, la existencia de un único 
Jfunto fijo para el operador T : 3) •—> 3) nos viene garantizada 
por el siguiente teorema, que no es más que una especíalización de 
los resultados expuestos en [2] : 

TEOREMA A ([2]).—Sea (T, 3), d) un operador, c > O un núme
ro fijado. Llamemos e ~ {0: [O, c] ^—>R+'U {O}/0 es contractiva 
y modula a (T, 2), d) sobre [O, c]}. 

Entonces, 

(fD, d) completo y débilmente c — encadenado 

T continuo , 

3 Si € ^ tal que 0 es no decreciente, y 0 es 
continua en [ O, ̂  J 

= i > 3 iïr Ç 2> tat que x es punto fiio 
contractivo de T. Además, jc «s 
el único punto fijo de T. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 1 (continuación).—Eligiendo en nues
tro caso 0 = h, se satisfacen todas las hipótesis del teorema A, 
Luego existe una única función Un+i € 3) tal que 

«n + 1 ( / ) = «o + I \ ^ Un + 1 {a) -\- / (o) \ d a 

Xuego la hipótesis de inducción sobre los diferentes intervalos It es 
cierta. El teorema 1 se sigue sin más que elegir la función 

i u{t) = un{t), si t Ç U-K-i 

Es inmediato que esta función pertenece a Wf̂ c (I* î X)-
Como ejemplo de este tipo de operadores vamos a dar el siguien

t e : sea w : (O, T) —> R una función medible, y supongamos que 
«existen dos funciones 

h: [O, T] X R+-*R+. / : [0. T] x X «-> X, 

•que gozan de las siguientes propiedades : 
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(a) Para casi todo 

/ € [ 0 . T ] , r-^h{i,r) 

es creciente, h {t, 0) = O, y aplica conjuntos acotados en conjuntos-
acotados. 

(b) r —> sup h (tf r) es la sección mínima de un grafo 
/ e (O, T) 

(c) 3 e > O, 3 Y '̂  L"~ (O, T), tales que, para todo r € [O, e)' 
salvo, a lo sumo, un número finito, y para casi todo t € (O, T), ser 
verifica 

(d) Para todo r > O, í —> k {t, r) está en Lr (O, T). 

(e) / (t, 0) = O '€ X en c. t. t. e (O, T), y 

Consideremos ahora el operador M definido de la siguiente manera :. 

i /{t,uit--w(í))), si t — w(t)>0 

{ f(t, 0) = O, en el resto. 

Resulta relativamente sencillo demostrar que M aplica L'*' (O, T ; X ) Í 
en sí mismo, asi como que : 

«Si w (t) es tal que O < \w (t) < t sobre [O, T ] , y si Hn}n es una 
sucesión de puntos de [O, T¡], estrictamente creciente hacia T, y coa 
(4+1 — tn) • C < 1, donde C es la constante que aparece en el teo
rema 1, asociada ahora a la función 

/fg ( r ) = sup ess k ( /, r ) 
¿ € (O, T) 

entonces el operador M es una (/̂ a, I)-aplicación con función h^ (í)» 
asociada definida por 

( O , si t ^ A^ 

( 1, si / Ç A^ 
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donde 

A>i= í ^ € [tM^t. h]l^~^{^)Û U~i i ,>è^ Ir 

y donde /> = O'€ R, y donde I = {Ii, I2, . . . } , con Ijt = [O, 4]-» 

Aún más, el operador M así construido es una (¡12, I)-aplicaciórB 
con función fuerte h^ (í), si por tal entendemos una (/ig, I)-aplicación. 
con función h^ (í), pero habiendo excluido de la definición co
rrespondiente, punto (iii), la parte de frase que dice «tales que 
u \ i. = V \j. .)) 

La hipótesis (c) puede relajarse, y sólo tiene relación con (b) del 
teorema 1. En el apartado siguiente estudiaremos el problema de 
la dependencia continua para las soluciones de ecuaciones asociadas, 
a este nuevo tipo de (hz, I)-aplicaciones. 

3. Dependencia continua 

A lo largo de este apartado conservaremos la misma notaciórr 
que en los anteriores. Asi, dado un espacio de Banach X y una 
cadena de intervalos I = {I^, 1^, ...} en torno a un punto p € R, nos> 
proponemos establecer resultados de dependencia continua de las-
soluciones asociadas a diferentes I-aplicaciones M (^) que dependen, 
de un parámetro s. Comenzaremos con el siguiente lema técnico :. 

LEMA 1.—Supongamos que 

Miz): L* ( I ; X ) -> L^ ( I; X ) 

es una familia de (hz, I)-aplicaciones, todas ellas con función fuerte 
hj^ (t)y donde ^ es un parámetro que está en un espacio topológico^ 
Z, y donde ^3 W ^s una función análoga a la definida en el teore
ma 1. Sean C y K» las constantes consideradas en dicho teoremav 
/ € LSoc (I"̂  ; X) y WQ € X dados ; y supongamos, finalmente, que 
C • K;^ < 1, V ̂  '€ N. 

Entonces, si u (3, t) simboliza a la solución del problema 

í u'iZ,t)=:M{z)u{t)+/{t), t 6 1*, 

f ) 
( U {Z,p)=z UQ 
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.se tienen las siguientes estimaciones (las Cn son constantes) : 

0^||«(«,O-«(^0,O|JL-(I,;X)^^l-||M(^)«(«f»0~M(«,)«(«<,,O||L*(I,;X) + 

+ K i . > ^ , ( | | « ( 2 , . ) - " « ( « e , - ) | | L « ( I , ; X > ) í 

<2) 0^||«(s,.)-«(2?a»-)|JL«<i^;X) ^|i«(^« •)-«(*•'•)||L«(r^^^;X) + 

+ CH • | | M ( a ) « { i ? o , - ) - M ( ¿ ; O ) « { 2 ^ O . - ) | | L « > ( I ^ ; X ) + 

+ K« . > Í , ( | | « ( ^ . - ) - - « ( ^ O , - ) | | L « ( I ^ ; X ) ) » ^ ^ 2 . 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA.—Para mayor brevedad llamaremos 

A « = A„(z,Z(^) = \\M{z)u(zQ, -) — M («QU/(^Q , •) | | L » (i„; X) ' « ^ 1-

Supongamos f¿ = 1 y ¿ € I^/í > p. Se tiene entonces, 

u(z,t)--u{z^,t)^ r \ Uiz)u{z,s)-Miz)u{z^,s)\ iis + 

P 
t 

t 

Ahora bien, 

I M (2) « (2, J) — M (2), « («o , í) |x ^ /̂ i W • /̂ í ( I « (2, •) - « («O » •) ||L« (IJ ; X) ) = 

l^azonando de igual forma cuando i € I^, t < /?, podemos con
cluir que 

t hx 

r I M (2) í/ (2, #) — M (2) « («o, í) IX <̂  í 4: niax j I h^{$)d5\ 

P P 
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Por otra parte, resulta trivial demostrar la desigualdad 

^ max I b^—p,p - <i, j • A, {z, z^ ^ € Ii 

De todo ello, pues, se obtiene que : 

O ^ Bi (s, z^) ^ 1̂ . A, {z, z^) + K, . >íí2 (Bi (2, ^o)) > 

siendo 

e^ = max | ¿j — / ; p — a^ \ = max j î — ô ; ^o — ^i | » 

si llamamos IQ = [a^, è,o] = {p}. 
Escojamos ahora un f* > 2. En este caso, si / € I„, con t > bn-.j 

por ejemplo, se tiene : 

U (2, t)-'U{ZQ,t) = U {^„_, ,Z) — U(ZQ, bn^i) + 

t t 

- I j U(z)u{z,t)-M{z)u(z,,s) \ds ^ I j M( 4 - I \M(z)u(z,t)--M{z)u(zQ,s) \ ds •\- I \M{z)u (ZQ , J) - M (0.) u {ZQ , x) j ds. 

Los sumandos segundo y tercero del segundo miembro se tratan 
como en el caso ^ = 1, y se mayoran por 

Kn • /^, (B„ (s, ZQ)) y Í:« • A„ (2, «ô t 

respectivamente, siendo 

c„ = max I <̂ « — ^ « _ , ; ¿?ff_, -— d!« ¡ . 

El primer sumando, en la norma de L"" (!,„ ; X), está evidentemente 
mayorado por la cantidad B,n_i {s, ^^). Esto concluye la demos
tración. 

El siguiente resultado es un teorema que demuestra la dependen
cia continua en el caso en que la función h^ ir) esté constantemente 
por debajo de la recta C • r. 
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TEOREMA 2.—Con la misma notación, supongamos que la familia 
de operadores M (-2̂ ) es tal que, si s tiende a s^ en el espacio topo-
lógico Z, entonces 

U{z)v{- )~U(z,)v{ . ) | |LCO(I^. X ) 

tiende a cero cualquiera que sea el valor de ^ € N, y cualquiera 
que sea la función z ; ' € L ~ ( I ; X). Supongamos, además de las hi
pótesis del lema 1, que h^ es tal que 

/ / í ( r ) < C . r , V ^ > 0 . 

Entonces, para todo n, se verifica que 

lim I « ( « , • ) - « («o >• ) ¡L» (I , X) = O-

DEMOSTRACIÓN.—En este caso, la estimación correspondiente a 
n — \ en el lema anterior queda : 

O ^ Bj (z, ZQ) ^ í̂ i • A , (Z, ^O) + K , . C • Bj (z, z^) ; 

de donde, 

(1 ~ CK,) Bj (z, z^) <.c, • A, {z, z,) 

Como C • Kj < 1, el primer miembro de la desigualdad anterior es 
mayor o igual que cero ; y tomando entonces límites cuando ^ tien
de a (Ŝ ,̂ se obtiene 

O ^ lim (1 — C . K,) Bi {z, ZQ) < c^ • lim A^ (z, ZQ) = O, 

luego B^ (s, ,̂0) tiende a cero cuando 2 tiende a ^o-
Supongamos ahora que lim B.n-i (^, ^0) = O (cuando ^ >—> ̂ 0) î 

entonces, de acuerdo con la desigualdad (2) y con el hecho de que 
hz (r) < C r sobre la semirecta positiva, se tiene : 

O < (1 - C . K«) B« {z, ZQ) < B«_i (z, zo) - f ír« . A„ («, z^), 

donde la primera parte de la desigualdad ha necesitado del hecho 
de ser C • K^ < 1. Tomando límites cuando s —> ^OJ se sigue que 
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^n {^, ^o) tiende a cero. Luego el teorema es cierto por el principo 
de inducción. 

4 . Dependencia continua para operadores de tipo «retardo» 

Con el fin de obtener una mayor comodidad en los cálculos, ob 
servemos que el problema 

l u'{f) = Mu(t)-^/{t) en c.t. ^ Ç 1* 

equivale, si 

a 

<4) 

/ 6 L«(I*, X) n Ll^ (I*; X), 

u' (t)=r M u (t) 

« ( / ) = í'o » 

•donde M es el operador que actúa como M + /. 
Así, pues, desde ahora supondremos como problema (4), salvo 

que seguiremos simbolizando nuestro operador por la letra M. 
Volvamos por un momento la vista hacia el ejemplo construido 

en el apartado 2, y supongamos que la función h {t, r) satisface, 
además, que 

donde h^ (t), /íg (r) satisfacen las condiciones de la definición 1 y del 
teorema 1, respectivamente, así como que se mantiene la notación 
correspondiente para las constantes hasta ahora utilizadas. 

Recordemos, por último, que ahora 

/ = 0 € JR, ln = [0,t„], in t T. 

En el presente caso resulta fácil demostrar (cf. [1]) que, si 

f, í € C ( | 0 , T] ; X), 

y si alguna de las siguientes condiciones : 
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(li) § es unívoco sobre R"*", h^ (t) es continua por la derecha 
sobre (O, T), 

(2i) <o (t) es continua, 
(3i) O) (/) > O, V t '€ (O, T) 

es cierta, entonces se tiene, para casi todo t € (O, T), 

Como en el ejemplo del apartado 2 se suponía <o (t) '€ [O, i] para: 
todo t € (O, T) la estimación anterior será automáticamente cierta,. 

Por otra parte, llamemos ahora 

A/(« ,2o)= | | M(«)«(«o, • ) —M(2o)«(^oi- ) IIL« (O, ¿;X)) *>^\ 

B/(2,«o) = ||«(«i • ) - « { 2 ^ 0 . • ) | | L » ( O , / ; X ) , ^ > 0 Í r,, = / ~ j r 

K (J, /) = f h^{à)do, O < J < / < T. 

Procediendo como en el lema 1, se pueden demostrar las siguientes-
estimaciones : 

r O < B,{z, z^) < Cos • A, (2, zç,) + K (O, s) . h^ (B. (2, Zo)), O < f < T. 

(5) I O ^ B, (z, ZQ) < B, (2, 2o) + Cst • A, (2, 2ío) + K {s, t) . h^ (B, (ÍÍ, 2̂ 0))» si 

( 0 < í < / < T . 

Supongamos, además, que: 
— V ¿ € (O, T), V Í; € L - (O, ¿ ; X) se verifica 

lim A/ (2, Zj) = O 

cuando B tiende a ^^. 
— Se verifican las hipótesis del lema 1 (lo que garantiza la exis

tencia de soluciones en (O, T)). 
— 3 ií,o '€ C ( P ; X) tal que 

¡|M(«)¿O||LJ"C(I*;X) 

está acotado independientemente de z en un entorno de z^ (por co
modidad, supondremos que la cota es una constante Y, sin indicar el 
intervalo). 
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— /tj (t) es una función localmente acotada (continua o no)» 
€n (O, T). 

Vamos a demostrar que en estas condiciones existe dependencia-
continua, aun cuando /̂ g W ^o sea sublineal en un entorno a la de
recha del origen. 

Supongamos, en primer lugar, que existen subsucesiones 

2n -^ ZQ, in -^ O, 

de forma que 

I «' (̂ « , «̂) IX -* + 00 (« -• 00 ). 

Si así no fuera, 

I «' (̂ « , if«) |x ^ I ^̂  (̂ «) «o (^«^x + I ^ (̂ '̂̂  " ^̂ « ; /«) — M (2«) «o (̂ «) |X ~ 

Como la constante Y sólo depende del subintervalo 

[O, max /„] c [O, T), h^{^) 

¥^-

está localmente acotado en [O, T), y /̂ a (•) aplica conjuntos acota
dos en conjuntos acotados, se sigue necesariamente que 

\u{Zn. • ) " « o ( - ) | | c ( [ 0 . / ^ ] ; X ) " ^ « í'» " * «^ ) 

Lo que contradice que u {Zn, •)> ^o (O sean funciones continuas de
finidas sobre todo el intervalo [O, T) —puesto que son solucionen 
de (*)—. 

Podemos, pues, concluir que existe una constante finita tal que 

!

\ u' (z ; i)\^ -< de < + oo 

Entonces, existe ^ > O suficientemente pequeño, tal que 

para todo x (salvo, a lo sumo, un n.® finito), 
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y tal que 

' s 

K (0,1) = r /4, (o) d j verifique: K (0, i) • C < 1. 

0 

— ya que /t^ Ç L̂  (0, T — . 

La primera conclusión implica que 

^t{^s{z,ZQ))<C . B , ( 2 , 2 o ) ; 

d̂e donde, yendo a la primera de las desigualdades (5), ésta queda : 

0 < ( 1 - C . K(0, X)) . BS{Z,ZO)<,CO,SAS{Z,ZQ), 

-Haciendo ^ —> SQ, se sigue que 

lira B̂  (« ,%) = 0. 

Sea ahora SQ = sup {̂  > O/B^ (^, <̂<j) < e para todo «sr salvo, a lo 
sumo, un número finito de ellos}. Y supongamos que ô < T. In
tentaremos llegar a una contradicción. 

(Nótese que, en S,Q, puede suceder que haya un cierto número 
—finito o no— de ^ para los que Bs^ (^, .̂o) valga exactamente e: 
ello es consecuencia de que, entre otras propiedades, para cada z 
fijado la función ^^—> B, (-̂ , Z,Q) es continua en s.) 

Dividimos el intervalo [O, s^] en subintervalos [í';_i, fj], de ma
nera que f,Q '= O, fn = s^, y que K (¿'y_i, fj) • C < 1 para todo 
7 = 1, 2, ..., n. 

Aplicando las desigualdades a los puntos fjy y teniendo en cuen
ta que, por definición de s^, se cumple que Bf. (^, ,̂o) ^ « P^ '̂̂ ' todo 
£ (salvo un número finito), obtendríamos que 

i lim B¿,. (áí, %) r= O, cuando z —> ZQ 

jEn particular, escogiendo / = n, se sigue que 

lim Bso (z, ZQ) = 0. 
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Este resultado nos da pie para pensar que, en SQ, el número de ^ 
tales que Bj^ (^, SQ) = e debe ser, a lo sumo, finito. En efecto, su^ 
pongamos que hay un número infinito de tales s (que, por otra par
te, tienden a SQ). Utilizando la segunda de las desigualdades (5) en 
los puntos t\n-i y t'n = SQ, st llcga a que 

O ^ d - C . K{t'„^,,t'n)) . S = ( 1 - ~ C . Kit'n-i.t'n)) ' B,,^ (z, Z^) ^ 

n^\ « _ i n n 

'Cantidad esta última que tiende a cero cuando z tiende a ^0, lo que 
nos conduciría a una contradicción. Luego B^̂  (^, 0̂̂  < ^ salvo, a 
lo sumo, para un número finito de zetas. 

La demostración concluirá si conseguimos demostrar que existe 
.i > 0̂ de forma que 

C . K ( í o , / ) < ! y B, ( s . 2 ; o ) < e 

salvo a lo sumo para un número finito de zetas. En efecto, en tal 
situación una nueva aplicación de la segunda desigualdad (5) en los 
puntos ¿"o y ¿, seguida de las consabidas operaciones, conduciría a 
que lim Bf {z, Z,Q) = O cuando z '—> Z,Q. L O que contradeciría la defi
nición de ^0- Tal contradicción provendría de haber supuesto 0̂ < T, 
luego, necesariamente, S.Q~ T . O lo que es lo mismo, deberá haber 
dependencia continua sobre [O, Ti] —sobre cada subintervalo com
pacto de [O, T)—. Ahora bien ; al igual que en la primera parte de 
la demostración, resulta fácil demostrar que deben existir un entor
no de ZQ, U""', y otro de ^o, U^» , de forma que 

!

// ' (2, / ) L^ ^ cte <C -f- 00 

(z, t) ^ V X Û "" 

De donde sale que existe t ^ S,Q tal que 

C . K (/o, O < 1 y B/ {z, ZQ) ^ £ 

<on lo que concluye la demostración. 
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