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Motivacién

Una de las diferencias principales entre la teoria de ecuaciones:
diferenciales ordinarias y la teoria de ecuaciones diferenciales fun--
cionales reside en el hecho de que, en la segunda, las estimaciones
que puedan hacerse sobre la solucién del proceso dependen, no del’
instante concreto de la observacién, sino también de instantes dis--
tintos a aquél —de intervalos de tiempo, en general, anteriores al
momento de la observacién—. Esto sucede, por ejemplo, en el caso
de las E. D. retardadas, o en el caso de ecuaciones diferenciales que-
incluyen términos de tipo integral extendidos a determinados inter-
valos de tiempo. Esta particularidad se agrava cuando, de una solu--
cién, todo lo que conocemos es su situacién en un «solo» instante-
inicial ¢ = ¢,. (En el caso de las E. D. retardadas, ello supondria:
conocer la posicion de la soluciéon en un tiempo ¢ = £, que, por azar,.
resulte ser un punto fijo de la funcién de retardo).

El tipo de problema que consideraremos en lo que sigue respon--
de basicamente a las dos particularidades citadas. El método utili-
zado se apoya en algunos resultados de [2], resultados que por otra:
parte han permitido extender el marco ofrecido en [3] y [4] a situa--
ciones mis generales.

Se dan teoremas de existencia y unicidad de soluciones, asi comor
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-de prolongacién (condicionales), en la primera parte de este trabajo.
Una aplicacién a las ecuaciones diferenciales retardadas, y algunos
resultados de dependencia continua, cierran el mismo. Finalmente
cabe decir que el marco general que construiremos contiene también
-como casos particulares a problemas regidos por ecuaciones diferen-
-ciales perturbadas aditivamente por cierto tipo de operadores inte-
grales de tipo Volterra (cf. [4]; y [1], pags. 12 y T7).

1. Notacién y definiciones

Diremos que una sucesién de intervalos I = {I,, I,, ...} consti-
ituye una cadena en torno a un punto p€ R si:

(i) p2e€l
(ii) InCSluyy, Vn €N,

Por convenio, introducimos el intervalo I, = {p}, y supondremos
«de ahora en adelante que

,,=[¢,“ 6,.].

Ademas, vamos a convenir en llamar

l"=UI...
”

Sea ahora X un espacio de Banach, D € R un conjunto de ntime-
ros reales, C(D;X) el conjunto de las funciones continuas de D en
X. Si D es un intervalo, se provee a C(D;X) con la norma del supre-
‘mo ; L= (D; X) designa el espacio de Lebesgue habitual. Por con-
wvenio, adoptaremos también que C (I; X) simboliza al conjunto de
las funciones continuas cuyo dominio es I,, I¥, o alguno de los ele-
mentos de 1; y cuyo rango es un subconjunto de X. Lo mismo sera
«clerto para L* (I; X). Cuando sea X = R, escribiremos simple-
mmente L= (I) o C (D.

DerFiNiciON 1.—Diremos que la aplicacion

M: L® (I; X) — L*® (I; X)
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-es una (h,, I)-aplicacién, con funcién h,, si se satisfacen las condi-
«ciones siguientes:

(i) VuelL={; X), => dom (#) = dom (M u).
(i) VREN, Vu€L=x(I; X) tal que

I € dom (%), => (M“)’Il‘=M("IIk)'

entendiendo la barra vertical como la restriccion de una funcion.
(iii) Existe k,: I* —s R*, con h, € LY, (I), tal que:

[IMu(t)—Mo(t)|x él‘n(f)'”2(“""‘7’"1,00(1'.;)())
v#,2 € L% (1;;X) talesque #|; 1=v|1. .

vtel, vieN.

La funcidén h, () es una funcién real de variable real sobre la
«que mas adelante se especificardn las condiciones de utilizacion.

A continuacién vamos a introducir algunos conceptos relativos
-a espacios métricos, particularmente en lo que concierne a funciones
que «modulan» a un operador. Llamaremos operador a una terna
(T, D, d) compuesta por un espacio métrico (D, d), y por una apli-
«cacion T: D — PD. Por oOrbita de un punto + € D entenderemos
la sucesiéon de iteradas {x, T #, T?>x, ...}. Diremos que el operador
(T, D, d) tiene grafo completo si, de {x,}, {T x,} sucesiones de
«Cauchy en (9D, d) se sigue que existe ¥ € D/x,—>x y Ta,—>Ta.
Una condicién suficiente para que (T, D, d) tenga grafo completo
-es que (D, d) sea un espacio métrico completo, y que T tenga gra-
fo cerrado.

Diremos que un espacio métrico (D, d) es débilmente c-encade-
-nado, con ¢ > 0, si

Vx»}'G D. 32x01xu-~-;xn=._c_$y
«con &, = x; ¥, =y, de forma que
d(x;, ;) £c, Vi=1...,n.

“Se dice que una funcién @, sobre [0, ¢], modula al operador
(T, D, d), si

d(Tx, Ty) L @G (d(x,y)), Vx,9€ D/d(x,y)<Lec.
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Y diremos que & es contractiva si >0y & (¢) <<t para £€(0, c].-
(Es decir, si es no negativa y contrae al origen; conviene no con—
fundir esta nocion de contractividad habitual).

2. Teorema de existencia y ejemplo

Vamos a demostrar el siguiente teorema, que nos ofrece un re-—
sultado de existencia de soluciones para las ecuaciones diferenciales-
asociadas a los operadores M antes descritos:

TeorEMA 1.—Sea p€ R, I = {I,, I,, ...} una cadena de interva--
los en torno a p, con

n=lan, 8], =] 1.
”

Sea M: L*(I;X)—s L (I; X) una (h, I)-aplicacion, com
funcion h,, donde h, (r) es una funcién que cumple las siguientes:
condiciones :

(@) hy(r) es la seccién minima de un grafo maximal mondtonos
g de R2, tal que B+ (0) = 0, que aplica conjuntos acotados en con--
juntos acotados,

Zy(7)
®) lim —— <4 »
r->0+ r
Supongamos ademas que

a b

” nit
v7n>0: C- max z f A (c)do; f Iz,(c)dc$<1,
L [

donde C es una constante positiva cuya naturaleza se especificara
mas adelante.

Entonces, para todo #,€ X existe un tnico elemento

uewll

loc

(I*; X)
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rtal que

#(t)=Mu(t)4f(t), en c.t. ¢¢lI*

u(p)=u,
:siendo f una funcidén arbitraria de LY, (I¥; X).
Nota.—La solucién u pertenecera, naturalmente, a C (I*; X).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA.—Observemos, en primer lugar, que
la condicién (b) implica que h, (#) es continua en un entorno a la
~derecha del origen, asi como que existen C >0 y ¢ > 0 tales que,
.51 7 € [0, ¢) se verifica la desigualdad %, (r) < C 7. Este ntimero C
:serd el mencionado en el teorema.

Sea u, (¢) la funcién cuyo grafo es:

u (2)={(ps #of.

_Entonces, u, (¢) es la tnica funcién de C (I,; X) tal que

w()=sm+ [ [Mua(e)+r5(e)]do
b4

tel,.

“Supongamos ahora que, para un n'€ N, la funcién u, (¢) estd per-

fectamente definida en C (I,; X) por el hecho de ser la tinica fun-
«¢ién tal que

”n(f)=”o+f {Mun (o) +f (o)} do
?

2 €I,.
'Se construye entonces el conjunto

D =§g€C(I<n.+1;X)/g|I”=u,.E

«que, dotado con la norma del supremo, es un espacio métrico com-
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pleto. Obsrevemos ademas que 9D es convexo: por lo tanto, (D, d),
donde

d(ﬂ)'):“-_-"Ln“

npi XD

es un espacio métrico completo débilmente c-encadenado, cualquiera

que sea el valor de ¢ en (0, 0©).

Se define la transformaciéon

14 4
(Te)(#)=u+ f Mg(c)d°+ff(c)d¢
T:8 € D — ; h

tE€lnt1.

Cuando g€ 9D y t€1, se tiene que
t 1 z
) (=u+ [Mg@dot [f()do=m+ [Mgl)do+
£ b4 ?
z z z
+ff(c)d°=uo+fM(glln)dd+ff(a)d°=uo+
F4 £ ?

¢ z
+f Mun(o)do—+ ff(o)dc:u,,(t).
? ?

Luego (T g) |1, = #,; ademads, T g es una funcién continua, ya
que f, M g€ L' (1,,; X). Por lo tanto, T g€ D.

Supongamos que g,, g,'€ D. Se tiene:

0, si Z2€1Iu

| Tg(2)—Tegy (f)lx =

, en otro caso-.
X

t
1 f {Mgy(0) — Mgy (o)} do
?

Ahora bien, g, | 1, = &2 | s> lo que implica que

M(g 1) =Mg|r)
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y, consecuentemente,
(Mg) [I” = (Mg,) !1” .

Por lo tanto,

0, si #€In
H

f{Mg,(c)—Mg,(o)gda, si ¢t € [bu,bn+1]y
Tg ) —Tg ()= ( %

a
”

f {Mgy(6) —~Mgy(0)}do, si #€[an+1,an)i

t

Se sigue que

“Tg'l —Tg ”L“ (Iny1;%) =
z

£ max ’ sup f |Mg,(a)—Mg,(c)1X do;

t €6y 0n 1]
n

sup | Mg o) — Mgy (o) |xdaf <
t€[an-y1,a,]
t

1

= me ;te[bil.llzn+1] f b (@) = b (6 =82 Lo 1ap 1 30) 405
tE[:nuflndn] ,[ O -l ”31—8:|le (I yr;%) 40 £

t

a

bn+1 ”
mux;flz,(a)dc; f/x,(o)dc
5, a

"t

IN

8= & lo gy oy 300



+888 JOSE MARfA FRAILE PELAEZ

En resumen,

bn 41 a,
d(T gy, Tgy) £ max g[ﬁl(c)dc;fﬁ,(o)dc < By (4 (815 £3))-
b, an 41

¢f), si llamamos & (r) = K, « I, (v), con

by 41 a,

K,,=max;fltl(c)dc; f/zl(c)dc

[ An+1

‘la expresion anterior puede escribirse como

d(Tgy, Tgy) L 4(d(gy, £2))
g11 86 € D.

“1)

Ahora bien, por hipotesis sabemos que

Vr €(0¢): A(r)<<Cr
£y (0) =0; 4Ay(r) = 0,

.y que
Ks - C<1,

«de manera que, fijado un ¢ € (0, ), se tiene que:

— h(r) > 0, sobre [0,c]; h(r) <7 (e. d., h es contractiva en
el sentido antes definido). - ‘

— h modula al operador (T, D, d) recientemente construido so-
ibre [0, ¢] (puesto que lo modula independientemente de cual-
-quier ¢ > 0).

— h es no decreciente (puesto que lo es 7).

— I es continua sobre [0, ¢] (puesto que %, es continua sobre
[0, ) 20, c]).

Por otra parte, (T, D, d) es un operador tal que (D, d) es mé-
trico completo y débilmente c-encadenado, como ya se hizo notar,
-y T: D —> D es continno, debido precisamente a la relacién (1)
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¥ a que & (r) es continua sobre [0,¢) y & (0) = 0. Por lo tanto,
(T, D, d) tiene grafo completo. Entonces, la existencia de un s#nico
punto fijo para el operador T: D-—» D nos viene garantizada

por el siguiente teorema, que no es mis que una especializacién de
los resultados expuestos en [2]:

TeorEMA A ([2]).—Sea (T, D, d) un operador, ¢ > 0 un nime-
to fijado. Llamemos e = {&: [0, c] — R*'U {0}/F es contractiva
y modula a (T, D, d) sobre [0, ¢]}.

Entonces,

(D, d) completo y débilmente ¢ — encadenado

T continuo

=
3 € D talque J es no decreciente, y ¢J es

continua en [0, ¢

=> gx € D tal que x es punto fiio
contractivo de T. Ademsds, x es
el inico punto fijo de T.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1 (continuacién).—Eligiendo en nues-
tro caso @ = h, se satisfacen todas las hipétesis del teorema A.
Luego existe una tinica funcién u,,, € D tal que

t
un+1 (t) = uy+ ngun+1(o)+f(c)$dc
4

t € lInt1.

Luego la hipdtesis de induccién sobre los diferentes intervalos I, es
«cierta. El teorema 1 se sigue sin mis que elegir la funcién

“(t)=un(t), si £t €Ily—1I4_,
tEl,
Es inmediato que esta funcién pertenece a Wi, (I*; X).

Como ejemplo de este tipo de operadores vamos a dar el siguien-
te: sea w: (0, T)— R una funcién medible, y supongamos que
existen dos funciones

h: [0, T] x R* >R+, £:[0, T] x X=X,

«que gozan de las siguientes propiedades:
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(a) Para casi todo
t€[0,T], = & (2r)

es creciente, h (¢, 0) = 0, y aplica conjuntos acotados en conjuntos-

acotados.
(b) r— sup k(i ) es la seccibn minima de un grafo-
t€{0,7T)
8 S R2.

(c) 3e>0, Iy€Ll>(0,T), tales que, para todo 7€ [0,¢)
salvo, a lo sumo, un nimero finito, y para casi todo ¢€ (0, T), se:
verifica

h(t,r)Z7(8)r.

(d) Para todo r>0, t — h (¢, 7) estd en L= (0, T).
(&) f(# 0 =0€X enc. t. t. €0, D),y

If(t' x)_f([n .")lx éh(t' ‘x—y"()‘
Consideremos ahora el operador M definido de la siguiente manera:

f(tyu(t—w(2)), si t—w(t)>0

M:u € L® (0, T; X) > (Mu)(?)=
f(2,0)=20, en el resto.

Resulta relativamente sencillo demostrar que M aplica L= (0, T ; X)
en si mismo, asi como que:

«Si w (t) es tal que 0 <w () < ¢ sobre [0, T], y si {#.}. €s una.
sucesion de puntos de [0, T'], estrictamente creciente hacia T, y con
(fps — t2) - C << 1, donde C es la constante que aparece en el teo--
rema 1, asociada ahora a la funcidén

hy ()= sup ess A (%, r)
£€(0,T)

entonces el .operédor M es una (h,, I)-aplicacién con funcién h, (t)
asociada definida por

b (9) 0, si zgA, ‘el
' 1, SifEAk, *



OPERADORES MODULADOS POR FUNCIONES 891

donde

Ap=1{t €[taq, ]/t —w ()G Ly | 21,

y donde p = 0€R, y donde I = {I,, I, ...}, con Ip = [0, &].»

Adn mais, el operador M asi construido es una (h,, I)-aplicacidm
con funcién fuerte f, (¢), si por tal entendemos una (h,, I)-aplicacion
con funcién h, (t), pero habiendo excluido de la definicién co-
rrespondiente, punto (iii), la parte de frase que dice «tales que
u | y_, = v | y_,

La hipédtesis (c) puede relajarse, y so6lo tiene relacién con (b) del
teorema 1. En el apartado siguiente estudiaremos el problema de
la dependencia continua para las soluciones de ecuaciones asociadas,
a este nuevo tipo de (h,, I)-aplicaciones.

3. Dependencia continua

A lo largo de este apartado conservaremos la misma notacidm
que en los anteriores. Asi, dado un espacio de Banach X y una
cadena de intervalos I = {I,, I,, ...} en torno a un punto p € R, nos:
‘proponemos establecer resultados de dependencia continua de las.
soluciones asociadas a diferentes I-aplicaciones M (2) que dependen
de un parimetro z. Comenzaremos con el siguiente lema técnico:

Lema 1.—Supongamos que

M(z):L® (I;X) — L®(; X)

es una familia de (h,, I)-aplicaciones, todas ellas con funcion fuerte
h, (¢), donde 2 es un pardmetro que estid en un espacio topologico:
Z, y donde h, (r) es una funcion aniloga a la definida en el teore-
ma 1. Sean C y K, las constantes consideradas en dicho teorema;,.
feLly,(I*; X) vy u,€X dados; y supongamos, finalmente, que:
C-K,<1, Vne€N.

Entonces, si # (2, £) simboliza a la solucién del problema

W (3, V=M (2) u (1) FF(8), €I,

u(2,8) =1

®
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se tienen las siguientes estimaciones (las ¢, son constantes):

0 <) =) |Le 130 £ 6 [ M8 (500 ) — M (20) % (20, ) o 1,5 3+
+ Ky - /’l(""(zv')—"‘("ov')"Lm(x,;x));

2) 0 <|uim ) —uls, ) |og,;x) £]|#E) =260 e

ot

+én - "M(‘)”(‘ov')*‘M(zo)“(‘o")”Lw(xn;x) +

—{—K,.-/x,(”u(z,.)-—u(zo,-)”L,(I”;X)), n> 2,

DEMOSTRACION DEL LEMA.—Para mayor brevedad llamaremos
B, = Bu (2, 25) = ”u(z, ) —u(zp, ) ”L“ (1,;X)° n> 1.
Aw= A,,(z‘z.,)an(z)u(zo, ) — M(zo\zl(zu,-)llL,(In;X), n>1.

Supongamos # =1y ¢t €1,/t > p. Se tiene entonces,

(o t) — u (g, 1) = fgM(z)u(z,:)—M(z)u(zo,:); ds+
¥4

t
+ f { M (2) % (5, §) — M (zg, # (5, 5) ] ds.
4

Ahora bien,

| M () 2 (2,5) — M (2), (%0, ) |x £ Ay (5) - h,(||u(z,.)—u(z,,.)||L;,a”x,)=

= hy(5) - Ay (B,).

Razonando de igual forma cuando ¢€1I,, ¢ <p, podemos con-
cluir que

£ max

t &y
|f|M(z)u(z,:)—M(z)u(z,,s)]x4: f/.,(;)d:;
4 14

F4
f () ds § - hy(B) =K, ks (B, .
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Por otra parte, resulta trivial demostrar la desigualdad

1
! fjM(z)u(zo,s)-—M(zo\u(zo,s)st Z
X
14

L max{ b —pp -ay ] A(z2) t €I

De todo ello, pues, se obtiene que:
0 £ B, (s,2) Lc; + Ay(2,29) + K - 4y (By (2, %))
siendo

ey=max { by —p; p—a, | = max | b —by; ag—a,}|,

si llamamos I, = [a,, b,] = {p}-
~ Escojamos ahora un % > 2. En este caso, si tré I, con t > b,
por ejemplo, se tiene:

%(2,8)—t(29,2) = t(Bu_y,2) —u (2, bu_y) -+

t t
+f{ M(2)u(z,2) — M ()% (%, 5) | ds 4—-[{ M (2) % (zg,5) — M (2,) 4 (z,5) | ds.
bn—] bn_1

Los sumandos segundo y tercero del segundo miembro se tratan
como en el caso » = 1, y se mayoran por

K, - /Z’ (B" (z, Zo}) Y Cn - An (zy zo)v
respectivamente, siendo
Cpn=max { by —bp_y; An_y — ani.

El primer sumando, en la norma de L> (I,; X), estd evidentemente
mayorado por la cantidad B,_, (2, 2,). Esto concluye la demos-
tracion.

El siguiente resultado es un teorema que demuestra la dependen-
cia continua en el caso en que la funcién h, (r) esté constantemente
por debajo de la recta C - r.
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TeorEMA 2.—Con la misma notacién, supongamos que la familia

de operadores M (2) es tal que, si z tiende a 2, en el espacio topo-
l6gico Z, entonces

”M(z)”( )Mz o (- )”L“(I“;X)

tiende a cero cualquiera que sea el valor de #€ N, y cualquiera
que sea la funcién v€ L= (I; X). Supongamos, ademis de las hi-
potesis del lema 1, que h, es tal que

kg (r)<C.r, yr>0.

Entonces, para todo #», se verifica que

lim,, s ) — iz, - )“L“’(I,.»X) =0.

DeMosTRACION.—En este caso, la estimacién correspondiente a
n =1 en el lema anterior queda:

0£B,(2,5) Lc; A (2 2)+ K, - C- By(z2);
de donde,
(1 — CK,) By (2, 29) < ¢, - A, (5 2)
Como C- K, <1, el primer miembro de la desigualdad anterior es

mayor o igual que cero; y tomando entonces limites cuando # tien-
de a g, se obtiene '

0<lim(1—C - K,)B, (2, 20) < ¢, - lim A, (3, 5) = 0,

luego B, (2, z,) tiende a cero cuando z tiende a z,.

Supongamos ahora que lim B,_, (3, 2,) = 0 (cuando 22— 2,);
entonces, de acuerdo con la desigualdad (2) y con el hecho de que
hy (r) < Cr sobre la semirecta positiva, se tiene:

0<(1 —C - K,)Bx (2 2) < Bu_; (3, 2g) +¢n + Au (3 %),

donde la primera parte de la desigualdad ha necesitado del hecho
de ser C . K, < 1. Tomando limites cuando z — 2, se sigue que
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B, (2, 2,) tiende a cero. Luego el teorema es cierto por el principo
de induccién.

4. Dependencia continua para operadores de tipo «retardo»

Con el fin de obtener una mayor comodidad en los célculos, ob
servemos que el problema

w()=Mu@®)+ (@ en c.t. tEI*
43)

u(p) =1

equivale, si

FEL® (™ XN L, (%X,

loc

' (t) = M u ()

{4)
1‘(}’)=”o.

.donde M es el operador que actfia como M + f-
Asi, pues, desde ahora supondremos como problema (4), salvo
-que seguiremos simbolizando nuestro operador por la letra M.
Volvamos por un momento la vista hacia el ejemplo construido
-en el apartado 2, y supongamos que la funcién h (¢, ) satisface,
ademas, que

A(t, r) Ay ()« hy(r)

-donde 4, (¢), h, (r) satisfacen las condiciones de la definicién 1 y del

teorema 1, respectivamente, asi como que se mantiene la notacion

«correspondiente para las constantes hasta ahora utilizadas.
Recordemos, por altimo, que ahora

f=0 € R1 In=[0,t,.], iy T T.
En el presente caso resulta ficil demostrar (cf. [1]) que, si
o, v € C(|0, T]; X),

y si alguna de las siguientes condiciones:
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(1i) 8 es univoco sobre R*, h, (¢) es continua por la derecha
sobre (0, T),
(21) o (¢) es continua,
@Bi) w@) >0, Vie (T
es cierta, entonces se tiene, para casi todo t€ (0, T),

M@ 2 () =M@ o) | x <4 O h(||p— 7| Lo 0,4 x)) -

Como en el ejemplo del apartado 2 se suponia o (¢) € [0, ¢] para
todo t € (0, T) la estimacién anterior seri automaticamente cierta.
Por otra parte, llamemos ahora

Ais,z) = | M) u (50, - ) —M(2) % (50, ) | (0,1, %)) 205

Bt(‘azo)zuu(z”)—“(ZO\')HLQ(OI,;X)' >0, ¢y=t—s

z
K (s, 8) = flt,(o)do, 0<s<t<T.

Procediendo como en el lema 1, se pueden demostrar las siguientes
estimaciones :

0 B;(Z, ZO)S Cos * A:(z,zo)‘{"K(Oa -') . }‘g (Bs(zx zo))a 0<<s<T.
(5) 0 < By (2, 29) < B (2, 29) 4651 + As(2, %) +-K(s5,2) + 53 (B:(3,2)), i
0L s<<t<T.

Supongamos, ademas, que:
— Vt€(0,T), VveL»(0,t; X) se verifica

lim A, (2,29 =0

cuando 2z tiende a z,.

— Se verifican las hipétesis del lema 1 (lo que garantiza la exis-
tencia de soluciones en (0, T)).

— 3 4,€ C (I*; X) tal que

M @) %15 a°s %)

estd acotado independientemente de z en un entorno de z, (por co-
modidad, supondremos que la cota es una constante v, sin indicar el
intervalo).
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— h, (t) es una funcién localmente acotada (continua o no)
en (0, T).

Vamos a demostrar que en estas condiciones existe dependencia
continua, aun cuando %, (r) no sea sublineal en un entorno a la de-
recha del origen.

Supongamos, en primer lugar, que existen subsucesiones

2y = Zg, In — 0,
de forma que

| @ (zny ta) |y > +0 (> ).

Si asi no fuera,
| 4 e ) | S| M o) g (00| - | M) (5 ) — (o) g (1) [ <
=g+ Ay () - kz(“u(z"’ )= - )”Lw (o,t,,;X))

Como la constante y sélo depende del subintervalo

[01 max tn]C [01 T)w }’1(')
=

estd localmente acotado en [0, T), y h, (-) aplica conjuntos acota-
dos en conjuntos acotados, se sigue necesariamente que

s ) =0 () e oy > @ (8= )

Lo que contradice que % (2., -), %, (-) sean funciones continuas de-
finidas sobre todo el intervalo [0, T) —puesto que son soluciones
de (*)—.

Podemos, pues, concluir que existe una constante finita tal que

[u’(z;i)lXS cte < 4 o
z€U=™, ¢tegue°
Entonces, existe s > 0 suficientemente pequefio, tal que

B; (2, 29) < &

para todo z (salvo, a lo sumo, un n.° finito),
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y tal que

K (0, :)=f/;, () d s verifique: K (0.5) - C< 1.
0

—yaque 4 €L1(O, T —.
La primera conclusién implica que
hy (Bs (2, %)) <<C -+ Bs(2,2);
-de donde, yendo a la primera de las desigualdades (5), ésta queda:
0<(1—C-Ki0s)) - B,(22)<cosA: (2 2).
Haciendo 2z —— z,, se sigue que
lim B, (z, z) = 0.

Sea ahora s, = sup {s > 0/B; (2, 2,) <e para todo z salvo, a lo
sumo, un numero finito de ellos}. Y supongamos que s, << T. In-
tentaremos llegar a una contradiccion.

(Né6tese que, en s, puede suceder que haya un cierto nimero
—finito o no— de 2 para los que B, (2, 2) valga exactamente «:
ello es consecuencia de que, entre otras propiedades, para cada z
fijado la funcién s — B, (2, &,) es continua en s.)

Dividimos el intervalo [0, s4] en subintervalos [¢';_;, ¢’;], de ma-
mera que ¢, =0, ¢, =35, y que K (;,,¢;)-C<1 para todo
j = 1, 2, veey M.

Aplicando las desigualdades a los puntos ¢';, y teniendo en cuen-
ta que, por definicién de s,, se cumple que B, (2, 2,) < ¢ para todo
.2 (salvo un ntimero finito), obtendriamos que

lim B,, (2,2)=0, cuando 2z — 3
J

Vj=0, 1, ...,n
En particular, escogiendo j = #n, se sigue que

lim B, (2, z) = 0.
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Este resultado nos da pie para pensar que, en s,, el nimero de =
‘tales que B, (s, 2,) = ¢ debe ser, a lo sumo, finito. En efecto, su:
‘pongamos que hay un nimero infinito de tales & (que, por otra par-
‘te, tienden a z,). Utilizando la segunda de las desigualdades (5) en
los puntos t,_, y t'n = 5, se llega a que

0L —=C-Kt'p_1,28) e=01—C - K{#n_y,2t's) -~ B,,” (z,29) £

£ B,,”-' (2 29) + L‘,,”_‘,,” . A,," (2, 2g),

«cantidad esta ultima que tiende a cero cuando z tiende a z, lo que
‘nos conduciria a una contradiccién. Luego By, (2, 2, < ¢ salvo, a
lo sumo, para un ntimero finito de zetas.

La demostracién concluird si conseguimos demostrar que existe
t> s, de forma que

C-K(s,2)<<1 y B:i(z23)<s

:salvo a lo sumo para un namero finito de zetas. En efecto, en tal
-situacién una nueva aplicacién de la segunda desigualdad (5) en los
puntos s, y t, seguida de las consabidas operaciones, conduciria a
-que lim B, (2, 2,) = 0 cuando & — 2,. Lo que contradeciria la defi-
nicion de s,. Tal contradiccién provendria de haber supuesto s, << T,
‘luego, necesariamente, s,'= T. O lo que es lo mismo, deberd haber
-dependencia continua sobre [0, T)] —sobre cada subintervalo com-
pacto de [0, T)—. Ahora bien; al igual que en la primera parte de
la demostracion, resulta facil demostrar que deben existir un entor-

mno de z,, U%, y otro de s, Use , de forma que
‘ ' (2, 2) |X Z cte < 4~
(s, 8) € U™ x U’
De donde sale que existe ¢ > s, tal que
C-K(s0,2)<<1 'y Bi(z,23)<L:

«con lo que concluye la demostracion.
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