
ANULACIÓN D E S O L U C I O N E S P A R A OPERADORES 
ACRETIVOS EN ESPACIOS DE BANACH. APLICACIONES 
A CIERTOS PROBLEMAS PARABÓLICOS NO LINEALES 

Jesús Ildefonso Díaz Díaz 
Departamento de Ecuaciones Funcionales, Facultad de Ciencias Matemáticas 

Universidad Complutense de Madrid 

Recibido : 13 diciembre 1978 

PRESENTADO POR EL ACADÉMICO NUMERARIO D . ALBERTO D O U 

MASDEXEXÁS 

In this work the property of vanishing of solutions (also termed as finite ex
tinctions time-. u{t) — Q Y ¿ >> TQ, for some T^ ^ 0) is considered giving suf
ficient conditions to have it for the abstract Cauchy problem for accretive operators-" 
on Banach Spaces when they are assumed multivalued at 0. The abstract result 
extends a previous one by H, Brézis. Some applications to multivalued operators-
OÎI X = Ij^ are given. This paper develops the results of the author previously 
annunciated in Rev. Real Acad. Cien. Exact., Fis. y Natur. Madrid, 72 (1978)^ 
pp. 613-616. 

§ 1. Introducción 

Es bien conocido que una gran cantidad de problemas en Ecua
ciones en Derivadas Parciales admiten un cómodo tratamiento gracias^ 
a su formulación como Problemas de Cauchy abstractos sobre espa
cios de Banach. Tales problemas se pueden formular con precisión: 
de la siguiente forma : dados X espacio de Banach, 

A:D(A)eX->íP(X)(i), /€Li^^((0 ,+oo):X) y «o € D^Âj, 

hallar 

u C C([0,+oc):X) 

(1) La posible multivocidad del operador A viene motivada, entre otras razo
nes, por las aplicaciones. En este sentido véanse los ejemplos expuestos en § 3 -̂
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tal que satisfaga (en algún sentido a precisar) las condiciones 

- - - ( / ) +Au W 3/(/) c .p . t . / é ( 0 , + o o ) 
dt (1) 

Condiciones suficientes para la resolución de (1) han sido obte
nidas en atención a la diferente complejidad en que (1) era formula
do. A modo de indicación se pueden citar los resultados de Hille, 
Yosida, Phillips ... (para A lineal y por tanto unívoco), Kato, Bre-
zis, Pazy, ... (para X expacio de Hilbert) y más recientemente 
Crandall, Ligget, Benilan, ... (para X espacio de Banach cualquiera). 
^Una detallada bibliografía sobre el tema asi como un gran número 
de aplicaciones se pueden encontrar en Crandall [9]). Aunque la 
gama de resultados es muy extensa, se puede decir que una gran 
-parte de ellos se refieren al caso en que el operador es «acretivo». 

DEFINICIÓN 1.—IJn operador A :D (A) 'C X—> 9^ (X) (al que 
identificaremos con su grafo en X x X) se dice acretivo si satisface 
mna de las propiedades equivalentes : 

i) V ( x , y ) i € A , V ( x , y ) € A , v A > O | x - x | ; < | ( x - x ) + A ( y - y ) | 

ii) V (x, y) '6 A, V (x, y) € A, se tiene r ( x — x , y — y) ^ 0 

donde T es el producto semi-interior definido sobre X x X por 

Ix-^lyl - \x\ 
T {x, y) = lim ; 

Si X = H es un espacio de Hilbert entonces el producto escalar 
coincide con | jir | • T (JT, y) y los operadores acretivos son denomi
nados monótonos. En este caso un ejemplo usual (y de gran impor
tancia en las aplicaciones) aparece con la derivada (subdiferencial) 
de un funcional convexo sobre H. 

Nuestro interés se centra en el comportamiento «en el infinito» 
de las soluciones de (1). Una posible montivación puede partir de 
los resultados de Friedman, Pazy, Brezis, Bâillon,' etc., que asegu
ran (bajo diversas hipótesis sobre A y /) que si 

lim / ( / ) = A 
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«entonces existe el límite 

y además se tiene que 

Asi en concreto si 

-entonces 

lim u {t) = u^ 
t -^ CO 

Au«, 5 / « ' 

/•„ = o y A-i (0) = O 

lim u{t)^0. 

Pues bien, nuestro objetivo es el estudio de una propiedad más fuer
te, que parece peculiar del caso no lineal : 

DEFINICIÓN 2.—Se dirá que (1) satisface la propiedad de anula-
-ción de soluciones (en abreviado (A.S)) si 3r,o>>0 tal que u(t) = 0 
para todo t, t > T^. 

La propiedad (A.S) admite un tratamiento muy diferente según 
-que se presuponga el operador A unívoco o multívoco en 0. Sólo el 
segundo caso trataremos aquí ^^^ 

El plan a seguir en el resto de este trabajo es el siguiente. En 
§ 2 se obtendrán unos resultados abstractos sobre la aparición de 
(A.S) bajo ciertas hipótesis que son «casi» las necesarias. Con ellos 
se extiende y precisa el resultado anteriormente obtenido por Bre-
zis [7]. Aplicaciones a problemas parabólicos no lineales concretos 
serán dadas en S 3. 

§ 2. Resultados abstractos. 

A fin de estudiar cuándo la propiedad (A.S) es satisfecha por el 
-problema (1), observemos que una condición necesaria para que esto 
suceda es 

/{t\ Ç A (0) para t suficientemente grande (2) 

como se deduce de la ecuación diferencial. 

<2) Sólo se conocen resultados particulares sobre la aparición de (A . S) (tam
bién denominada de extinción en tiempo finito) para operadores unívocos en O. 
Véase p. e. Kalashnikov [14], Evans-Knerr [12], Bamberger [2], Veron [16] y 

<T Díaz-J. I. Díaz [10] entre otros. 



8 6 8 JESÚS ILDEFONSO DÍAZ DÍAZ 

Veremos que (2) es «casi» suficiente si se supone A multívoco» 
en O, pero antes precisemos el concepto de solución que utilizare
mos en lo que sigue: 

DEFiNicrÓN 3 (Benilán [3]).—Una función u € C ([ O, + oo) : Z > 
se dice solución integral de (1) si satisface que u (0) = u^ 3; 

V(x.y)C ^, I u { t ) ~ x | < | u ( r ) ~ x | + 
t 

+ J x (u (s) - X, f (s) - y) d s, O ^ r < t < + 00 . (3> 
r 

Es bien conocido que si A es acretivo y u ts solución fuerte de (1)̂  

(e.d. «Ç wí;i(0, + x:X) 

y satisface la ecuación en c. p. t. í >€ (O, + 00)) entonces se debe 
satisfacer (3) (e. d. u es solución integral). Sin embargo el recí
proco no es cierto en general, precisándose entonces ciertas hipó
tesis adicionales. Por otro lado, si v es solución integral de 

di 

se tiene una cierta dependencia continua entre v j u dada por 

\u{t)^v{i)\^\u{r)-^v(r)\ + f ^(u {s) - v{s% f{s) - g {s)) d s yfr>0 

(véase Benilán [3]). 
Existen diversos resultados que aseguran la existencia y unicidad' 

de soluciones integrales ; citemos por ejemplo el de Crandall-Ligget 
(1971), referente al caso de A acretivo tal que R (I + X A) 3 D (A)». 
Nuestro resultado, sin embargo, sólo utilizará la acretividad de A y 
una vez supuesta la existencia de una solución integral de (1). 

TEOREMA 1.—Sea A un operador acretivo de X. Supongamos 

tales que (1) posee una única solución integral u. 
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Supongamos además que existe p: [to, + I3Ü) ^—> R"̂  integrable 
para algún to > O, tal que : 

B (í (t), p (t)) c: A (0) casi para todo i >: to (4) 

oo 

J p ( t ) d t = + oo (5) 

Entonces (1) satisface la propiedad (AS) (e. d., V u^ € Z> (A), 
da solución correspondiente u(t) es tal que BT^i^O tal que u(t) = 0 
V t ^ T o J . 

DEMOSTRACÏON.—Dado u^ € D (A), supondremos que u (t)^0 

para todo t ^ O, pues si existiera t^ tal que u (ti) = O entonces la 
tfunción 

, u(t) si f<t, 

o si / > /i 

rsería también solución integral de (1) y por la unicidad se obtendría 
el resultado deseado. 

Observemos que de (4) se deduce que 

/ ( í ) 4- p (s) • à (s) € A (0) para todo /i (s) con 
\A(s)\x<.l y c . p . t . j ç ( / o , + flo) 

Eligiendo entonces 

„ = 0, g(s)=/{s) + p{s) * k{s) y r = f, 

en (3^) se obtiene 

I u{t) I < I u(t,) i 4- Jx(u(s), /{s)-^/(s)^p(s) . /i{s))ds^ 

t 

Ahora bien, como 
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se obtiene 
t 

I u{t)\ < I u{t^)\ + Jp{s)x{u(s),^A{s))ds. 

Tomando entonces 

u{s) 
h{s): 

U{S)\ 

y observando que 

se obtiene finalmente 

\u(t)\<,\u(t^)\-^ Jp{s)ds 

Basta entonces hacer t suficientemente grande para que gracias a lai 
hipótesis (5) se llegue a que u (t) = O, lo que es una contradicción. 

NOTA 1.—La propiedad (A.S) había sido estudiada anteriormente^ 
en Brezis [7] bajo las hipótesis (4) y (5) para el caso de X espacio-
de Hilbert, A maximal monótono (e. d., R (I + A) = X) y u solu
ción fuerte de (1). 

La hipótesis (4) obliga a que A (0) sea topológicamente grande 
en X. Este es el caso de algunos operadores unidimensionales ^̂^ y 
también el de algunos operadores acretivos sobre L** (O). 

NOTA 2.—El teorema 1 es fácilmente extensible al caso de siste
mas de la forma 

du 
{t)+-A,u{í)-+B,v{t)3/,{t) c . p . t . / ^ ( O , + 0 0 ) 

dt 

dv 

dt 
•(/) + A j í / ( 0 + B2z;(/) 3 / 2 ( 0 c . p . t . / Ç ( O , + 0 0 ^ 

«(0) = í/o 

(3) Véase p. e. en Brezis [7] un problema de persecución formulado coma' 

una ecuación ordinaria multívoca. 
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siendo A^ y A^ operadores de X.̂  y Bi y B2 operadores de Xg tales^ 
que Aĵ  y B2 son multivocos en O y el operador matricial 

\A, BJ 

es acretivo sobre X = X^ x Xg 

NOTA 3.—Otro resultado abstracto, afirmando el cumplimiento de'̂  
la propiedad (A.S) para operadores maximales monótonos multivo
cos en O, ha sido obtenido en Barbu [2] para problefnas de contorno^ 
del tipo 

•(t)eAu(t) c . p . t . / ç ( 0 , + oo) 
dt^ 

u (0) - «o 

sup I tt (/) I < 4- QO 

y por tanto de una naturaleza muy distinta a (1). 

§ 3 . Aplicaciones a operadores acretivos sobre L~ 

Sea O un abierto acotado de R^, N > 1. En Benilán-Ha [4] y 
Ha [14] se ha estudiado de una manera sistemática la acretividad' 
en D~ (Q) de operadores de la forma p (C), siendo p un grafo maxi
mal monótono de R^ ^̂ ^ y C acretivo en L**" (Q). En concreto, se-
pueden encontrar alli diversas condiciones sobre ip y/o sobre C para 
que el operador A = § (C) satisfaga que R (I 4- A A) 3 D (Á). 

Una consecuencia inmediata del teorema 1 es el siguiente re
sultado : 

<4> Es cómodo recordar que tales grafos vienen caracterizados por ser el grafo* 
de alguna función real O creciente, al que debe añadírsele los segmentos verticales 

( - 0 0 , e ( r + ) l si 0 ( r - ) = — 0 0 , 

[ 8 ( r ^ ) , e ( r + ) ] y [B (r+\ +C0) si e ( r 4 ) = - f - a ) . 
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PROPOSICIÓN 1.—Sea § un grajo maximal monótono de W con 
^ '€ p (0) tal que §- (0) < §+ (0), siendo 

r (0) - inf P (0) y p+ (0) = sup p (0). 

.Sean: C operador acretivo de L** (ü) tal que 

ia/^^ que existe una única solución integral en ly (O) del problema 

du 
~—(t) + ^(Cu(f)) ^f{t) c . p . t . t € (0, + oo) 

df (í) 

u (0) = «e 

Supongamos jinalmente que 

d l e > 0 > 3 t o > : 0 tales que p-(0) + e < f (t.x) < p+{0) — s c.p.t, 
t € [ t o , + «>) cp.t, x c í l . 

Entonces (1) posee la propiedad (A.S). 

DEMosTRActóN.—Por definición el operador A viene dado sobre 
L** (O) X L'~ (Û) mediante el grafo siguiente : 

A = î[«,ï£/1 € L"" i S J X L * ( Q ) : 3 » 6 L*(Í2) talque [u,v]Ç:C y 
w{x) 6 ^{v(x)) c. p. t. X Ç, Q¡. 

luego 

A(0)== ¡2£; C L* (Q) tales que w{x)Ç:^{0) c . p . t . ÍC £ Qj = 
= \w^L'^ {Q) tales que p-(())<z£/(*-)<p+(Oj c . p . t . x^íl\. 

Por tanto, se tiene que 

BL» (/W, ê  c: A (0) c .p . t . /€[^o.+ «>) 

pues fijado 
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«es claro que 

P- (0) < / ( / , x)-e<g(x) < / ( / . :r) + s < P+ (0). 

^Finalmente se tiene que 

/ £ . dt=-{-i 

y por tanto se satisfacen las hipótesis del teorema 1. 

NOTA 4.—La proposición 1 podría formularse con mayor genera
lidad considerando familias de grafos § (x, •), medibles en ^ € O y 
imaximales monótonos de R^ supuesto x fijo. La demostración no 
sufrirá ningún cambio importante. 

Ilustremos mediante dos ejemplos el tipo de problemas que pue-
'den ser formulados como (7) : 

EJEMPLO 1.—Sean p y Y grafos maximales monótonos de R^ ta
les que 

0€p(0)nT(0) y R(P)=R. 

!Sea 

!

d u 
« Ç L" (Q) n H2(Q): + T ( « ) 5 O c. p. t. p . de aQ 

an 

y existe ze' Ç C " (fí) talque €£/Çp{—A«) c . p . t . p . de Q> 

siendo n el vector normal unitario exterior a 5 0. Se tiene en-
ttonces : 

COROLARIO 1.—Sean 

uo € ¿TPTT)^" y f € i-L (O' + <» • ^ * (í̂ )) 

-verificando (8). Entonces la solución integral 

uC6([0, + oo):L"(Q)) 
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del problema 

dn 
— - ( t , x ) + P(- .áu(t ,x))5f(t ,x) c^.t. 

01 

dn 
--:—(t,x) 6 ^(uí^x)) c.p.t. 

a n 

u(0, x) = Uo(x) r . / . / . 

DÍAZ 

t € ( 0 , + oo), en Z,*(Q)j 

)(9> 
(t,x) ç (0 , + cx>)Xaû 1 

X £ Û 1 

satisface que u (t, x) = O V t > TQ (en c. p. t. :s.€ Oj para alguna 
r , > to. 

DEMOSTRACIÓN.—La existencia y unicidad han sido demostrados^ 
en [4]. La propiedad (A.S) se obtiene de la proposición 1. 

NOTA 5.—El problema (9) aparece p. e. como problema «cuasi-
estático» asociado a ciertos problemas hiperbólicos relativos a fenó
menos de elasticidad con frotamiento. La propiedad (A.S) también? 
puede obtenerse para algunos grafos tales que ^ (0) = 0. (Véase-
G. Díaz-J. L Díaz [10].) 

EJEMPLO 2.—Sea W : R^.—> [O, + oo] convexa, continua y coer-
civa con F (0) = O y sea § ^ • m • m con O € ¡p (0) tal que R ('̂ ) = R.̂  
Definamos el conjunto 

D (p, a f ) = ¡« C Wj»* (Q): existe w € (L* (Q))N tal que 

O'€<?^(grad«) c. p. t. p . de fí y g z? Ç L* (íl) tal que-

í>-= — div w en 2)' (Q) y I u ' v= I w • grad « ¡ . 
â Q 

Se tiene entonces : 

COROLARIO 2.—S^aw 

u, 6 mrd^)t^ y f^LljO, + ao:L^ (Q̂ ) 

verificando (8). Supongamos además que ô W (0) = 0. Entonces lat 
solución integral 

u € C([0, + oo):¿«(2)) 
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del problema 

du 
{i,x) + H^^^àW{gradu))^ f(t,x) c.p,t, t 6 ( 0 , + «>), en ¿•(Q),i 

at 
u (t, x) = O 

u (O, X) = Uo (x) 

i r . / . / . {t,x) ^ ( 0 , + o o ) X a í 
c.p. t. X C Û 

>(10> 

Satisface que u (t, x) = O V t > To (en c. p. t. x € €1) para algún 
T o > 0 . 

DEMOSTRACIÓN.—La existencia y unicidad es dada en [4] y la pro
piedad (A.S) se deduce de la proposición 1. 

NOTA 6.—El problema (10) aparece p. e. en fenómenos de con
ducción de calor en medios con coeficientes términos dependientes 
del flujo de calor. 

El caso de 'p (0) = O y C multívoco en O puede ser también con
siderado como lo muestra el siguiente ejemplo : 

EJEMPLO 3.—Sea a grafo maximal monótono de R^ con O € a (0) 
y sea 

j^: R ->] —oo ,+oo] 

convexa, s. c. i. y ; # + 130 tal que ô j = a. Sea § (r) = r. ^ r € R. 
Sean 

à u 
à oci 

+ 00 

<Í)2(«) = 
jj(u{x))dx 
Q 

+ 00 

dx si u e Wj'>* (Q) 

en otro câso 

si « 6 L « ( Q ) y j{u)^V(Q} 

«n otro caso 

Es bien conocido que ambos funcionales son convexos, s. c. i. so
bre JJ (O) y distintos de -f oo. Además si u^^D (ó <()i) c WQ^-^ (Q), 
entonces v '€ L^ (O) es tal que z; •€ d <j)i (u) sii 

« d l\ àM |/>-2 du \ 
t» = — X^ 1 1 en Q. 

j ^ ^ dxi \\ dxi \ d x,'l 
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Por otra parte si u€D (d^a) c: L^ (O), entonces z;'€ L^ (Q) es tal 
que V € à <j),2 (u) sii v (x) '€ a (Í¿ (jr)) c. p. t. jr '€ O. (Véase Bar
bu [2], págs. 61 y 204). Es claro entonces que 

pues la inclusión 

ô (j>, + ô (j), = ô (C ,̂ + (j),) 

(ô (¡>, + ô (l)̂ ) e d (4>, + (j)̂ ) 

se tiene siempre, y además el operador ô (|>i 
mente por 

2ÍJ dxi\ 
du 
à Xi 

/ - 2 d U 

à Xi 

ô ^2 (dado formal-

•aiu)) 

es maximal monótono sobre L^ (O), como se obtiene por las técni
cas variacionales (véase p. e. Brezis [6]). Veamos que la restricción 
de ô ((j)i + ^2) a IJ^ (O) es acretivo en L:°° (ü) : 

PROPOSICIÓN.—El operador A^ dado por el grajo en L~ {Q) x 
X L~ (O) siguiente 

(^p,Q) = j[u, V] Ç (fr¿'2(Q) n Í :« (Q))X ^ " (S) 

laí^í gíe^ 3 w '€ L'~ (O) con w (x) '€ 'ct (u (x)) c. p. t. x€ Q 3? 

« d ¡\ du \p-^ d u \ 

^ dxi\\ àxi\ à Xi I 
•j-mi 

£s acretivo en L°° (O) 3; además R {I + X A^) = L°° (Q). 

DEMOSTRACIÓN.—Gracias al Lemme III de [13] basta comprobar 
que se tiene 

V u, û iç L2 (ù) y y p iç Cl (R) con 0 ,< / ' ' < ! , p (0 = 0 

^{u — p {u — û)) + 4^(û -^ p (u — û)) <^ <j) (u) -h <j) (û). 
(11) 

siendo (j) = (j),̂  + <j>2. Ahora bien, si <() (u) + (j) (û) = + 0 0 (11) es tri
vial. Si (j) (u) + ^ (î2) < H- DO, entonces es claro que u — p (u — û) 
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y Û + p {u — íi) € D ((|)) y de la convexidad de las funciones reales 
¡ • P y y se deduce que 

1 N ^ 

=TI;/ (1 —• p' {u — íí)) —̂^ + />' {U — %) 
5^¿ hx, 

dx 4-

/ (M — /> (M — 'M)) d jr + V * / (1 — />' (íí -— M)) + />' {u — ü) 
p .^md J Ô X, 0 ^ ; 

dx -¥ 

-\- j j {Û + p {u—Û)) d X <^ — / {i—f{u — û)) y * 

(/>'(íí — lí)) y \dx+ — / 1 _^ ' (^__4) y 

(pf (u — ü)) V \dx'\- I j {u) d X -{• j H^) d X ^ ^{u) + ^ (Í*> 

Ô ^ 

La anulación de solticiones se tiene finalmente si a es multí-
voco en O : 

Proposición 3.—Sean 

u, eW(Ip)L^ y f Ç Ll^(0, + co:L^ (Ü)) 

verificando 

3 6 > 0 y 3 t o > 0 iales que a-(0) + e < f (t,x) < «'•'(0) — s 

^ . / . / . tC]t|„ + <») 
i ; . / . ^ . x ^ Q . (12) 

Entonces la solución integral u € C ([O, + oo) : L*** (ü)) del pro-' 
blema 

di Zà^ àx\ \ 

i(t ,x) = 0 

i (0, x) =» Uj, (x) 

(í Xi <?Xi 
~ ) + a ( u ) 3 f i r . /> . / . t e (0,00), en i:*(Q) 

c.p.i. ( t . x ) € ( 0 , + o o ) X a Q | 

í . / . ?. X e Û 

(18> 

satisface que u (t, x) == O V t > T„ (en c. p. t. x 6 ü) para algún 
T,„>t„. 
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DEMOSTRACIÓN.—Basta observar que 

Ap (0) = jze/ ^ L* (Q) tales que ar (0) < w (x) <. a^ {Q) c. p. t. x Ç: Q¡ 

y entonces 

BL«></W,e)cAj*(0) c . p . t . / ç ] / „ + oD) 

por la hipótesis (12). 

NOTA T.—El problema (13 aparece p. e. en fenómenos de conduc
ción no lineal del calor con un término de absorción de calor que 
también puede representar alguna restricción sobre la temperatura 
tal como la no negatividad en todo punto e instante. 

Por otra parte, el problema (13) ha sido considerado en varios 
trabajos anteriores tales como los de Brezis-Friedman [8], Bensous-
san-Lions [5] y Evans-Knerr [12]. En ellos se trata el caso de 
Í]| .= R^, ^ = 2 y a dado por ,5 (r) = O si r > O y a (0) = (— oo, OJ. 
La propiedad (A.S) es allí mostrada bajo la hipótesis (12) formulada 
como 

| e > 0 tslque / ( ^ : r ) < —e c . p . t . (/, JP) € [O, oo ) X (12*) 

junto con la condición de que UQ sea con soporte compacto, obte
niéndose además la compacidad del soporte de la solución, como 
función espacial, para cada ¿ > O fijo (propiedad P. F.)). El hecho 
de que la hipótesis (12^) junto con la compacidad del soporte de % 
baste para obtener la propiedad (P. F.) ^ ̂  hace que en los trabajos 
mencionados anteriormente las propiedades (P. F.) y (A. S.) aparez
can casualmente ligadas. Nuestra proposición 3 esclarece la indepen
dencia entre estos dos comportamientos y junto con las técnicas de 
Díaz-Herrero [12] permite extender los resultados de los autores 
precedentes, teniéndose : 

PROPOSICIÓN 4.—Sea u,o € D {A^ • R^)^ con soporte compacto y 

(5) Esto puede ser demostrado incluso para todo p con 1 < /> < oo. (Véase 
Díaz-Herrero [11].) 
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aerificando 

3 e > 0 tal cue f ( t , x ) < - - £ c.p,t. (t, x) £ (O, + oo ) X R^ (14) 

.Entonces existe una única solución integral 

u 6 í7([0,oo):L«(rRN)) 

•del problema 

u ^y d i\ dn |p -« d^ \ 
— _ y 4-a(u 
t . ^ (5 xi \ <J xi I dxi I 

U (O, X) r= Up (X) 

^) 3 f ^.p,t. t C (0, + QO), 

<?« ¿ * { ] R " ) , { p > 2 ) , 
(15) 

.Además se tiene que V t > O ̂ / soporte de n (t, •) es compacto y exis
te TQ > O tal que 

u(t, . ) = 0 {en c.p,t, X ^ RN) ^Í^TQ. 
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