SOBRE EL ESPACIO %,(2)

M. Valdivia

Recibido: 4-VI-80

In this article we give a representation of the space &, (Q). In particular,

-~
~we prove that if B, (Q) is not reflexive, then it is isomorphic to s ¢, and if
B, () is nuclear then it is isomorphic to s.
En este articulo damos una representacion del espacio & (©2). En particular,

Py
probamos que si B, () no es reflexivo entonces es isomorfo a s@ ¢, y si B, (Q)
-es nuclear es isomorfo a s.

1. Notaciones

Denotamos por s el espacio vectorial de las sucesiones complejas
de decrecimiento ripido con la topologia usual de espacio de Fré-
-chet. Los espacios de Banach ¢, y ¥ los suponemos complejos.

Si E y F son dos espacios vectoriales topologicos de Hausdorff,
localmente convexos y definidos sobre el cuerpo C de los ntimeros
-complejos, ponemos

ERQF

para la complecciéon de E ® F dotado de la topologia proyectiva.
En el caso en que E y F sean isomorfos, escribimos E ~F.

Si o« = (a,, @, ..., 2,) es un multi-indice, en donde «; es un en-
“tero no negativo, j = 1, 2, ..., n, ponemos, como es habitual,

lal=a,+a+ ... + an

y si f es una funcién compleja definida en un abierto del espacio
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euclideo n-dimensional R*, indefinidamente diferenciable, D* f es las
derivada parcial de f de orden a.

La distancia que consideramos en R" es la euclidea y si
x = (%), Xg, ..., %5 € R?,

ponemos

1
2

|| = (24224 ... + xa?)

Si K es un compacto de R*, D (K) es el espacio vectorial sobre-
C de todas las funciones complejas definidas en R”, indefinidamente-
diferenciables y con soportes en K, dotado con la topologia ordi-

naria de espacio de Fréchet. Si el interior K de K tiene su clausura:
coincidente con K, denotamos por C= (K) el espacio vectorial so--
bre C de todas las funciones complejas definidas en K, indefinida-
mente diferenciables, que se extienden por continuidad, asi como-
todas sus derivadas de cualquier orden, a K. También suponemos-
que C= (K) estd dotado de su topologia ordinaria de espacio de-
Fréchet.

Sea Q un abierto no vacio de R". Siguiendo a J. Horvath,
[3, p. 283], denotamos por B, (Q) el espacio vectorial sobre C de-
las funciones complejas definidas en Q e indefinidamente diferencia-
bles, de manera que f'€ &B, (Q) si, y soélo si, dado un ¢>0 y un’
multi-indice «, existe un compacto K en Q que verifica:

ID®f(x) | <<e, yx€Q~K.

Suponemos que B, (Q) esta dotado de la topologia de espacio-
de Fréchet tal que una sucesion (f,) de B, (Q) converge al origen:
de este espacio si para cada multi-indice =, (D*f,) converge uni-
formemente a cero en Q. En particular, si Q@ = R*, &B, (Q) coin--

cide con el espacio B de L. Schwartz, [6, p. 199].

B, (Q), introducido en [1], es un subespacio del clasico espacio-
B de L. Schwartz, [6, p. 199], y estd formado por aquellos ele--
mentos de &B que se anulan, asi como sus derivadas de todos los:
ordenes, en R" ~ Q.
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Si @ = R", consideramos todos los cubos de la forma
{xp %g oo, %0)€ R iaj L x5 <L a;41, a; entero, j=1,2,...,n8}, (1)

-ordenados en una sucesion (B,) de elementos distintos.

Si Q7% R, sea &, la familia de todos los cubos de ia forma (1)
contenidos en Q, de manera que si Q € &B,, la distancia que Q a
R*~ Q es igual o mayor que 4 #,

Procediendo por recurrencia, supongamos que hemos obtenido
las familias de cubos &B,, 1 < h < k. Representamos por By,, la
«coleccion de todos los cubos de la forma

a; a1 )
Xy, Hgs v uey Xn) € R":E;éxjé—-%—, a; entero, ;7=1,2,...,7m,

~contenidos en Q, de manera que si Q'€ &By,,, la distancia de Q a

. . n . .
R*~ Q es igual o mayor que i Y Q no esta contenido en nin-

gtin elemento de &,, 1 < h < k. Ordenamos los cubos de U By

k==l
«en una sucesion (B,) de elementos distintos.

En cualquiera de los dos casos considerados para Q, suponga-
“mos que

a;j(r) < aj(r)+1 19
o TS Tk ST R en?

B, = {(#y, %9, ..., %s) € R

«en donde a; (r) es un entero y k(r) es un entero no mnegativo,
i=1,2..,n, r=1,2 .. Sea ¢ = (p;) la sucesién de las longi-
itudes de las aristas de (B,), es decir,

1

e =1,2,.--
br="ok(n °
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Ponemos:
aj(r) 1 aj(r)+1
A, = 1 Xgy o009 Xpy R»: —_— <y —
P = e *») € 2%() 2% +8 7= oan)
1
+ 2 (r)+3 ]=1‘2""’”$
a; (r) 1 aj(r)+1
Cr = {(2g, 29, ..., n; < << ——
3( pE e ) € R T I X B0 =TS e
1
T o~ arra? .=1| 3 o o0y ) .
32k’ 7 2 ";

*Es inmediato que

[
Ar=g.
1

Cs

@
Us-
r=1

Sean B,,y B, r, 7% r,, dos términos de (B,). Si B, N B,, # &,
se tiene una de las tres igualdades:

r

I

Pri== Pra» P"1=2Pﬁ' 29’1‘:?":'

Si B, N B, =¢, la distancia entre B, y B, es mayor o igual
que el minimo de o, y p,.

Como consecuencia de lo anterior, 4* + 1 elementos distintos-
de (A,) tienen interseccién vacia y cada elemento de (C,) corta a.
un solo elemento de (A,). Sean

I = {(xy, %4y 0001 %) € R1:—1=<x,<1, j=12....,n{

4 4
J =g(x1,x,,...,x..) € R":——R‘ijg-;s—, j=1.2,...,ns

4 4
L= {(xy, %9y e ..y Xu) € R7: — <% < y j=1,2,...,n$..

5 5

Si ¢, es la aplicacién de R* en R* definida por

2a(r)+1 5 2an(r)+1
+ EAREET
2k (r)+1 2k (r)+3 BE(r)+1

5
T oo+e x")

@r (%, Xq, ...,x,.)=(



SOBRE EL ESPACIO &B, () 839+

se tiene que ¢, transforma I en A,, Jen C,y L en B,, r=1,2, ...
Sea ¢ una funcién real definida en R*, de clase C=, que es estric-

tamente positiva en el interior de I y cero en los demas puntos..
Si

7 1) (%)
v (x) = #L"—' x € 9Q,

Z (90 /™) (%)
J=1

se tiene que

TR

es una particién de la unidad en Q de clase €.

2. Primeros resultados
ProprosicioN 1.—Sean p vy m dos enteros positivos de manera que-

——2—1— es la longitud de la arista de un término de (B.). Si la arista

) . 1 . .
de B, tiene una longitud menor que o entonces la distancia de-

Bn a R~ Q es menor o igual que

_Vn

2k (m)—2

DeMosTRACION.—Supongamos que la distancia de B, a R*~ Q=
sea mayor que

_Vn
%k (m)—2
Ponemos
b; 5i+1 )
= ey Xy ny— S = -
A (x,‘x,. y X ) e ]R 9k (m) — 1 ij 2k(m)—1 » J 1) 2) W ,
en donde
aj(m)

b; =
4 2
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.si a; (m) es par, y
aj(m)=1

j = 2
si @; (m) es impar. Se tiene, si d es la distancia de A a R*~ Q, que

Vn ViV

2k(m)—2  QMm—1  Qk(m)—1

a>

b

'y puesto que k (m) es un entero positivo, resulta que A estd conte-
-nido en un elemento de la sucesiéon (B,) y, por tanto, By, estd con-
-tenido estrictamente en un elemento de dicha sucesién, lo cual es
una contradicciéon. Luego la distancia de B, a R" ~ Q es menor o
-igual que
Vn
2hm—1
c. q. d.
Para las dos proposiciones siguiente, sea f un elemento de 3B, (Q)
v sea f, el elemento de C= (I) tal que

fr®)=(fo/N(x), x€l, r=12,...

Prorosicion 2.—Dado el multi-indice « v el entero no negativo
k se tiene que
im o~k snp | Defr(x)|=0.
xel

Tr=> o

DEMOSTRACION.—Sea ¢ un nfimero positivo arbitrario. Si @ = R”,
‘tomamos un compacto K < R” tal que

| Daf(#) | <e, Wx € R* ~K.
Hallamos un entero positivo r, de manera que
A,NK=g, r=r,.
"Entonces, si 7 > 7,

5\lal
pr sup ID“fr<x)|=(—) sup | Daf(x) | <e,
zel 8 zeAr

e aqui la conclusidn.
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Si Q3£ R, podemos hallar un compacto no vacio K, en Q de
manera que en cada punto de Q ~ K, la derivada de orden igual a
k de D* f en cualquier direccién esté acotada en moddulo por

ROk
~2_( 12V7% ) =

Si 8 es la distancia de K, a R ~ Q, determinamos un entero po-
sitivo p tal que -—21-;— sea la longitud de la arista de un cubo de
{B,) y que

Vn
04—t

<3.

Hallamos ahora un compacto K, en Q, K, D K,, de tal forma
que si ¥ €Q~K,, se tenga

2% | De fi(x) | <e.
Sea 7, un entero positivo tal que
AANKy=g, r=r.

Si r>r, v 2= (2,2 -..» 2x) € A, pueden ocurrir dos casos:
a. Que la longitud de la arista de B, sea mayor o igual que

1
—— . Entonces,
922

5\ lal
pr % | Do fr(2) | = (—8—) pr*tlal | Daf(z) | <

<p kI Dafle) | S 2| Def(E) | <e.

b. Que la longitud de la arista de B, sea menor que %. Apli-

«ando la proposicién anterior resulta que la distancia de B, a
R™ ~ Q es menor o igual que

Ve .

Q% (r) —2
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Hallamos un #° = (#°, 2%, ..., #%) € R"~ Q cuya distancia a
B, sea menor que

_Vn
Ok (r)—8
Entonces,
n n n n Vn
|0 — 2| < 14 + V + V V < ’
2k (r)—3 2k (r) 2k(r)+3 2k(r) —4 2% (r) —38

y, como consecuencia, cualquier punto del segmento
Ja0 4 w(z —x%:0 < w < 1

dista de R*~ Q menos de 8, de aqui que dicho segmento no cor-
te a K,.

Ampliamos f a todo R* poniendo f(#) =0 si # € R*~ Q. Es
inmediato que f es de clase C>. Escribimos

f=fH+ifsn /1 ¥y fa reales,

Entonces,

1 a*
D"/}'(z)=—k—![ Tk Do fi(x,0+ (s, — 2,9, ..., x,° + w (2, —-x,.“))]

0<hi<1, ;=12

y, por tanto,

| 2 —x0|% Z! 1 £ Vrn \* 1 & ,
|Defle) | =2 3_( 16;/;7) E<(2k(r)—4) (161/;) FEeE

De lo anterior resulta, si r > r,,

5\ lal
pr s;gIID"ﬁ(xH:(—s*) pr"‘*l"'xsggr!D“f(x)lS

<p, % sup | Do f(x)| <e.
zrea,
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Prorosicion 8.—Dado un ¢ >0 y un multi-indice =, existe uw
compacto K en Q tal que

(fi'? ° ﬂ‘)—‘) (*)
j=1

DeMosTRACION.—De acuerdo con la proposiciéon anterior, halla-
mos un entero positivo #, tal que

<e Yx €Q~K.

8 \lal
(—) 4% sup | Dap(x)|p—lal sup |fr(x)| <<e 7r=r1,.
b zel zel

Tomamos un compacto K en Q de manera que

ArcK, r<f’..

Entonces si z€ @~ K, existen los ntmeros enteros positivos
715 Fay ooy 73, P < 4%, de tal forma que

=g A, r#"}" ri2re =12 ..., p

y, como consecuencia,

& g (8 lal
’(fDaZ‘“” ’) (2) SZ(?) pmlel [F@) |09 g1 ()| <
j=1 j=1 J : J
2 18 \lal s e
sz‘:l(_a—) p:jlul sup 1S | - |Da¢(x)l<;:—;"—gs_ c.q.d..

Prorosicion 4.—Dado el multi-indice v vy el elemento g de
B, (Q), se tiene que

ED7 D 0oyt € By (@)

i=t

DemostrACION.—Teniendo en cuenta la regla de derivacion de um
cierto orden de un producto de funciones, basta comprobar que da-
dos los multi-indices « y B y el nimero positivo ¢, existe un compac-
to K en Q tal que

I(Dﬁgb“ Zso ° w") (%)

=t

<& VYx €Q~K,
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do cual es inmediato aplicando la proposicién anterior para D? g = f,
<. q. d.

Prorosicion 5.—8i f € B, (Q), se tiene que

£

-
Z‘P"‘Pf'
=1

DemosTrACION.—Puesto que L es un compacto contenido en el
‘interior de I, se tiene que

€ B (9).

infig(x):x € L{ =6>9.

'St x € Q, hallamos un entero positivo » tal que &€ B,. Entonces,

(Z P o <Pl._‘) (x) = (? ° ‘?r_l) (x) =0 (fPr‘l (x)=b. (2)

i=1

Es obvio que basta comprobar que dados los multi-indices « y 8
y un ¢ > 0, existe un compacto K en Q tal que

1
DefDB—— V()| <e, x€Q~K 3)

¢ o g
7=1

Se tiene que
1

DB ———
Z@ o ¢!
=1

es una fracciéon cuyo numerador es una combinacién lineal de térmi-
nos de la forma

D R SR ) S

=1 / ;=1 j=1

siendo v, 3, ..., . multi-indices, y el denominador es una potencia en-
tera y positiva de
ATES

j=1
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La aplicacién reiterada de la proposicion anterior permite afir-
mar que

DﬁfD'((E(po(pj")D& (quo:pj ) ..Dp(z(yc(pj")EQo(Q)

=1 je=1 Jj=1

y teniendo en cuenta (2), la comprobacién de (3) es inmediata,
c. q. d.

Denotamos por E el espacio vectorial de las sucesiones (f,) de
D (I) tales que, para cada multl—mdlce « y cada entero no negativo
k, se verifica que

lim p,"‘ sup | Dafy(x) | =0
r—>® z€l

Dotamos a E de la topologia de espacio de Fréchet que se deriva
de la familia de normas

P A ()= sup o % D sup [Def(®) |, mi=012...

la| Zm x€l

Se define F anilogamente a E, cambiando en la definicion de E,
D (1) por €= (J) e I por ]J.
Puesto que

D(H=s=C°(J), [5p.207-210]

resulta que
E=~F,

Si (f,) es un elemento cualquiera de E, ponemos

TN =D, fr o ot
r=1
Para cada multi-indice « se tiene que

< hed r) 4+ a
D“Zf,.q,“—_-_-zl (f'°‘P’l)_Z(2b( B)l ](D“fr)°ﬁor_’:=

r=1 r=1

8y\lal &
= (“s‘) 2 e le D) e gt o
r=1
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Dado un ¢ > 0, hallamos un entero positivo », tal que

1 5\ la]|
pr~lal sup [Dﬂf,(x)|<-;(—§~) g, r=r,.

Si K es un compacto de Q que verifica:
A, CK, r<ry

Yy 2 es un punto cualquiera de Q ~ K, existen los niimeros enteros
POSitivos 7y, 7y, ..., 5, p < 47, de manera que

G A, rtr, v, F=12,...,8.

Fntonces, usando (4),

(D‘ Efr ° ?'—l) (%)

=

id
(Zp:‘ lal (D"frj) ° ?:',1) (")
7

F=1

Sreevol=(e)”

8 ,lal 8y\lal 1 45 \lal
<(— > o—lal Da £, “(— — =35,
(5) ,-%1""' “!sup | )| <4 (5) 4"(8) e=s,.

de aqui que
T((f) € By (Q).

ProPosiciON 6.—T es un operador lineal y continuo de E so-
bre B, (Q).

DemosTrACION.—Por lo dicho anteriormente, T aplica E en
&B, (Q). Es obvio que T es lineal.
Si (f,) € E y o es un multi-indice, resulta que

2 8 la] Ld
(Da Zfr'b ‘?r-l)(x) (?) (Zpr-|“|(Dufr)er_l)(x)

r=1 r=1

sup <

xEQ

= sup
X -]

8 laj
S('—) 47 sup p,~lal snp | De £, (%) |,
5 r rel

de donde se deduce la continuidad de T.
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Veamos ahora que T es suprayectiva. Tomamos un elemento f de
B, (Q) y ponemos

hr=(fp) og, r=12...

Si escribimos
1

=
Z? ° 97!
=1

se tiene, aplicando la Proposicion 5, que

£

1

/& € B, (Q)

-y teniendo en cuenta la Proposicién 2, la sucesion

(hr=((f1r) o @) =(((f8) (¢ o @) o o) =(((f8) o ¢r) X @) € E.

Finalmente,

T ((47) =Z(f“’) o 9r) o cpr“==qur=f. ‘c.q.d.
r=1

r=1

Prorosicion 7.—Dado el multi-indice « y el entero no negativo
k, existe una constante positiva M tal que

oK sup | Da(fon)(x)| <M sup | DBE(x)], wf€ B(Q
et mg":wk"g '

r=1,2...
DeMosTrACION.—Si Q = R", se tiene que

b

la]
pr®sup | Da(fog)(x)| = (‘é—) Sup | De fx) | <

b

lal
S(“g“) Z sup |DBf(x)|, VW[fEBL.
g1 ZTal+4%€2

Si Q@7 R*, determinamos un entero positivo p tal que 1 sea la
9¢

longitud de la arista de un cubo (B,).
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Dado el entero positivo » dos casos se pueden presentar:
a. Que la longitud de la arista de B, sea mayor o igual que

-l— . Entonces,
9

5
Pr—-lb sup | De(foq,)(x)|= (—) P"—k* lal sup | Daf(x) | =<
x€[0,11 8 zea,

<p A sup | Def(x) | <24 sup [Def(x)], VfE€E B
Feh, mézlztﬂ‘e“ '

b. Que la longitud de la arista de B, sea menor que——élg- . Pro-

cedemos como en el caso b. de .la prueba de la proposiciéon 2 y uti-
lizamos las mismas notaciones que alli. Podemos hallar una cons-
tante positiva Q tal que ‘

6 \lal
p* 1 Da(f o ) (‘)|=(‘_8") pr¥tiel | Daf(s) |
<p I Dofi(s) |+ Do fr(s) | 1<
1 d* :
SPr-kTQ_[ (Tu;—k-n"ﬂ(x,"-{-w(z,—x,"),--.,x,.°+w(zn—-x,.°)))w=ol +
d*
+ (d * Da £y (%% + w (2, — 2,%), « o o) X0® + @ (20 — x47)) ]S
w w=~0,
9 .
<pEo— ls—at |2 Q sup | Daf(x) | <
A! mglﬂ"“‘
. 2 -V;" k
<p k—— ——‘) Q sup | Do f(x) | =
B\ 2000—s Iplézh:l_*_,‘xen
2 V;)k | Do f () | S € By (Q A
—_— ( sup e f(x)|, VWfE » V2 EA,.
ALY 16 181 ZTal+47c8 e

Para el caso Q# R", la conclusion se sigue ahora facilmente,
c. q. d.

ProPOSICION 8.—B, (Q) es isomorfo a un subespacio complemen—
tado de E.

DEMOSTRACION.—Sea S la aplicacién de B, (Q) en E tal que

S (,f) = ((f}’-r) ° ‘Pr)’ f € B (Q)
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S es, obviamente, lineal e injectiva. De la igualdad

SN =S8 o9 - o)
con

1

g=—=

]
al -1
Z P
j=1

obtenida en la proposicion 6 y utilizando la proposiciéon anterior, no
ofrece dificultad ver que S es continua. Por otra parte,

TSN =/,

por lo que S es un isomorfismo del espacio de Fréchet 8B, (Q) en ek
espacio de Fréchet E. Finalmente, S - T es una proyeccion continua.
en E cuya imagen es S (B, (Q)), de aqui la conclusién, c. q. d.

Sea X un operador lineal continuo de C* (J) en D (I) tal que
si € C=(]), la restriccién de X (f) a J coincide con f, [4] o [8].
Dado un multi-indice «, existe un entero positivo m y una constante-
positiva M de tal forma que

sup | (D* X (/))(x) | <M sup sup |DBf(x)|, vf€C(]). (B

x €} |1BlLm x€d
_Entonces, si & es un entero no negativo y (f,) € F, se tiene que

supp,~% sup |De X(/,)(x) | <M sup sup p,~% sup |DBfir(x)|,
r x€el 1Bl £&£m 7~ x€d

de donde se deduce que la aplicacién Y de F en E tal que
Y (/) =X (f) €F,
es un isomorfismo de F en E.

PROPOSICION 9.—B, (Q) tiene un subespacio complementado iso-
morfo a E.
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DEMoOsTRACION.—Si f € B, (Q), ponemos

Z(N)=(2/))

:siendo
(Zf)rx)=(/oo)*), x€J, r=12...

No ofrece dificultad comprobar, utilizando las Proposiciones 2
'y 7, que Z es un operador lineal continuo de B, (Q) sobre F y que
T oY oZ es una proyeccion continua en &B,(Q) cuya imagen en
T (Y (F)), que es isomorfo a F y, por tanto, a E, y cuyo nicleo
estd formado por todos los elementos de &B, (Q) que se anulan en
Ch,r=12,..,c q.d.

3. Representacién del espacio B, (2)

Denotamos por 1, (¢) el espacio vectorial de las sucesiones com-
plejas (a,) tales que

lim p,‘*a,-:O, £=0,1,2,...

. r—> o
‘Fonemos, para cada entero positivo &,
ri((@))=supip,*|a, |:r==1,2,...1.

‘Es inmediato que
"‘k:k=0'1‘2' ..-:

s un sistema de normas sobre A, (p) que le dota de una topologia
-de espacios de Fréchet. Suponemos que X, (o) estd provisto de dicha
‘topologia.

Sea W la aplicacion de 2, (p) @ D (I) en E definida por

h A
W:;(ar(i)®fj—» (;a,(f>ﬁ), (@' €N lp), /5 € D), j=1,2,..., 4.

Suponemos que X, (p) ® D (I) estd dotado de la topologia pro-
yectiva.
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Prorosicion 10.—W es un isomorfisnio de k, (o) @ D (I) en E.

DeMosTraCION.—Es inmediato que W es lineal e injectiva. Se tie-
me que

=

k
(Da Z a, () f,~) (%)

Jj=1

h
Pm, k( Z a,.(j)f})): sup p,~% Z sup
j=n T

1azm Tl
k
< sup p/ 4 | @A) | sup | Dafi(x) | <
’ mzém ; Tl
A
< Dl(swppkla ) DT sup D S0,

x
j=1 e £m

«de donde se deduce la continuidad de W.
Sean
U= {(an) € N (p):supp,* | @ | <1

V=§f€ D(): > sup | Def(x) | <1}

l“lémel

Denotamos por U° y V° los conjuntos polares de U y V en los
~duales topolégicos de 1, (p) v D (I), respectivamente. Sea e; el
elemento de %, (p) que tiene todos sus términos iguales a cero salvo
€l que ocupa el lugar j, que vale uno. Tomamos u € U°, v € V° y
2, un ntmero complejo de médulo uno tal que

A ey = Cuey|, =12 ..

“Obviamente,
”
lep,’kej €U, m=1,2,...
i=1

¥, por tanto,

«© L
Z)\jp,k {u, ej) = Zp/’l(u, ej) | < 1.
i=1

i=1
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Por otra parte,

A
D e, 1)

=1

A ®
2(2 (e ar(j))(v, fj)|=
j=1'r=1
A - ® A
o, 3w, e, a,<f>f->' = e <w, > a0l f5)
© h
=D <uey - <o, a,<f>f->ls
o A
=D iwedl D' suwp (mz;ar(ﬂf;)(x)
“~

7=1 e £m
13 )
(D-Za,m 7i) @) Z’ (w, ;) pit <
i=1

=1
A
(Dﬂ Z a7 fj) (x)

J7=1

<

=

< sup p,~% sup
x€l

léTgm 7

< 3 et

jd1gm 7

de donde se deduce, teniendo en cuenta que D (I) es nuclear y.
por consiguiente, las topologias proyectivas y la de la convergencia
bi-equicontinua coincide en 2, (p) @ D (I), que W es un isomorfis—
mo de 3, (p) @ D (I) en E.

Prorosicion 11.—El espacio s@ X (p) es isomorfo a E.

DemosTRACTON.—Puesto que

AN ORD () =5 @ (p)

basta ver que 1, (p) @ D (I) es isomorfo a E.

El subespacio G de E formado por aquellas sucesiones de D (Iy
cuyos términos son nulos, salvo a lo sumo un namero finito, es-
denso en E.

Por otra parte, dada la sucesién (g,) de D (I) tal que

g, =0, para r>h,

se tiene que

h
w (Z ¢ ®gj) = (g),

i=1
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de aqui que

Whe(p@DI)DG
'y, consecuentemente,
Wk (p) @D (1)

s denso en E. Entonces W se extiende a un isomorfismo de

(0 ® D (1)
sobre E. Luego
N (p)® D (1)~

c. q. d.

Prorosicion 12. — Sea L, un subespacio complementado de

s @ 2o (p). Sea M, un subespacio complementado de L,. Si

~
M =s @k (p)

entonces
oA
Ly>~s @ (p)

DeMosTrRACION.—Sea L, un complemento topologico de L, en
s®)\o (p). Sea M, un complemento topolégico de M, en L,. En-

tonces,

s ®7\e(9)"’(3®-")®}\o(9)"’-"® (®lo(P))"’5®(L >(L2)~(S®L,))<(:®L,)~
=~ ((C X5)®L;)X(5®Ls)"’(c ®L1)X(J‘®L )((:®L,)~
~L, X (f® L‘X(:®L,)—"-’-L,)((s® A (p)

Por otra parte,

Lo My X My 2 (s@ hglp X My = (53X 5) @ Ny (p) X My =
= (S® Mo (p)) X (s @ Mo ((p) X My = (5@ (¢)) X Ly
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Por tanto,

LS @A (p).

c. q. d.

TeEoOREMA 1.—EI espacio B, (Q) es isomorfo a s @Ro (o).

DeMosTrACION.—Es una consecuencia inmediata de las proposi-
ciones 8, 9, 11 y 12, c. q. d.

Nota 1.—Si Q = R” se tiene que p, =1, r=1,2, ... y %, (o) = cy..
Entonces resulta:

[-] )
B2sQ ¢q.

Como consecuencia, y teniendo en cuenta que B es isomorfo aF

bidual fuerte de :%, [7], se tiene que

N

B=sQI™.

4. Reflexividad y nuclearidad de B, ()

Los siguientes resultados son faciles de obtener y se encuentran,.
en un contexto mis general, en [10]:

1. X, (p) es reflexivo, si, y solo si,
lim p,=0.
7 —> %

2. Si 2, (p) es reflexivo es un espacio de Schwartz.

3. 2, (p) es nuclear si, y solo si, existe un entero positivo p-
tal que

i‘pﬁ,<co.

r=1

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata de los resul-
tados anteriores y del teorema 1.
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TEOREMA 2.—Se tienen las siguientes propiedades :
a. &B, (Q) es reflexivo si, y solo si,

lim p, =0
r —>

b. Si 8B, (Q) es reflexivo es un espacio de Schwarts.
c. B, (Q) es nuclear si, y sdlo si, existe un entero positivo p-

tal que
-
2 P’r<w .

r=1
Representamos por ¢ la funcion definida en R” tal que, si R = Q
tix)=w, yx€ R,
y si Q#R",

t(x)=min! |x—y|:y € R* ~ Qf.

Se dice que Q es casi-acotado si para cada ¢ >0 el conjunto:
{¢ € Rr:2(x) = ¢

es compacto.

En [1] se da el siguiente resultado: a) Las aserciones siguientes
son equivalentes: A. Q es casi-acotado. 2. B, (Q) es un espacio de-
Schwartz. 3. B, (Q) es un espacio de Montel. 4. B, (Q) es un espa-
cio reflexivo.

El resultado a) puede obtenerse de nuestro teoréma 2, ya que es-
inmediato que Q es casi-acotado si, y sélo si,

lim p,=0.
7 —>

TEOREMA 3.—&B, (Q) es nuclear si, y sdlo si, existe un entero-
positivo p tal que

¢t € L#(R").
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DEMOSTRACION.—Supongamos primero que B, (Q) es nuclear. De
;acuerdo con el teorema 2 existe un entero positivo p tal que

2¢,<w. (6)

r=1
Sea m un entero positivo tal que en (B,) existe un término cuya
. . S 1
-arista tiene una longitud igual a o Hallamos, de acuerdo con (6),
an entero positivo 7, tal que

1
r=r

Pr<-2:‘v =70

Si r > 7,, aplicamos la Proposicién 1 y obtenemos que la distan-
«cia de B, a R®"~ Q es menor o igual que

Vn

———*‘-—2k 1 =4 ]/n or

“Entonces

ft)(x)dx—z [mx)dx-;- Z‘ fﬂ(x)dxsﬁ‘ fff(x)dx—{—

=18, r=re+1 By r=18,
+ [ovierar=3 [neacst GV ot <o
7‘-—%1 B, TZ‘—I B, r—Z.:l-l

Reciprocamente, supongamos que existe un entero positivo p
tal que

fﬁ(x)dx<oo.

Rfl
Entonces,
29,}*+n—2 fprt’dxé( )Z ftf(x dx—(_l/l;)é ftf(x)dx<oo,
=1 B, R»

y aplicando el teorema 2 obtenemos que &, (Q) es nuclear.
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Nota 2.—En [1] se da una condicién suficiente para la nucleari-
dad de &B, () en términos de min (1, ¢).

5. Una propiedad de complementacién de &, (2)

Sea E, el espacio vectorial de las sucesiones (f,) en D ([0, 1])
‘tales que
a* fr (x)

i —~k
lim p/ sup P

7 xe o, 1]

=0, 4k=01,2,...

‘Suponemos que E, estd dotado de la topologia definida por el siste-
‘ma de normas:

A

) = supp,~% su
74, & (/7)) ,Z‘: 1P p ”[31]

i fr (@)

, hkAE=0,1,2 ...
dx/ 0

A E, se le aplican, igual que a E, las proposiciones 10 y 11 y se
obtiene que

5® Ao (p) == Eq.

Sea F, el espacio vectorial de las sucesiones (f,) de C= ([é, zl)

tales que, para cada par de enteros no negativos & y &,

dhfr (x)

lim p,~% sup T
x

r -0 1 2]

Suponemos que F, estd dotado de la topologia definida por el
sistema de normas:

i f; (x)

pPs , A E==0,12 ...
x.

Y3
i, 4 (7)) = Z supp, ™k  sup

1 2
= rT€E|l—, —
7=1 [8'8]

n 1 2
D0, 1)) ~s=C ([‘5—.—9‘“—]).

Puesto que
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es obvio que F, es isomorfo a E, y, por tanto,

Fyes @N(‘P)-

Sea G, el espacio vectorial de las sucesiones (f,) de D ([0,1])
tales que para cada entero no negativo /i,

@k f7 (%)

dxh

lim sup
r>o x€[0,1]

Suponemos que G, esta dotado de la topologia definida por ek
sistema de normas

ak f, (x)
d x*

gm ()= D, sup sup

Kzm 7 *€[0.1]

y UM EG,m=0,1,2,...

Teniendo en cuenta las Proposiciones 10 y 11, se tiene que

Gy =~ :@ co.
Ponemos:
¥, (x) =2r —14x, € R, —19
H,=]2r—1,27], r=ha ..
H= U H,.
r=1
Entonces, ¢, transforma el intervalo [0,1] en H,, r =1, 2, ... Po-

nemos, para cada (f,) € G,,

T () = D S 0 B,

r=1

y consideramos todos los elementos de &, (H) extendidos a R, de
manera que si f€ %8B, (H), f(#) = 0, para cada + de R~ H. No es
dificil probar que T, es un isomorfismo de G, en B, (R) cuya ima-
gen es B, (H).

Como consecuencia,

Bo(H) =~ s ¢,
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Ponemos

3
A(x)=2r—l+—z—p,x, x € R,

o,

l,=[2r——1,2r-—1+'—4-p,]

1 1
Kr=[27—1+TPn 2""1+~é—9r]

r=1,2, ...

Entonces, A, transforma el intervalo [0, 1] en L, y el intervalo

[l,—z—] en K,.
3 3
1

Sea X, un operador lineal continuo de €* ([?,%D en D ([0,1])

tal que si f€ C> ([ 1 ,—?—'{]) , la restriccion de X, (f) a [_1_,—2—1
3 3 3 38

coincide con f, [4] o [8]. Un argumento analogo al utilizado en la
parte segunda para el operador Y, conduce a afirmar que el opera-
dor Y, de F, en E, tal que

Yl ((f")) = Xo ( fr))v (fr) E Foy

es un isomorfismo de F, en E,.
Si f es un elemento cualquiera de B, (H), sea f, el elemento de:

1 2
C> {|—,—=]] tal que
(A

1 2
fr(x)=(foA)(x) x€ [—3",—5—], r=12...

Ponemos
Z(f)=f7)

PropoSICION 13.—Z, es un operador lineal continuo de B, (H )
en F,. ‘

DeMosTRACION.—Si f € B, (H), escribimos

=1+ ify fir fareales.
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Si x varia en K,, se tiene que

ak f; (x) (& = 2r 1% | ditkf(w)
= ( ) ’ i2r-——1<z,-<x,j=l,2'

d xh k! dw’“’k w=3z;

Yy, por tanto,

1 k
@ fj (x) (‘é‘ "') @ f ()
P T J P
dx A1 weH,  dw
de aqui que
a* f, (x) 3 \4 a* f (x)
p- % sup | =) e F sup | —F— | L
JL 2 d x 4 weH d x*
* [?' 3]
prk 3\ 4 s a’“’kf(w) d"*kf(w)
- - —(— ~k+ £2 T
= Tokigr | 4 ) el | dwer | SO0 | T g

de donde se deduce que Z,, que obviamente es lineal, es continuo
de B, (H) en F,, c. q. d.
Si (g) estd en E,, escribimos

Uy (g) = D & o A1

=1

No ofrece ninguna dificultad comprobar, utilizando en parte un ar-
gumento anilogo al de la prueba de la proposicién anterior, que U,
«es un isomorfismo de E, en 8B, (H).

TEOREMA 4.—B, (Q) es isomorfo a un subespacio complementado

A
de s Q c,.
DEMOSTRACION.—Si

V,=U oY, 0Z,

se tiene que V, es una proyeccioén continua en 8B, (H), cuyo nficleo
-estd formado por aquellas funciones f de &, (H) que se anulan en
K", r=1,2,... La imagen de V, es, obviamente, U, (Y, (F,)).
Finalmente,

Uy (Y (F) = Y, (F) S Fy s @ Ao lp) = Bo (@) .c.q. d.
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6. Representacién de B, () cuando no es reflexivo

Supongamos que B, (Q) no es reflexivo. Aplicamos el teorema 2
y obtenemos una sucesion de enteros positivos

ry<lry...<rj...
de manera que

Pr = Pr, = eee =Prp = e

Sea 1, el subespacio de 1, (¢) formado por todas aquellas sucesiones
que se anulan en 7;, j = 1, 2, ... Sea }, el subespacio de 1, (p) for-
mados por todas las sucesiones que se anulan en 7, r%7;, j =1,2, ...
Obviamente, 1, (p) es isomorfo a A, ix A, y A, es isomorfo a ¢,. Por
tanto,

S @M =s®A X )= (@A) X(® cp) (7)

N
TeEOREMA 5.—Si &8, (Q) no es reflexivo es isomorfo a s @ c,.

DemosTtraCION.—Por (7), s @ ¢, es isomorfo a un subespacio
complementado de &B, (Q). Por el teorema 4, B, (Q) es isomorfo a

un subespacio complementado de s @ c¢,. Basta ahora aplicar la pro-
posicion 11 para el caso A, (p) = ¢, ¢. q. d.

7. Representacién de B, () cuando es nuclear

Cuando B, (Q) es nuclear, existe un entero positivo p tal que

. .
ZP,P<OO.

r=1

Sean D,, D,, ..., D,, ..., una sucesién de intervalos cerrados de
longitudes iguales a

P‘olrplda-' ;P”n---s
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respectivamente, de manera que si

D,-=[d,. d,.—*-p}’,]
se tenga que
d1 = o»dr+ Ppr<dr+1y r= 1,.2v ceey

lim d, =d < o.
r—-> o

Si
O () =ptrx+4d,, x €R,

® transforma el intervalo [0,1] en D,, » =1, 2, ...
Ponemos

p =(DD) ne

que es, evidentemente, un compacto no vacio de R. Si (f,) pertenece
al espacio E, descrito en el apartado 5, escribimos

S (U= fr o .

r=1

Un mero calculo permite asegurar que S, es un isomorfismo de E,
sobre D (P).

Para el teorema siguiente necesitaremos el siguiente resultado
que hemos obtenido en [9]:

b) Si K es un compacto en una variedad C>-diferenciable de di-
mension n, cuyo interior no es vacio, entonces D (K) ~s.

TEOREMA 6.—Si B, (Q) es nuclear B, (Q) ~s.

DeMosTrACION.—Puesto que E,; es isomorfo a D (P), resulta, de
acuerdo con el resultado b),

D (P) =~ s~ F, =~ s @ kg lp) = By (Q).

Nota 3.—En [1] P. Dierolf da el siguiente resultado: c) &B, (Q)
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es isomorfo al bidual fuerte de &B, (Q). Como consecuencia se tiene:
1. St B, (Q) es reflexivo, B, (Q) ~s @ X (p).

2. Si B, (Q) no es reflexivo, B, (Q) ~s @ Ie,
3. Si B, (Q) es nuclear, B, (Q) ~s.

Nora 4.—P. Dierolf nos ha comunicado la siguiente caracteriza-
«ién de la nuclearidad de &B, (Q) obtenida independientemente de la
nuestra por él mismo y por J. Voigt [2]: d) B, (Q) es nuclear si,
y sélo si, existe un p, 0 < p << 00, tal que t € L? (R*). También han
.obtenido, independientemente de nosotros, el teorema 6, [2].
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