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In this article we give a representation of the space ^ (O). In particular, 

-̂ we prove that if ^ ^ (O) is not reflexive, then it is isomorphic to s^ c and if 
^ ^ (O) is nuclear then it is isomorphic to s. 

En este artículo damos una representación del espacio ^ . (Ü). En particular, 

probamos que si SB (O) no es reflexivo entonces es isomorfo a s ^ c y si ^ (O) 
es nuclear es isomorfo a s. 

1 . Notaciones 

Denotamos por s el espacio vectorial de las sucesiones complejas 
de decrecimiento rápido con la topología usual de espacio de Fré-

-chet. Los espacios de Banach Q y í~ los suponemos complejos. 

Si E y F son dos espacios vectoriales topológicos de Hausdorff, 
localmente convexos y definidos sobre el cuerpo C de los números 
complejos, ponemos 

para la complección de E 0 F dotado de la topología proyectiva. 
En el caso en que E y F sean isomorfos, escribimos E ĉ  F . 

Si a = (a^, 'X2, ..., otn) es un multi-índice, en donde àj es un en
tero no negativo, / = 1, 2, ..., riy ponemos, como es habitual, 

I a I = «1 + a, + . . . + ««' 

y si / es una función compleja definida en un abierto del espacio 
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euclídeo ^^-dimensional R"", indefinidamente diferenciable, D* / es laa 
derivada parcial de / de orden a. 

La distancia que consideramos en R" es la euclídea y si 

ponemos 

\X\ ={x^t^x^^+,..J^Xn^)^ 

Si K es un compacto de R"", 5D (K) es el espacio vectorial sobre 
C de todas las funciones complejas definidas en R"", indefinidamente-
diferenciables y con soportes en K, dotado con la topología ordi-

o 

naria de espacio de Fréchet. Si el interior K de K tiene su clausura^ 
coincidente con K, denotamos por C** (K) el espacio vectorial s o 
bre C de todas las funciones complejas definidas en K, indefinida
mente diferenciables, que se extienden por continuidad, así como-
todas sus derivadas de cualquier orden, a K. También suponemos 
que e^ (K) está dotado de su topología ordinaria de espacio de 
Fréchet. 

Sea O un abierto no vacío de R^. Siguiendo a J. Horváth, 
[3, p. 283], denotamos por M^ (O) el espacio vectorial sobre C de-
las funciones complejas definidas en O e indefinidamente diferencia-
bles, de manera que / '€¿8,o(0) si, y sólo si, dado un s > O y un^ 
multi-índice a, existe un compacto K en Û que verifica : 

Suponemos que ^ ^ (O) está dotado de la topología de espacio-
de Fréchet tal que una sucesión (/r) de ¿BQ (Ü) converge al origen^ 
de este espacio si para cada multi-índice a, ÇD^ fr) converge uni
formemente a cero en O. En particular, si O = R"", áBo (Q) coin--

o 

cide con el espacio ¿B de L. Schwartz, [6, p. 199]. 

^ 1 (O), introducido en [1], es un subespacio del clásico espacio** 
é8 de L. Schwartz, [6, p. 199], y está formado por aquellos ele
mentos de ^ que se anulan, así como sus derivadas de todos Ios-
órdenes, en R'^'x.iO. 



SOBRE EL ESPACIO ^ ^ (^ ) 837 

Si O = R'', consideramos todos los cubos de la forma 

¡(acTj, x^, .,., Xn) € R"" : aj éz *>• ^ ^j + 1» >̂ entero, y = 1, 2, . . . , «¡, (1) 

ordenados en una sucesión (By) de elementos distintos. 

Si O 7^ R", sea cB^ la familia de todos los cubos de la forma (1) 

contenidos en O, de manera que si Q € áS^, la distancia que Q a 

- R" '^ O es igual o mayor que sj n, 

Procediendo por recurrencia, supongamos que hemos obtenido 
las familias de cubos ¿8^, 1 < /t < /e. Representamos por ¿Bk^^i la 
-colección de todos los cubos de la forma 

Ix^.x^, ..,,x„)^ R"": —^ xj ^—™ , aj entero, / = 1, 2, . . . , « > , 

contenidos en O, de manera que si Q '€ ^*+i, la distancia de Q a 

IR''-^ ü es igual o mayor que ^ y Q no está contenido en nin-

00 

gún elemento de S», 1 < 7̂  < k. Ordenamos los cubos de M S^ 

ven una sucesión (By) de elementos distintos. 

En cualquiera de los dos casos considerados para O, suponga
mos que 

( aj{r) aj{r) + l ) 

-en donde aj (r) es un entero y k (r) es un entero no negativo, 
7 = 1, 2, ..., ^, r = 1, 2, ... Sea p = (pr) la sucesión de las longi
tudes de las aristas de (By), es decir, 

1 
Pr = ', r = l ,2, . . . 
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Ponemos : 

2k{r) 2^(r) + 3 — ^ — ^kir) 

1 
, 7 = 1,2, . . . , « 

( ií>{r) 1 aj{r)Jrl 

Es inmediato que 

2k{r) ' axS'ií'-) •" ~ 2*(r) 
1 1 

y = i , 2 , . . . ,»} . 

y Br= U Ár = Q. 
r = l r = : l 

Sean B^^ y B^ ,̂ rj ^í: ^3, dos términos de (Br). Si B̂ ^ ifl B^^ 7^ 0,„ 
se tiene una de las tres igualdades : 

Pn = 9rt » pr, = 2 pr, , 2 pn = pr, • 

Si Br, <n Br, = 0 , la distancia entre B̂ ^ y Br, es mayor o iguaB 
que el mínimo de p̂  y pg. 

Como consecuencia de lo anterior, á"" + 1 elementos distintos-
de (Ay) tienen intersección vacía y cada elemento de (C^) corta a. 
un solo elemento de (Ar). Sean 

I = \(x^,x^, . . . , A : « ) C R«: — l < * > • < ! , 7 = 1,2, . . . , « / 

J = (^j,:^,,...,^^) C R ' ^ : - — < : ^ y < - — , y = l , 2 , . . . , « 
f l o l a ' 

L = \{x^, x^, ..,, Xn) £ R"" : — •— <^ xj <.-—, y = 1, 2, . . . , «> 
o o 1 

Si fr es la aplicación de R"" en R"̂  definida por 

/ 2ai(r) + 2ai ( r ) + l 5 2a«(r) + l 

5 

3A(r)+3 
:«?« 
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se tiene que '(^r transforma I en A^, J en Cr y L en B^, r = 1, 2, . . . 
Sea cp una función real definida en R"", de clase (S'~, que es estric

tamente positiva en el interior de I y cero en los demás puntos.. 
Si 

(«pO «Pr"') W 
|JL̂  (X) = —5i , X ^ Q, 

se tiene que 

es una partición de la unidad en ü de clase (?*". 

2. Primeros resultados 

PROPOSICIÓN 1.—Sean p 3̂  m dos enteros positivos de manera que' 

es la longitud de la arista de un término de (By.). Si la arista 
V 

de Bjn tiene una longitud menor que entonces la distancia de 

Br^ a W ^O. es menor o igual que 

Vñ 
2k(m)~2 

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que la distancia de B^ a R" • 
sea mayor que 

Vñ 
2k (m) — 2 

Ponemos 

A = 

en donde 
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si üj (m) es par, y 

aj {m) = 1 

^ 2 

si Gj (m) es impar. Se tiene, si d es la distancia de A a R'' -^ O, que 

y» Yñ yñ 
d> 

2*(»»)-2 2>^('»»)-i 2>*M —1 ' 

y puesto que k (m) es un entero positivo, resulta que A está conte
nido en un elemento de la sucesión (B,.) y, por tanto, B^m está con-

-tenido estrictamente en un elemento de dicha sucesión, lo cual es 
una contradicción. Luego la distancia de Bm a W ^ Q es menor o 
igual que 

Vñ 
2k (w) — a 

c. q. d. 
Para las dos proposiciones siguiente, sea / un elemento de SB^ (Q) 

y sea fr el elemento de C"^ (I) tal que 

/ r W = ( / e / r ) W , ^ € 1 , r = : l , 2 , . . . 

PROPOSICIÓN 2.—Dado el multi-índice a. y el entero no negativo 
k se tiene que 

lim p^-k snp I /?« fr (x) I = 0 . 

DEMOSTRACIÓN.—Sea e un número positivo arbitrario. Si O = R'', 
tomamos un compacto K c: R"" tal que 

I D«/(ir)|<Ê. v ^ € R ^ - K . 

Hallamos un entero positivo r̂  de manera que 

Entonces, si r > TQ, 
/ 5 \ l«l 

pr'^sup | D V r W I = - | — sup | D a / ( : ^ ) | < e , 
Arel \ ° / xtK^ 

'de aquí la conclusión. 
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Si O y:̂  R"", podemos hallar un compacto no vacío K^ en Û de 
tnanera que en cada punto de Q^Kj^ la derivada de orden igual a 
Je. de D** / en cualquier dirección esté acotada en módulo por 

2 \ 12 Yn ) 

k 

Si 5 es la distancia de K^ a R^ «̂  D, determinamos un entero po

lvo p tal 

<Br) y que 

5Ítivo p tal que sea la longitud de la arista de un cubo de 

Hallamos ahora un compacto Kg en Ü, K^ => K^, de tal forma 
^que si ^ € O -^ Kg, se tenga 

2*^ I Da/(je) | < £ . 

Sea fi un entero positivo tal que 

Si r > ri y ^ = (^i, z^, ..., ^n) ^ A^ pueden ocurrir dos casos: 

a. Que la longitud de la arista de Br sea mayor o igual que 

1 
9 / 

Entonces, 

/ 5 v i a l 
^r-^ I DVr W I = I—I pr-^+ 1 « I | D«/(£̂ ) | < 

< p^-^ I D«/(íí) 1 < 2*/ I Da/W I < e. 

b. Que la longitud de la arista de Br sea menor que . Apli

cando la proposición anterior resulta que la distancia de Br a 

W 'V. o es menor o igual que 

2k (r) - 2 
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Hallamos un s^ = (x^^, ) € R"" -V. O cuya distancia â  
Br sea menor que 

2A(rJ -8 

Entonces, 

Yn yñ yñ yñ yñ 
2A(r)-3 ' 2*(^) 2*('-)-+3 2 * W - 4 2AH~3 

y, como consecuencia, cualquier punto del segmento 

¡ â̂ o + w (« — jt») : O < 2¿; < 1 i 

dista de R'^-^Q menos de 8, de aquí que dicho segmento no cor
te a Ki . 

Ampliamos / a todo R"̂  poniendo f {x) = O si J Î ; ' € R ' ' - ^ Û . ES-

inmediato que / es de clase C"*. Escribimos 

/ = / j - f / / j , / , y / j reales. 

Entonces, 

Da/y («) = — "Tir ^"/> (^í'' + ''' ̂ «̂ ~ *i')' . . . , «̂'̂  + «'(«« - AT̂O)) 

0 < § i < l , y = : l , 2 , 

y, por tanto, 

De lo anterior resulta, si r > rj , 

/ 5 \ I « I 
p^-^ sup I D a / , (AT) I = — - pr^^ I « I sup I D«/(j^) I < 

^ p ^ - > ^ s u p | D a / ( A : ) | < Ê . 

c. q. d. 
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PROPOSICIÓN 3.—Dado un s > O y un multi-índice a, existe un 
compacto K en Q tal que 

I I r'\{x)\<^. V ^ € Q - K . 

DEMOSTRACiÓN.---De acuerdo con la proposición anterior, halla
mos un entero positivo VQ tal que 

I — - 4" sup 1 Da 'p ix) I pr- I ** I SUP \ fr (x) | < S, r > f^. 
\ 5 / A r € l ^ A r e l 

Tomamos un compacto K en O de manera que 

Entonces si ^ € O 'v. K, existen los números enteros positivos 
rj , r^, "-i Tp, p <, 4"", de tal forma que 

s ^ Ar, r ^ ry, rj ^ r ,̂ y = 1, 2, . . . , / 

y, como consecuencia,, 

//D« 2* ^ ° ̂ r*) (̂M - 2 ( T ) -̂ ' " ' '̂ **̂  ' ' ^̂" "̂̂  ^̂ -' ^̂̂^ ' ^ 

7 = 1^ ' ^ /==1 

PROPOSICIÓN 4.—Dacío e/ multi4ndice y y el elemento g d r 
^0 (O), se tiene que 

CO 

j = i 

DEMOSTRACIÓN.—Teniendo en cuenta la regla de derivación de un-
cierto orden de un producto de funciones, basta comprobar que da
dos los multi-índices a y p y el número positivo e, existe un compac
to K en Ù tal que 

( D P , . D a ^ c p o c p , - M (A:) < £, yfx £Q^K. 
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3o cual es inmediato aplicando la proposición anterior para D^ ^ = /, 
c q. d. 

PROPOSICIÓN 5.—Si í € cB^ (O), se tiene que 

f 
—^ € ^o(2). 

DEMOSTRACIÓN.—Puesto que L es un compacto contenido en el 
interior de I, se tiene que 

S : X € O, hallamos un entero positivo r tal que x € By. Entonces, 

j^^cpocpy í| [pe) > (cp o (ùr~^) ix) = cp (íp^~> (^) > ¿ . (2) 

Es obvio que basta comprobar que dados los multi-índices a y ^ 
y un e >> O, existe un compacto K en O tal que 

p«/DP {x) 

Çp o © / ~ 

7 = 1 

< £, ^ 6 Û - K (3) 

Se tiene que 

D̂  

^ (p o <pr 1 

'€s una fracción cuyo numerador es una combinación lineal de térmi
nos de la forma 

siendo Y, S, ..., |JL multi-índices, y el denominador es una potencia en
tera y positiva de 

oo 

^ c p o c p y - i . 
j = X 
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La aplicación reiterada de la proposición anterior permite afir
mar que 

D«/Dî  ( 2 ^ ^ ^̂ '7 ^̂  (2" ̂  ^ >̂'"') • • • '̂̂  ( 2 ^ ** ^̂ •'/ ^ ^' (Q) 

y teniendo en cuenta (2), la comprobación de (3) es inmediata^ 
c. q. d. 

Denotamos por E el espacio vectorial de las sucesiones (fr) de 
3) (I) tales que, para cada multi-índice a y cada entero no negativo* 
k, se verifica que 

lim pr"^ sup I Da/r (jr) | = O 

Dotamos a E de la topología de espacio de Fréchet que se deriva 
de la familia de normas 

/ m , * ((/r)) = í'UP Pr~* ^ sup | Dafr{x) | , m, k == O, 1, 2, . . . 

Se define F análogamente a E, cambiando en la definición de E .̂ 
3) (I) por e ^ (J) e I por J. 

Puesto que 

<0(l)c^s^C'' (J), [5, p. 207-210], 

resulta que 

Si (fr) es un elemento cualquiera de E, ponemos 

T((/r)) = ¿'/ro(p.-». 

Para cada multi-índice a se tiene que 

* / 2*('")4-8 \ ja 

/ 8 U « I -
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Dado un £ >- O, hallamos tm entero positivo TQ tal que 

1 / 5 \ Ul 
Pr-I«l SUp | D V r W i < - - | — j s, r>:r^. 

Si K es un compacto de Ó que verifica : 

ArCK, r < r^, 

y S es un punto cualquiera de O ~ K, existen los números enteros 
positivos r^, r^, "., Tp, p <, á", de manera que 

z ^hr, r ^ r/, rj > f-Q, / = 1, 2, . . . , />. 

Entonces, usando (4), 

r = l / 1 \ / I S- = i •̂ ' / I 

/ 8 l i a ! > / » \ ' " ' W ^ \ 8 \ l « l 1 / 5 \ l « l 

de aquí que 

T((/r)) € ^ o ( û ) . 

PROPOSICIÓN 6.—T es un operador lineal y continuo de E so

bre ^ 0 i^)' 

DEMOSTRACIÓN.—Por lo dicho anteriormente, T aplica E en 
-áSo (O). Es obvio que T es lineal. 

Si (fr) € E y a es un multi-índice, resulta que 

sup 

/ 8 . | a | 
< (-—I 4'* sup p^- I a I snp I D<^/r {x) I , 

< 

de donde se deduce la continuidad de T. 
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Veamos ahora que T es suprayectiva. Tomamos un elemento / de 

^0 (^) y ponemos 

kr==if^) o fr, r = 1,2, . . . 

Si escribimos 
1 

r=—«-
A<p ^ <pr* 

ise tiene, aplicando la Proposición 5, que 

/ ^ € ^o(û) 

7 teniendo en cuenta la Proposición 2, la sucesión 

{àr = ( i / i t r ) o (pr) = ( ( ( / r ) (f o f r"*) o f )̂ = ( ( ( /^) o cp̂ ) X <p) € E. 

Finalmente, 

T {(Ar)) = 2 * (/tir) o fr) o fr"' ^ ^/V-r^f. C. q. d. 

PROPOSICIÓN 7.—Dado el multi-índice <x 3; el entero no negativo 
k, existe una constante positiva M tal que 

^-^ sup I i?« (f o cp,) (X) \< M y] f«/ I /?M (X) L V f € i8o ífí) 

r ^ l , 2 , . . . 

DEMOSTRACIÓN.—Si O = R'', se tiene que 

/ 5 l I « I 
pr'^ sup I D« ( / o (pr) W I = | — - I sup | D«/(;i:) I < 

\ 8 / xeA 

Si o pí: R'', determinamos un entero positivo p tal que sea la 

longitud de la arista de un cubo (Br). 
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Dado el entero positivo r dos casos se pueden presentar : 
a. Que la longitud de la arista de Br sea mayor o igual que 

Entonces, 
2> 

/ 5 \ l« l 
Pr-^ SUp I D M / o ^r) (X) I = — I pr-^^ I « I SUp | D « / { * ) I ^ 

< pr^ sup I D . / W I ̂  í'^/ ^ sup I D«/W h V / € ^•(Q). 

b. Que la longitud de la arista de By sea menor que—— . P r o 

cedemos como en el caso b. de la prueba de la proposición 2 y uti

lizamos las mismas notaciones que allí. Podemos hallar una cons

tante positiva Q tal que 

/ 6 \ l « l 
p r * i D« < / o fr) {Z) I = I — I pr-^^ I « I I D « / W I < 

< P r - ^ — l ' ^ ^ * l * Q 2 . 8Up I D«/(ÍC) I < 

<p^-A / YJI 1 Q V gup I D«/(A:) I = 

= T 7 l ~ 7 ^ l Q 2 * sup |Da/( í . )U v / € ^ o ( Q ) . V ^ € A ^ . 
^̂^ \ 16 / ipi iT«i + A^^^ 

Para el caso O yé R^, la conclusión se sigue ahora fácilmente^ 
c. q. d. 

PROPOSICIÓN 8.—^o (^) ^^ isomorfo a un subespacio complemen
tado de E. 

DEMOSTRACIÓN.^—Sea S la aplicación de ^Q (O) en E tal que 

S(/) = ((/Mocp^), / € á8o(fí). 
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S es, obviamente, lineal e injectiva. De la igualdad 

S { / ) = ( ( ( / ^ ) o ^ r ) -cp), 

con 

^ = -
^ ? « ?r* 
y = i 

obtenida en la proposición 6 y utilizando la proposición anterior, no» 
ofrece dificultad ver que S es continua. Por otra parte, 

T(S( / ) )= / , 

por lo que S es un isomorfismo del espacio de Fréchet ¿B^ (Q) en eï 
espacio de Fréchet E. Finalmente, S <> T es una proyección continua-
en E cuya imagen es S (áBo (û)), de aquí la conclusión, c. q. d. 

Sea X un operador lineal continuo de C** (J) en D (I) tal que-
si / '€ C*** (J), la restricción de X (/) a J coincide con /, [4] o [8] . 
Dado un multi-índice a, existe un entero positivo m y una constante 
positiva M de tal forma que 

sup I (D« X(/))(A:) I < M sup sup I D P / M | , V / € C" (J). (5)̂  

^Entonces, si k es un entero no negativo y (fr) ^ F , se tiene que 

SUpp^-^ s u p I D« X(/r)(x) I ^ ' M s u p s u p pr"^ SUp | ÜP/r{x) \ , 
r X el \ ^ \ Z. rn r x ç. 3 

de donde se deduce que la apHcación Y de F en E tal que 

Y((/r)) = (X(/,)), ( / r ) € F . 

es un isomorfismo de F en E, 

PROPOSICIÓN 9.—á8,o (O) tiene un subespacio complementado isa-
morfo a E. 



•S50 M. VALDIVIA 

DEMOSTRACIÓN.—Si / € ^Q (Ü) , ponemos 

Z(/) = ((Z/V), 

rsiendo 

{Zf)r (X) = ( / o fr){xh ^ € J. r = 1, 2, . . . 

No ofrece dificultad comprobar, utilizando las Proposiciones 2 
T '̂ j q^^ ^ ^s un operador lineal continuo de ^Q (Q) sobre F y que 
T o Y ° Z es una proyección continua en áB^ (Q) cuya imagen en 
T (Y (F)), que es isomorfo a F y, por tanto, a E, y cuyo núcleo 
•está formado por todos los elementos de S3.Q (Q) que se anulan en 
Cr, r = 1, 2, ..., c. q. d. 

3 . Representación del espacio ¿BQ(Q) 

Denotamos por 1^ (p) el espacio vectorial de las sucesiones com
plejas (ar) tales que 

Íim pr~^ar = 0, / è « 0 , 1 , 2 , . . . 

"Ponemos, para cada entero positivo ky 

a((«r)) = sup \pr-^ t «̂  I :r == 1,2,.. .f. 

Es inmediato que 

ir^:/è = 0,l,2, . . . í 

«es un sistema de normas sobre X̂  (p) que le dota de una topología 
de espacios de Fréchet. Suponemos que X̂  (p) está provisto de dicha 
topología. 

Sea W la aplicación de X̂  (p) 0 3) (I) en E definida por 

W : y (arU)(g)/y-^ / y arU)//) , (arU)) € Xo(p), fj € 3)(I). / = 1.2, . . . , ^. 

Suponemos que X.̂  (p) (g) S> (I) está dotado de la topología pro-
yectiva. 
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PROPOSICIÓN 10.—W es un isomorfismo de IQ (p) 0 3) (I) en E. 

DEMOSTRACIÓN.—Es inmediato que W es lineal e injectiva. Se tie
rce que 

< M. k / ( ^ ''-̂ ^V/)) = ŝ p p̂ -'̂  ^ sup JD« 2 ^ ̂ ^̂ ^̂ /y) (*) 

k 

< s u p p r - ^ 2 ^ I a . ( / ) I s u p I D a / y ( ^ ) | < 

^ I a I ^ m ;• = I 

^ ^ { s u p p , - ' ^ I arU) \ ) 2 s u p I D« / y (AT) I , 

^de donde se deduce la continuidad de W. 

Sean 

V=: /€5D( I ) : ^ sup I D«/(^) I ̂  1 . 
( I (X , ^ W -̂  € I ) 

Denotamos por U^ y V** los conjuntos polares de U y V en los 
^duales topológicos de \ (p) y 2) (I), respectivamente. Sea ej el 
elemento de X̂  (p) que tiene todos sus términos iguales a cero salvo 
el que ocupa el lugar /, que vale uno. Tomamos u € U^, v € V^ y 
Jvy un número complejo de módulo uno tal que 

Obviamente, 

\ <w, e^) = I {u, e^) \, r = 1, 

y'ypj^ej € U, w = l,2, . . . 

y, por tanto, 

«o qo 

/ =- 1 
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7 = 1 | | j = i * r = i / 

j = 1 j = 1 ' í r = i y = i 

< ^ l<«, ^> I • <ẑ , 2 * -̂̂ '̂  //•> ^ 
r = 1 I 7 - 1 I 

« I / ^ \ I 
r = i | t t | ^ i w ^ ^ M 7 = 1 ' I 

. _ ^ 7 = 1 ' I i = I 

W . 
I a I ^ ín 

de donde se deduce, teniendo en cuenta que £D (I) es nuclear y^ 
por consiguiente, las topologías proyectivas y la de la convergencia:, 
bi-equicontinua coincide en XQ (p) 0 5D (I), que W es un isomorfis-
mo de 1Q (p) ® 5D (I) en E. 

PROPOSICIÓN 11.—El espacio s ® IQ (p) es isomorfo a E, 

DEMOSTRACIÓN.—Puesto que 

basta ver que \Q (p) ® 5D (I) es isomorfo a E. 
El subespacio G de E formado por aquellas sucesiones de 2) (ly 

cuyos términos son nulos, salvo a lo sumo un número finito, es> 
denso en E. 

Por otra parte, dada la sucesión {gr) de £D (I) tal que 

se tiene que 

g^ = O, para r > h, 

w (£r), 
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<ie aquí que 

W(Xo(p)®fD(I))3G 

y, consecuentemente , 

W(Xo(p)0fD{I)) 

«es denso en E . Entonces W se ext iende a un isomorfismo de 

hip)0 3){\) 

.sobre E . L u e g o 

c. q. d. 

P R O P O S I C I Ó N 12. — Sea L^ un subespacio complementado de 

^ ® ^0 (p)- Sea M^ un subespacio complementado de L^. Si 

^ i ~ s (g) Xo (p) 

entonces 

^1 — s (g) Xo (p) 

D E M O S T R A C I Ó N . — S e a L2 un complemento topológico de L^ en 

-'̂  ® ^0 (p)- Sea M2 un complemento topológico de M^ en L^. En

tonces , 

s ® Xaíp) ^ (í 0 í ) 8 X,(p) ^ J ® ( 0 Xo (p)) ^ j § (Lj X U) ^ (S ® Lj) X {5%L^) ^ 

^ ((C X )̂ ® Lj) X (̂  0 1-2) ^ (C 0 L,) X (í ^ Lj) X (í 0 L,) ^ 

^ Li X ( í 0 Lj X (í 0 L,) ^ L, X ^^0 Xi(p)) 

P o r o t ra par te , 

LiC^M,XM2^(^®Xoíp XMj^ ( (^X^)0> .o (p ) )X^M,^ 

^ ( S 0 Xo(p)) X (̂  0Xt ((p) X^i^ (S®Xo(p)) X Li. 
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Por tanto, 

L i ^ S ® X , í p ) . 

c. q. d. 

TEOREMA 1.—El espacio ¿BQ (O) es isomorfo a s 0 X̂  (p). 

DEMOSTRACIÓN.—Es una consecuencia inmediata de las proposi
ciones 8, 9, 11 y 12, c. q. d. 

NOTA 1.—Si O = R^ se tiene que pr = 1, r = 1, 2, ... y X̂  (p) = CQ.. 

Entonces resulta: 

Como consecuencia, y teniendo en cuenta que ^ es isomorfo af 

bidual fuerte de SB, [7], se tiene que 

4. Reflexividad y nuclearidad de SB^ (Q) 

Los siguientes resultados son fáciles de obtener y se encuentran,, 
en un contexto más general, en [10] : 

1. 1Q (P) es reflexivo, si, y sólo si, 

lim p̂  = 0. 
r —^ lyo 

2. Si X̂  (p) es reflexivo es un espacio de Schwartz. 

3. XQ (P) es nuclear si, y sólo si, existe un entero positivo p-
tal que 

08 

r = 1 

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata de los resul
tados anteriores y del teorema 1. 
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TEOREMA 2.—Se tienen las siguientes propiedades : 

a. áSo (ü) es reflexivo si, y sólo si, 

lim p̂  = o 

b. Si s o (O) ^^ reflexivo es un espacio de Schwartz. 

c. 08^ (Q) es nuclear si, y sólo si, existe un entero positivo p» 
tal que 

^P^r < o o 

Representamos por t la función definida en R'' tal que, si R = Q 

y si Ü 7^ R% 

/(íc)==min J I jr—V \ :y ^ R^ ^ Í2¡. 

Se dice que Q es casi-acotado si para cada s ]> O el conjunto»-

es compacto. 

En [1] se da el siguiente resultado : a) Las aserciones siguientes^ 
son equivalentes: A. O es casi-acotado. 2. ^ ^ (O) es un espacio de-
Schwartz. 3. ¿B^ (O) es un espacio de Montel. 4. ¿BQ (O) es un espa
cio reflexivo. 

El resultado a) puede obtenerse de nuestro teorema 2, ya que es-
inmediato que O es casi-acotado si, y sólo si, 

lim p̂  = 0. 
y —V 00 

TEOREMA 3.—¿B^ (Q) es nuclear si, y sólo si, existe un enterca 
positivo p tal que 
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DEMOSTRACIÓN.—Supongamos primero que áB^ (O) es nuclear. De 
-acuerdo con el teorema 2 existe un entero positivo p tal que 

oo 

2 'p^ r<CO. (6) 
r = 1 

Sea m un entero positivo tal que en (Br) existe un término cuya 

arista tiene una longitud igual a . Hallamos, de acuerdo con (6), 

-^m entero positivo TQ tal que 

Si r > fo, aplicamos la Proposición 1 y obtenemos que la distan-
*cia de By a R"" -^ O es menor o igual que 

^Entonces 

j tP{x)dx:=y' I t^(x)dx+ V jtP(x)dx<y' jtP(x)dx-\-

4 - ^ j (5 Vñcr)^dx = y" J t^(x)dx+ V (5 T/iï)i* pr^"^*^ < 00 . 

Recíprocamente, supongamos que existe un entero positivo p 
tal que 

/ ¿^(x)dx<ao . 

Entonces, 

y aplicando el teorema 2 obtenemos que ¿BQ (O) es nuclear. 
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NOTA 2.—En [1] se da una condición suficiente para la nuclear!-
dad de á̂ o (^) en términos de min (1, t). 

5, Una propiedad de complementación de ¿BQ ( Û ) 

Sea El el espacio vectorial de las sucesiones (fr) en 3) ([0, 1]) 
taies que 

lim pr"* sup 
r —>. oo X € [0 , 1 ] dx^ 

= 0, i, A = 0,1,2, 

'Suponemos que E^ está dotado de la topología definida por el siste-
:ma de normas : 

^h,k({/r))== ^ sup pr"^ SUp 
J^ r ;>: € [O, 1 ] 

dJ fr{x) 

dxJ 
, ^,^ = 0,1,2, . . . 

A El se le aplican, igual que a E, las proposiciones 10 y 11 y se 
«obtiene que 

s'è Xo(f))^Ei. 

Sea Fj el espacio vectorial de las sucesiones {fr) de C^ñ—,— } 

tales que, para cada par de enteros no negativos h y ky 

d^frix) 
lim pr""^ sup 

r —V ,30 dxh 

Suponemos que F^ está dotado de la topología definida por el 
:sistema de normas : 

^K k {(fr)) =* V «up pr^ sup 

/==1 

d^fr (X) 

dxJ 
, / i , ^ - 0 , 1 , 2 , ., 

Puesto que 

iD([0.11)^,=.C- ( [ - . - ] ) . 
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es obvio que Fj es isomorfo a E^ y, por tanto, 

F i ^ í ®Xo(<p). 

Sea Gi el espacio vectorial de las sucesiones (/r) de S> ([O, 1 ]^ 
tales que para cada entero no negativo h, 

I i m sup 
r -> 00 ^ € [O, 1 ] 

d^/rix) 

dx^ 
= 0. 

Suponemos que G^ está dotado de la topología definida por el 
sistema de normas 

Cm Hfr)) = y] SUp SUp 
yTT^ r ^ € [ 0 , 1 ] 

d^frkoo) 

dxh 
, (/r) € G„ W = 0 , l ,2 , . . . 

Teniendo en cuenta las Proposiciones 10 y 11, se tiene que 

Ponemos : 

Gj ^ j(g) c^. 

'^r{x):=1r-\-^x,x ^ R, 
H^ = ] 2 r - l , 2 r [ , 

ao 

H = ( J H,. 

/- = 1,2, . . . 

Entonces, 4'r transforma el intervalo [O, 1] en Hr, r = 1, 2, .. 
nemos, para cada (/r) € d . 

. Po-

r = 1 

y consideramos todos los elementos de ¿SQ ( H ) extendidos a R, de
manera que si / € áSo (H), / {x) = O, para cada x de R -^ H. No es 
difícil probar que T^ es un isomorfismo de G^ en áSo (R) cuya ima-^ 
gen es ^.^ (H). 

Como consecuencia, 

^ o ( H ) ^ í ® 0̂ 
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3 

4 

r ^ 
l^= 2 r — l , 2 r - l + 

r = r l , 2 , . . 

Entonces, Ay transforma el intervalo [O, 1] en L^ y el intervalo» 
1 2 

en Ky. 

1 2 
Sea Xj un operador lineal continuo de G"^ l\—, — I j en 3) ([0,1]), 

tal que si / € C~ l\—,-J | la restricción de X, (/) a » — I 

Uí̂  alj; L3 3 Í 
coincide con /, [4] o [8]. Un argumento análogo al utilizado en la 
parte segunda para el operador Y, conduce a afirmar que el opera
dor Yj de Fi en E^ tal que 

es un isomorfismo de F^ en E^. 
Si / es un elemento cualquiera de ÍBQ ( H ) , sea fr el elemento de 

Ponemos 

PROPOSICIÓN 13.—Z^ es un operador lineal continuo de iB^ (H)* 
en F j . 

DEMOSTRACIÓN.—Si / € áSg (H), escribimos 

/ = / i + ^Á^ fv A reales. 
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Si X varía en K^, se tiene que 

dx^ kl 

y, por tanto, 

d^/j (x) 

dx^ 
^ 2 

[T'-)' d^'^^fiw) 
sup 

^ I IV eu dw^'^^ 

de aquí que 

-k 
d^fr {X) 

p^-« sup 
A: € 

dx^' 

-k+k 
a^^^ f{w) 

^ sup 
W € H 

dhf{x) 
z. 

sup 
H d ze>̂ +̂  

^ 2 sup 

d x^ 

dw^-^^ 

•de donde se deduce que Z^, que obviamente es lineal, es continuo 
de á8.o (H) en F^, c. q. d. 

Si {gr) está en E^, escribimos 

r = 1 

Ko ofrece ninguna dificultad comprobar, utilizando en parte un ar
gumento análogo al de la prueba de la proposición anterior, que Ui 
€̂s un isomorfismo de E^ en ¿B^ (H). 

TEOREMA 4.—¿B.̂  (O) es isomorfo a un subespacio complementado 
^^ 

de s ® CQ. 

DEMOSTRACIÓN.—Si 

V, == Ui o Y^ o Z , , 

^e tiene que Vi es una proyección continua en ¿B^ (H), cuyo núcleo 
^stá formado por aquellas funciones / de á8o (H) que se anulan en 
K"*, r = 1, 2, ... La imagen de Vi es, obviamente, Ui (Yî  (Fi)). 
Finalmente, 

U,(Yi (Fj)) ^ Y, (F,) c^?,c^s®\^ip)c^ ^o(Û) . c . q. d. 
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6. Representación de cB,^ (Í2) cuando no es reflexivo 

Supongamos que ¿B^ (O) no es reflexivo. Aplicamos el teorema 2 
y obtenemos una sucesión de enteros positivos 

^1 < ''2 < • • • < O • • 

de manera que 

p̂ ^ == p^^ = . . . = p^j = . . . 

Sea Xj el subespacio de XQ (p) formado por todas aquellas sucesiones 
que se anulan en TJ, / = 1, 2, ... Sea X̂  el subespacio de X̂  (p) for
mados por todas las sucesiones que se anulan en r, r^Yj, / = 1,2,.. . 
Obviamente, X̂  (p) es isomorfo a X̂  !x X̂  y X2 es isomorfo a Co- Por 
tanto, 

^ ® po (X) - .f 0 (X, X Xj) ^ (í 0 X,) X ( í 0 0̂̂  (7) 

TEOREMA 5.—5i á8o (O) wo ^^ reflexivo es isomorfo a s ® c^. 

DEMOSTRAciéN.—Por (7), s 0 Co es isomorfo a un subespacio 
complementado de á8,o (O), Por el teorema 4, ^^ (Q) es isomorfo a 

un subespacio complementado de s ® CQ, Basta ahora aplicar la pro
posición 11 para el caso X̂  (p) = CQ, C. q. d. 

7. Representación de ^0 (^) cuando es nuclear 

Cuando ^ 0 (Q) es nuclear, existe un entero positivo p tal que 

^ pr^ < 00 . 
r = 1 

Sean Dj , Dg, ..., D^, ..., una sucesión de intervalos cerrados de 
longitudes iguales a 
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respectivamente, de manera que si 

se tenga que 

^1 = 0,dr + p^r< dr^v '' = 1^2, 

l im ¿/^ = d <<Q0 , 

(^{x)=:pfirX + dr, X ^ R, 

4> transforma el intervalo [0, 1] en Dy, r = 1, 2, ... 
Ponemos 

P = (Ù->i 

que es, evidentemente, un compacto no vacío de R. Si (fr) pertenece 
al espacio E^ descrito en el apartado 5, escribimos 

S,{{/r)) = ^/ro^-K 
r = 1 

Un mero cálculo permite asegurar que S^ es un isomorfismo de Ei 
sobre 3) (P). 

Para el teorema siguiente necesitaremos el siguiente resultado 
que hemos obtenido en [9] : 

b) Si K es un compacto en una variedad C^-diferenciahle de di-
mensión n, cuyo interior no es vacío, entonces 3) (K) c:̂  s. 

TEOREMA 6.—Si ¿BQ (O) es nuclear ¿B^ (O) 2:̂  s. 

DEMOSTRACIÓN.—Puesto que Ej es isomorfo a 3) (P), resulta, de 
acuerdo con el resultado b), 

NOTA 3.—En [1] P. Dierolf da el siguiente resultado : c) SB^ (O) 
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^s isomorfo al bidual fuerte de ¿B^ (Ù). Como consecuencia se tiene: 

1. Si SBj^ (a) es reflexivo, SS^ (O) c- s <§ X̂  (p). 

2. Si éSi (Q) no es reflexivo, B^ (O) ^s% 1-. 

3. ¿'i ^ 1 (O) ^^ nuclear, áS^ (û) ĉ  s. 

NOTA 4.—P. Dierolf nos ha comunicado la siguiente caracteriza
ción de la nuclearidad de BQ (Q) obtenida independientemente de la 
nuestra por él mismo y por J. Voigt [2] : d) SS^ (û) es nuclear si, 
y sólo si, existe Í Í^ p, 0 < p < oo, tal que t € LP {R°). También han 
^obtenido, independientemente de nosotros, el teorema 6, [2]. 
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