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In this paper we are going to improve theorems of Bennett-Kalton, Bessaga~
Pelczyriski and Valdivia about the closed-graph theorem to assure that a linear
mapping with closed graph is subcontinuous or continuous. For every transfinite
a, barrelled spaces of class « and the spaces I',(*) are defined. Last spaces are
connected ‘with Valdivia’s spaces T,.

En este trabajo vamos a mejorar teoremas de Bennett-Kalton,.
Bessaga-Pelczyfiski y Valdivia sobre el teorema de la grafica cerra-
da para asegurar que una aplicacién lineal con grafica cerrada es.
subcontinua o continua. Para cada ntimero transfinito «, se definen
los espacios tonelados de clase « y los espacios T,'™, estos tltimos.
relacionados con los espacios I', de Valdivia.

Los espacios vectoriales que consideramos estin definidos sobre:
el cuerpo K de los niimeros reales o de los ntimeros complejos.

De manera general, E y F serin espacios vectoriales topoldgicos:
localmente convexos de Hausdorff, en abreviatura, e. 1. c. s.

1. Derivicion.—Dado un e. 1. c. s. E, un espacio T, (E) es un
e. 1. ¢. s. F tal que toda aplicacién lineal T: E — F con grifica
cerrada es continua. Denotaremos también por T, (E) la clase de:
todos los espacios T, (E).

2. PRroOPOSICION.—Sean E y F e. l. c. s. Si E, es un subespacio
denso de E y F es un espacio T, (E,) completo, entonces F es un:
espacio T, (E).

DEMOSTRACION.—Sea T: E —— F una aplicacién lineal con gra--
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fica cerrada y T,: E,— F la restriccién de T a E,. Como T,
tiene la grafica cerrada y F es un espacio I, (E,), T, es continua.
Sea T,: E—— F la extensién continua de T, a E. Entonces, como
la grafica de T es cerrada y T = T, » para todo x € E,, se tiene
T = T, y, por tanto, T es continua.

3. Prorosicion.—Sea E un espacio metrizable. Si E, es un sub-
espacio denso de E y F es un espacio T, (E,) secuencialmente com-
pleto, entonces F es un espacio T, (E).

DEemosTrAaCION.—Basta proceder como en la proposicion 2.

4. CoOROLARIO.—Sean I® el espacio de las sucesiones escalares
acotadas, 1;* el espacio de las sucesiones escalares que toman sélo
un nidmero finito de valores, c, el espacio de las sucesiones escalares
convergentes a 0 y ¢y, = ¢, N 15°; dotados todos ellos de la topolo-
gia de la convergencia uniforme. Entonces, si F es un espacio
T, (co0) Secuencialmente completo, F es un espacio T, (c,). Andloga-
mente, si F es un espacio Ty (1,°) secuencialmente completo, F es un
espacio T, (I*).

DemMosTRrRACION.—Inmediata.

5. Prorosicion.—Si E, es un subespacio de codimension finita
del e. 1. c. s. E, se tiene T, (E,) =T, (E).

DemMoSTRACION.—Sea F un espacio I' (E)) y T: E— F una
aplicacién lineal con gréfica cerrada. Sea T, la restriccion de T a

E,. Es claro que T,: E, —> F es una aplicacién lineal con grafica
cerrada y, por tanto, continua. Sea

E=E,DKx,®... DKx, (E=Ro0C)

x=xq+tax,+ ... +anxn (¥ €E)
con

x% €EFp ¥y €K (2=1,2,...,n).
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Entonces, como

T(x)=Ty(xg) +a; T () 4 ... + an T (x),

resulta que T es continua. Luego T, (E;) < T, (E).
Sea F un espacio I', (E) y T,: E, — F una aplicacién con gra-
fica cerrada. Entonces, si

=E,DKaxrP... DK xy,,

extendemos T, a E poniendo T = T, sobre E; y T (4x) = 0 para
k=1,2, .., n Esinmediato que T es una aplicacién lineal con gra-
fica cerrada y, por tanto, continua. Luego T, es continua y

T, (E) < I'y (Ey).

6. CoroLarRIO.—Sea c el espacio de las sucesiones escalares con-
vergentes, dotado de la topologia de la covergencia uniforme. En-
tonces T, (c,) = I, (¢).

DeMosTRACION.—Inmediata.

7. Derinicidon (Por induccién transfinita).—Todo espacio tone-
lado E se dice de clase 0. Si = es un namero transfinito de primera
especie (e. d., con precedente) E se dice de clase o si, para toda
sucesion no decreciente (E,),” de espacios que cubre a E, existe un
n tal que E, es un subespacio tonelado de clase « — 1 denso de E.
Si « es un nimero transfinito de segunda especie, E se dice tonelado
de clase o si E es tonelado de clase o’ para todo o' <<w. Analogamente
un espacio T, (o un espacio T',) es un espacio F€T,(E) para todo
espacio tonelado E. Si o es un néimero transfinito de primera especie,
un espacio T, es un espacio F unién de una sucesiéon no decre-
ciente (F,),” de subespacios I',!*~V. Si « es un ntmero transfinito de
segunda especie, un espacio ', es un espacio I',*? para al-
gun o <w:

r-* =y 3I‘r(“'):a’< af,

donde también se denota por I'.® la clase de los espacios T',‘®.

Si £ es una e¢-algebra de subconjntos de un conjunto Q, un teo-
rema de Valdivia [6] dice que el espacio lineal 1;* (£) de las funcio-
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nes escalares Z-simples es un espacio tonelado de clase 1. Como con-
secuencia resulta

I[L,E)DIA) si E=/"(3) osi E=1I°(),
seglin vamos a ver a continuacion.

8. ProPOsSICION.—Si E es un espacio tonelado de clase « y F es
un subespacio de la complecion E de E, que contiene a E, F es un
espacio tonelado de clase a.

DEemMosTRACION.—Procederemos por induccién transfinita, supo-
niendo que E es un espacio tonelado de clase . Si « es de primera
especie y (F,),® es una sucesién no decreciente de espacios que cubre
a F, existe un = tal que E, = F, N E es un espacio tonelado de
clase « — 1 denso en E. Por tanto, F, es denso en F. Sea T un
tonel de F,, entonces T N E, es un tonel de E, y, por tanto, existe
un entorno abierto V de 0 en F, tal que TNE, DV NE, y, por
consiguiente,

TOTNEDVNE,=V

es un entorno de 0 en F,,, donde se toman las clausuras en F,. Si x
es de segunda especie la demostracién es inmediata.

9. CoOROLARIO.—Sea T una o-dlgebra. St E es un subespacio de
P (Z) (complecion de 1, (£)), que contiene a 1;* (£), E es un espa-
cio tonelado de clase 1.

DEMOSTRACION.—Inmediata si se tiene en cuenta que [™ (T) es
un espacio tonelado de clase 1.

10. TeoreEMA.—Sean E wun espacio tomelado de clase « y F un
espacio T,\\Y, Si E, es un subespacio tonelado de clase o« denso de E
y Ty: E,—> F es una aplicacidn lineal continua, existe una exten-
sién continua T: E——> F de T,. Ademds se puede asegurar que la
imagen T (E) estd contenida en un Tyespacio F, < F.

DEeMOSTRACION.—Procederemos por induccién transfinita. Para
% = 0 el teorema es cierto segin un teorema de Valdivia [5]. Su-
pongamos que el teorema es cierto para w = @, — 1, siendo «, un
ntmero transfinito de primera especie. Sean E un espacio tonelado
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de clase o, F un espacio I',‘*? y E, un subespacio tonelado de clase
u, denso de E. Entonces, F es uniéon de una sucesién no decrecien-
te (F,),™ de espacios I',t%~V. Sea T,: E,— F una aplicacion
lineal continua y

En =Ty (Fa) (C K.

Entonces, por ser E;, un espacio tonelado de clase «,, existe un n
tal que E, es un subespacio tonelado de clase oy, — 1 denso de E,.
Por tanto, existe una extensién continua T: E ——- F,, de la restric-
ciéon T, de T, a E,. Como T (x) = T, («) para r€ E, y E, es den-
so en E,, se tiene T (#) = T, (x) para x € E,. Si o, es de segunda
especie y se supone el teorema cierto para = << u,, la conclusion es
-obvia.
La dltima parte del teorema es ahora inmediata.

11. TEOREMA.—Sean E un espacio tonelado de clase o« y F un
espacio TW®, S§i T: E —> F es una aplicacion lineal con grifica
cerrada, entonces T es continua y existe un subespacio F, de F que
es un espacio T'y y contiene a la imagen T (E).

DeMoSTRACION.—Procederemos por inducciéon transfinita. Para
.= 0 el teorema es cierto segin un teorema de Valdivia [5]. Supon-
gamos que el teorema es cierto para «, —1, siendo «, un numero
transfinito de primera especie. Sean E un espacio tonelado de clase
a, y F un espacio I',‘® . Entonces, F es unién de una sucesiéon no
decreciente (F,),* de espacios I'* -, Es claro que (T (F,)),”
-es una sucesién no decreciente de espacios que cubre a E. Por tan-
to, existe un # tal que E, = T-! (F,) es un subespacio tonelado de
«<clase o, — 1 denso de E. Sea T,: E,— F, la restriccién de T a
E,.. Entonces, por tener T, la grafica cerrada y ser F un espacio
T.% -V T, es continua. Por el teorema 11, T, tiene una extension
continua T,: E — F,. Por consiguiente, como T: E —» F tiene

la grafica cerrada y es igual a T, sobre E,, resulta T = T, y, por
tanto, T es continua y T (E) < F,. Ademis existe un subespacio
F, de F, que es un espacio I', que contiene a T (E). Si «, es de
segunda especie y el teorema se supone cierto para o <<, la de-
‘mostracion es inmediata.

12. CoroLARIO.—Sean E un espacio tonelado de clase « + 1 y
F un espacio T,*+V unidn de una sucesion no decreciente (Fy,),®
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de espacios T\, St T: E—> F es una aplicacion lineal con grd-
fica cerrada, entonces T es continua y existe un n tal que T (E) C F,.

DeMOSTRACION.—Esta contenida en la demostracion del teo-
rema 11.

13. DerFiniciéN.—Sean Ey Fe.l c. s. y T: E— F una apli-

L
cacion lineal. Se dice que T es subcontinua si, para toda serie E K

1
©

que es subserie convergente en E, se tiene que E T &, converge
1
(incondicionalmente) en F y

i‘Tx,.zT(i‘x.) .

1 1

Es claro que esta dltima condicién es consecuencia de las dos pri-
meras si T tiene grafica cerrada.

Si T: E—» F es débilmente continua, e. d., continua para las
topologias o (E, E') y s (F, F), y si F es secuencialmente completo,
se deduce del teorema de Orlicz-Pettis que T es subcontinua.

14. TeorREMA.—Sean E y F e. l. ¢. s. v ademds F un espacio
T, (15°) secuencialmente completo. Si T: E —> F es una aplicacion
lineal con grdfica cerrada y F no contiene a 1, e. d., no contiene
un subespacio isomorfo a 1°, entonces T es subcontinua.

o0
DEMOSTRACION.—Sea E &, subserie convergente en E. Defina-
1

mos S: [¢*— E por

S (@) = S((@n) = >, ann.

1

Como

| (S@) | < D) 1 a'xn| <o
1

para todo ¢ €1® con ||a] <1y todo '€ E’, S es continua. En-
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tonces T S: [, —» F tiene la grafica cerrada y, por tanto, es con-
tinua por ser F un espacio T, (/,*). Luego, para toda seminorma p
de F existe una constante M, > 0 tal que

2(TS@)=Mgllall (2 €4™).

I=2PMN)(=2N) y m:X—-F

Ia aplicacién definida por

m(A)=T(Zx,.) (A €3).

neEA

Entonces m es una medida vectorial finitamente aditiva, y acotada
puesto que

p(m(A)=p(TS (fa) <M,

para todo A € . Como F no contiene a I*, por el teorema de Dies-
tel-Faires para e. 1. c. s. (véase Diestel y Uhl [3], pag. 20) se tiene
que m es fuertemente aditiva (o exhaustiva) y, por tanto,

iTxn = 2 m (;"0
1 1

converge en F, de donde se deduce que T es subcontinua por tener
la grafica cerrada. :

El teorema anterior es una mejora de un teorema de Bennett y
Kalton [1]. El siguiente es una mejora de un teorema de Val-
divia [6].

15. TeOREMA.—Sean E y F e. l. c. s. Sea (Fp),> una sucesiéw
no decreciente de espacios que cubre a F. Supongamos que, para
todo entero n, existe una topologia G, sobre F, mds fina que la
original tal que F, [T.] es un espacio T, secuencialmente completo
que no contiene a 1. Entonces, si T: E—> F es una aplicacién
lineal con grdfica cerrada, existe un n tal que T (E) < Fy y
T: E—s F,[T,] es subcontinua.

DemostrACION.—Utilizaremos la misma notacién que en el teo-
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rema 14. Entonces T S: [ — F es una aplicaciéon lineal con gra-

fica cerrada. Como [;* es un espacio tonelado de clase 1, existe
un # tal que

H,, = (T S)"1(F,)

s tonelado y denso en l/®. Como la restriccion R, de TS a H,
tiene grafica cerrada en H, .x F, [T,],

Ry:Hy— Fy (‘Gn]

s continua y admite una extensién continua

AN ML AR

*Como T S: [;*—> F tiene grafica cerrada,

Hy=1/4" y TS=R,
ssobre H,, entonces
T S: 7" — Fu [Gu)

€s continua. Ahora basta proceder como en el teorema 14.
El siguiente teorema es una mejora de otro de Valdivia [6].

16. TeOREMA.—En las mismas condiciones para E y F que en
el teorema 15, sean T : E —> F una aplicacidn lineal con grifica ce-
rrada, T una o-dlgebra de subconjuntos de unm conjunto Q, m:
T — E una medida vectorial finitamente aditiva acotada. Entonces
existe un entero n tal que T om: T —> F,[T,] es una medida
Juertemente aditiva.

DeMosTtrACION.—Definamos S: [* (£) — E por
S(@=/adm (a€L"(3).
‘Como

[« (S@)|=1/adx'm| < ||« m|
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para todo a €/ (Z) con {[a| <1y todo 27 € E’, S es continua.
Ahora basta proceder como en el teorema 15 para demostrar que
existe un n tal que

TS:2,> (2) = Fu |G
«€s continua y, por tanto,
P(Tom A)=pT ya) =M

para todo A€ £ y toda seminorma p de F, [©,]. Como F, (T,) no
«contiene a I por el teorema de Diestel-Faires resulta que T o m
es fuertemente aditiva.

17. TeoreEMA.—Sean E y F e. 1. ¢. s. v ademds F un espacio
I, (1, (Z)) secuencialmente completo que no contiene a 1, siendo
2 una c-dlgebra de subconjuntos de Q. Si T: E —> F es una apli-
cacion lineal con grdfica cerrada y m: £ —» E es una medida vec-
.torial finitamente aditiva acotada, entonces Tom: £ —> F es una
-medida fuertemente aditiva.

DeMosTrACION.—Basta proceder como en los teoremas 14 y 16.

18. TeoreEMA.—Sean E y F e. l. c. s. y ademds F un espacio
T, (I®) secuencialmente completo. Si T: E —> F es una aplicacion

0
Jdineal con grifica cerrada, F mo contiene a 1° y E Ay, Xo 65 una
1

serie convergente en E para toda sucesion (a,),* €1*, entonces
[

2 T x, converge en F.

1
DemosTrAcION.—Basta proceder como en el teorema 14.

19. ProrosiciON.—Sea E un espacio secuencialmente completo o

L
. . W\ .
-un espacio TV, Entonces, si 2 X, es subserie convergente en E,
1

L .
du serie E a, Xy converge en E para toda sucesion (a,),” € I~.
1

DemosTrACION.—Sea S,: 1;* — E la aplicacion lineal defini-
«da por

Ll

Sola) = Z Ap X'y

1
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para toda sucesion a = (a,),* € [,*. Entonces por ser E un espacio-
secuencialmente completo o un espacio I' y ser S, continua, exis-
te una extensién continua S: M ——» E de S,. Para todo ¢ €[> y
todo 2" € E’ se tiene

@

x' S(a) = Z an X" (x0) (@a=1(aa),” .

1

Por tanto, como ambos miembros son funciones continuas en I* que
son iguales sobre el subespacio denso [;* de I~, la igualdad vale para:
todo a € I*. Luego

S(a)=Za,,x,.

1

para la topologia s (E, E’). Entonces por el teorema de Orlicz-Pettis:
se tiene

d

S(a)= ) anxx

1
en E.

20. CororAri0.—Sean E secuencialmente completo o un espacio-
I, 3y F un espacio T, (I*) secuencialmente completo. Si T: E—F
es una aplicacién lineal con grdfica cerrada y F mno contiene a 1%,.
entonces T es subcontinua.

DeMosTrACION.—Resulta del teorema 18 y de la proposiciéon 19..

21. TEeOREMA.—Sea E un espacio T, secuencialmente completo-

que no contiene a I* y sea T un subconjunto total de E’. Si Z Xn.
1

es una sevie en E tal que todas sus subseries son T-convergentes en:

el sentido de que para cada subconjunto A de N existe x, € E

tal que '

' '
xxnncx xA
ne€d

0
para todo x’ €T, entonces E Xa es convergente en E. En particu--
1
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dar, si E es un espacio T, secuencialmente completo, dual F' de un
e. l. c. s. F, que no contiene a I, entonces una medida s (F', F)-
«contablemente aditiva sobre una o-glgebra es contablemente aditi-
‘va en E.

DemosTrRACION.—Definamos una medida vectorial
m:PN)—-E por m(A)=xa (ACN).

En virtud de una generalizacién del teorema de Dieudonné-Grothen-
dieck del autor de este trabajo para espacios T', (véase [4]), m es
una medida vectorial acotada. Como E no contiene a [*, el teorema
de Diestel-Faires asegura que m es fuertemente aditiva. Entonces
@© o F1
N
D wn= D mllnl)
1 1

converge en E.
La segunda afirmacién es una inmediata consecuencia de la pri-

mera y de la observacién que si m: £ — F’ es una medida conta-
‘blemente aditiva para la topologia ¢ (F’, F) y (A,),™ es una sucesion

disjunta en X, entonces Z m (A,) es o (F, F)-convergente a
1

m (U An> y, por tanto, convergente a
1

m (U A,,)
1
en E = F.

22. TeEOREMA.—Sean E un espacio L F y F un espacio secuen-
cialmente completo. Si T: E — F es una aplicacidn lineal con grd-
fica cerrada y tal que T~ (F,) es cerrado en E para todo subespacio
cerrado F, de F, entonces T es continua.

DEMOSTRACION.—Si T no fuese continua existiria un subespacio
de Fréchet E, de E, dotado de una F-norma | - ||, y una seminorma
$ de F y una sucesién (x,),° en E, tales que

[*afl £2" y p(Txa)1
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0O

-l .
para todo n. Es claro que 2 %n. es subserie convergente en E,
1

pero Z T x, no converge en F. Sea m: £ (N)—> F la medida.
1

definida por

m(A):T(zx,),

<A

que evidentemente no es fuertemente aditiva. Entonces por el teore-
ma de Diestel-Faires para e. 1. c. s. existe un isomorfismo topolé-
gico S: I —» F y una sucesion disjunta

(An),® en X=P(N)

tal que S (e,) = m (A,), donde ¢, es el n-ésimo vector unidad de
1. De aqui resulta que S (I*) es un subespacio cerrado de F y, por
tanto,

E, =T 1(F)NE,

es un espacio de Fréchet para F, = S (I*). Sea T, la restriccién de:
T a E,. Es obvio que T,: E, — F, es una aplicaciéon lineal com
grafica cerrada entre espacios de Fréchet y, por tanto, continua.
Pero esto lleva a una contradiccién porque si

Nn = : Xpy
V3 EA”

L

Ia serie E y. es subserie convergente en E, y, por comsiguiente,
1
' © o
Z;Ty,.= Z;m(A,.)
1 1

L .
seria convergente, asi como también E e, seria convergente en [*
1

23. TeoreMA.—Sean E y F e. l. c. s. ademds F un espacio
T, (c,) secuencialimente completo. Si T: E —> F es una aplicacion

0
lineal con gréfica cerrada v F no contiene a ¢,, para toda serie E Xp,
. 1
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L L
en E tal que Z | X" xa | <00 para todo x' € E’, la serie Z T x,,
1 1
converge en F.

DeEMOSTRACION.—Procederemos como en el teorema 14. Sea

© , ©
2 %, una serie en E tal que Z | #" &, | <o para todo #” € E’..
1 1
Definamos S: ¢,y — F por

L

S@=S(aN=_ anxs (@€ co).

1

Como

| (S@) | £ D) 1+ 2l <o
1

para todo a € ¢y con ||a|| <1y 2 €E, S es continua. Entonces.
T S: ¢y —> F tiene grafica cerrada y, por tanto, es continua por
ser F un espacio T, (cy,). Por consiguiente, para toda seminorma.
continua p de F existe una constante M, > 0 tal que

P(TSa) £ Mpllall  (a € cq)e

Sea X la subalgebra de & (N) generada por los subconjuntos finitos-
de N, y m: £ — F la aplicacién definida por

m(A)=T (Z‘;t") si A es finito
n e

=—T (Zx,.) si A = N\ A es finito.

n e .Af

Entonces m 'es una medida vectorial finitamente aditiva, y acotada-.
puesto que

p(m(A) =72 (TS (ya) <M

para todo A € £, Como F no contiene a ¢,, segtin el teorema de Dies-—
tel-Faires para e. l. c. s. se tiene que m es fuertemente aditiva y,.

por tanto,
2 Tan= 2 mnl
1 1

converge en F.
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24. TreorEMA.—Sean E y F e. l. c. s. secuencialmente completos,
v ademds F un espacio Ty (¢c,). Si T: E —> F es una aplicacidn lineal
con grifica cerrada y F mo contiene a c,, entonces para toda serie

0 o
Z Xy en E tal que Z | X' %, | <00 para cada x'€ E’, la serie
1 1

o
E T x, converge en F.
1

DeMosTrACION.—Basta proceder como en el teorema 23, teniendo
en cuenta que por ser E secuencialmente completo existe una apli-
.cacién lineal y continua S: ¢, — E tal que

0

S(@)=_ anxs (a=(an)®)

1

para todo a '€ cy,.

Cuando T: E — F es débilmente continua se tiene la siguiente
generalizacion analoga del teorema de Bessaga-Pelczyfiski (véase
Diestel y Uhl [3], 22).

25. TeorEMA.—Sean E y F e. l. c. s. y F secuencialmente com-
pleto. Si T: E—» F es una aplicacion débilmente continua vy

-
. X 5
F no contiene a c,, entonces para toda serie E X, tal que
1

2 0
E | x" %4 | <0 para cada x" € E’, la serie E T xq converge en F.
1 1

DEMOSTRACION.—Basta aplicar el teorema de Bessaga-Pelczynski,
‘teniendo en cuenta que

0

-]
Zlv ly'Tx~l=Z (T y) x| <

para todo vy’ € F, siendo T’ la transpuesta de T.
Para medidas sobre un algebra se tiene:

26. TEOREMA.—Sean E y F e. 1. c. s. y ademds F un espacio
T, (1> (T)) secuencialmente completo que mo contiene a c,, siendo T
-un dlgebra de subconjuntos de Q. Si T: E— F es una aplicacién
dineal con grifica cerrada y m: £ —> E es una medida vectorial fini-



SOBRE EL TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA 825

damente aditiva acotada, entonces T om: L —> F es una medida
fuertemente aditiva.

DemMosTrRACION.—Basta proceder como en el teorema 17.

Si E es secuencialmente completo se puede sustituir en el teore-
#ma anterior la condicién de ser F un espacio T, (I (£)) por la de
.ser un espacio I, (I, (£)).
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