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ALGUNAS PROPIEDADES DEL ESPACIO DE LAS

FUNCIONES DEBILMENTE CONTINUAS SOBRE

LOS SUBCONJUNTOS ACOTADOS DE UN ESPA-
CIO DE BANACH (%)
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This paper deals on some properties of the space C, (E) of real weakly con-
tinuous functions on bounded subsets of a Banach space E. We consider this
space as a space of continuous functions on a topological space endowed with a
topology that is finer than the weak topology and that is not in general a vector
space topology. With this technique we are able to apply the classical results of
Nachbin and Shirota to investigate when C, (E) is barreled or bornological.

We show that C, (E) is always barreled and various criteria are given under
which it is bornological ; specifically we show that if E is a closed subspace either
of a WCG space or of the dual of a separable space, C, (E) is bornological.

E serd un espacio de Banach real, C, (E) denotara el espacio de
las funciones reales débilmente continuas sobre los acotados de E,
dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los débil-
mente compactos de E. X, denotard la bola cerrada de radio n en
E dotada de la topologia s (E, E’). X sera el limite inductivo de los
espacios topoldgicos X,.

(*) Presentada en la sesién celebrada el 5 de marzo de 1980.
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Un espacio de Banach E se dice débilmente compactamente ge-
nerado (WCGQG) si existe un subconjunto débilmente compacto de tal
forma que su expansion lineal es densa en E.

Un compacto Hausdorff se dice de Eberlein si es homeomorfo
2 un subconjunto débilmente compacto de un espacio de Banach.

Dado un espacio topolégico Y, diremos que C C Y es relativa-
mente pseudocompacto si toda funcién continua sobre Y a valores
reales, esti acotada en C.

Lema 1.—El espacio C, (E) es isomorfo al espacio C (X) dotado
de la topologia compacto abierta.

Lema 2.—El espacio X es completamente regular y Hausdorff.

DemosTtraciON.—Es Hausdorff trivialmente. Veamos que es com-
pletamente regular. Sea C«< X cerrado, #€¢C; C, =CnNX,.
‘C, la adherencia en (B"ws s (E”, EN|gr ). v & C,. Podemos consi-
derar que x'€ X, sin perder generalidad. Como B”, es completa-

mente regular se tiene que existe f, : B”, —» [0, 1] tal que
AC)=10L v A=
Dada f, definimos
5 :B," U Cy—>[0,1]

por:
=50 si y€BS

Sa(=0 si y€GC

F%, esti bien definida y es continua; como B”, UC, es cerrado y
B”, es normal, f*, se extiende a f, : B”, —> [0, 1]. Resetimos el

proceso, consideramos f, = f, |x, y definimos
f:X—=>[0,1] por f(2)=fx(%)

siendo z'€ X,. f es continua, y verifica: f(C) = {0}, f(») = {1}.

Prorosicion 3.—Si E es WCG, entonces C, (E) es bornolégico.
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- DEMOSTRACION.—Si E es WCG, entonces es débilmente Linde-
loff [5], de donde se sigue que X es Lindeloff y por tanto real-
.compacto ([3], pag. 115). Luego C, (E) es bornolégico (lemas 1
y 2, [4]).

TeoremMa 4.—Si E es dual de un espacio separable, entonces
Cw (E) es bornolégico.

DemosTrRACION.—Sea E = F’ con F separable. Sea (x,) una parte
-densa numerable de F. Por ser densa, separa puntos de E. Luego
-existe una funcién

f: X — RV

x — ((:v‘,,,w:’))mGN

.que es continua e inyectiva. Por otra parte R es realcompacto, y
los puntos de RN son conjuntos Gj, luego todos los subespacios de
RY son realcompactos, de donde se sigue que X es realcompacto
([3], pag. 122) y por tanto C, (E) bornolédgico.

© Este teorema resuelve entre otros el problema del espacio I, ya
-que dicho espacio si bien es débilmente realcompacto, no es débil-
‘mente Lindeloff (ni siquiera débilmente normal) ([1], pags. 12-13).

Lema 5.—Si E es tal que el espacio asociado X (Xp) es realcom-
‘pacto, entonces para todo F < E subespacio vectorial cerrado, el
-espacio asociado Xy es realcompacto.

DEMOSTRACION.

X13 s XEE C 5 ...C 5 Xg
I I
U U

XIFC___> XZF C 5 ...C XF

i es inyectiva y continua. Si C © X es cerrado, entonces para cada
me N, CN X, es cerrado, de donde se sigue, por ser X,F cerrada
en X,F que CN X,® = CN X,* es cerrado; luego C es cerrado en
Xe. Es decir, Xy es un subespacio topolégico cerrado de Xg. Lue-
go si Xg es realcompacto, lo serd también X, ([3], pig. 119).
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CoroLARIO 6.—Sea E un subespacio vectorial cerrado de un espa-
cio WCG o de un espacio dual de un espacio separable. Entonces.
Cy (E) es bornolégico.

CoRrOLARIO 7.—Sea E tal que la bola unidad del dual dotada de
la topologia débil estrella es un compacto de Eberlein. Entonces.
Cw (E) es bornologico.

DeMosTrACION.—E es un subespacio vectorial cerrado del espacio

de funciones reales continuas sobre dicho compacto, que es un espa-—
cio WCG ([2], p. 146).

Prorosicion 8.—C, (E) es tonelado.

DeMosTrRACION.—Sea K relativamente pseudocompacto y cerrado
en X. Al ser relativamente pseudocompacto, existe n € N tal que:
K < X, luego K es débilmente cerrado en E; ademis es débilmente:
relativamente pseudocompacto en E por ser toda funcién débilmente
continua sobre E, continua sobre X. Luego K es débilmente com--
pacto en E [6] y por tanto K<< X es compacto. Luego C, (E) es.
tonelado [4].
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