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Let L^ (X, /x, E) be the Orlicz space of totally measurable vector functions 
which are ^-integrable on a measure space (X, JJ.). It is interesting to know 
suitable characterizations to determine when L'̂ ^ (X, jn, E) is locally bounded. If 
,a is finite, not atomic and # satisfies the Ag-condition, S. ÎRolewicz [6] charac­
terized the locally bounded spaces L'' (X, /x, K) by the condition ^ | $ (0 + ) = 0.̂  
(See other conditions in [2], [8], [9]). 

In this note we give a simple condition that an Orlicz function must verify 
for L'î* (X, /x, E) to be locally bounded when fx is a finite measure (atomic or not). 
We prove (cf. Th. 3) that if there exists p >0 with 

(¡> (xy) 

then I.^ is locally bounded. We also show that L*̂  is non-locally bounded provided 

lim jf^ 0 iy) 

for every /» > 0. 

Sea (X, p.) un espacio de medida positiva y (E, ||) un espacio de 
Banach. Dos funciones de X en E se identifican cuando coinciden 
en casi todo punto. Denotemos por T M (E) el espacio de las fun­
ciones vectoriales totalmente medibles con la topología de la conver­
gencia en medida ([1] pág. 329). Sea ^ una función de Orlicz, es 
decir, una función de R+ en R+ no decreciente, con # (0) = O con-

(*) Presentada en la sesión celebrada el 5 de marzo de 1980. 
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tinua por la izquierda si ¿ > O y continua en 0. El espacio de Orlicz 

L̂  (X, |x, E) = L̂  (E) 

es el espacio de las funciones de X en E totalmente medibles taies 
que existe ^ >> 0 verificando 

X/(x;#) = j $ ( - í ^ ) ^ | x < a ) . 

L* (E) con la F-norma 

p (/; #) = inf. í̂  + If {s; # : x > Oj 

es un F-espacio, es decir, un espacio vectorial topológico metrizable 
completo ([4], [8]), que admite como base de entornos de O los 
conjuntos r B^ (r) para r >> O, donde 

: j<6( B«(r)= / 6 L«(E): / ^{\/\)d^<r-' 
X 

La inclusión L* (E) Ç T M (E) es siempre continua y para $ aco­
tada y }x finita los espacios L*̂  (E) y T M (E) coinciden como 
e. V. t. ([4]). Si <í> verifica la llamada A^-condición (existe c > O y 
JTQ > 1 con <!> (2 x) < c í> (x) para x > XQ) entonces 

L<̂ (E) = j / ç TM(E): j ( D ( | / | ) ^ a < o o 

y tiene como base de entornos de O los conjuntos {B^ WlrX)-

Un e. V. t. separado se dice localmente acotado (o cuasi-normable) 
cuando posee un entorno de O acotado. Se sabe ([7] pág. 61) que 
todo e. V. t. localmente acotado es localmente /^-convexo para un 
/> > 0. Si (X, |ji) es finita existe una descomposición X = XQ U H 
en dos conjuntos medibles donde XQ es la parte no atómica y H es 
unión numerable de átomos An disjuntos dos a dos, es decir : 

X = U A„ U Xo 
« = 1 
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(No consideraremos el caso cuando el número de átomos es finito). 
Diremos que JJL es puramente atómica si todo subconjunto medible 
que no contiene átomos tiene medida nula. Para <^ y W dos funcio­
nes de Orlicz denotaremos, siguiendo a [8], por 

(!>ix) 

y por 
(I> I ^ ( 0 + ) = r inf <Í) 1 ^'(u), 

u>0 

PROPOSICIÓN 1.—Sea \i finita. Si # y W son dos funciones de 
Orlicz con $ | ¥ (O +) < o o entonces L^ (E) Ç L^ (E) con conti­
nuidad. 

PROPOSICIÓN 2.—Sea ¡i finita y 
00 

X = U ^n U Âo 

con An ]x~átom.os de medida a .̂ Si ¡i no es puramente atómica o 

lim P° > 0 , 
n -> c» 

donde 

k ^ n -f- 1 

entonces L^ (E) Ç L^ (E) con continuidad si y sólo si 

<E> I f (O + ) < 00 . 

La proposición 1 se deduce del teorema de la gráfica cerrada y 
de verificarse la inclusión conjuntista ([4], [8]). La proposición 2 
se obtiene de la proposición 1 y utilizando que en ambos casos ^ 
posee la 6-propiedad de Darboux (R.-Salinas [5]). 

TEOREMA 3.—Si |x es finita y existe p > O tal que 

$ (x y) 
— xPO(y) > ^ 

X - > 00 
y ->- 00 

entonces L* (£) es lo cálmente acotado. 
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DEMOSTRACIÓN.—Podemos suponer sin restricción que existe 
/> > O tal que 

— xP<^ (y) 
J Í - > CO 

existirá entonces ¿o ^ 1 tal que $ (;r y) > jr'' <i> (y) [A] para 
X y > y > ÍQ. Consideremos la función W (t) definida por 

T(/) = 
O (/o) (•"-)' ' si / € [0 , /o I 

^ ( V ' ) (-7'«'+r| si / Ç ( V i V ^ » ] para « ^ N. 

^ es una función de Orlicz ya que es continua por la izquierda en 
i > O, y es no decreciente ; pues por [A] para to"" < t se tiene que 

W verifica ¥ (4; 3?) > x^ ^ {y) [B] si :tr 3; > 3; > O ; pues para 

/o'* < jy < ^o''•^^ ^0" < A: ̂  < /o"+i 

con ^ = n + r > n, como 

se tiene que 

Además se verifica que 

O r F ( l ) < V y f | a ) ( / o ) < l ; 

luego se sigue de la proposición 1 que L^ (E) = L^ (E) como 
e. V. t. Sea ahora 

jV, = rB^(r)¡.>o 

la base de entornos de O de L*̂ ' (E). Dado un Vr, cualquier entorno 
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de la forma Vj,pr con x > 1 es absorbido por Vr ; pues si / € V^/^, 
-es decir, 

/-(¥f d^<ixPr 

como por [B], 

se tiene que 

< r . 

Luego / € ^^+^ Vr, es decir, V ,̂/̂  e ;r^+i V, para ;r > 1 y r > 0. 
Se tiene entonces que Vr absorbe cualquier entorno Ve de O y 
Ve = s B*̂ ' (E) es acotado. 

El siguiente resultado es un reciproco del teorema anterior. Para 
demostrarlo hemos usado el concepto de «galbe» G (F), o convexidad 
generalizada, de un e. v. t. F desarrollado por P. Turpin en [8]. 
G (F) es el espacio de todas las sucesiones a = (an) € K^ tales que 
para cada entorno U de O existe un entorno V de O con 

Si F es localmente /^-convexo entonces F cz G (F) ([8] pág. 59). 

TEOREMA 4.—Si |x es jimia y 

y-*» .o 

fara todo p > 0 entonces L^{E) no es localmente acotado. 

DEMOSTRACIÓN.—Consideremos la función 

'^{u)= inf - ~ ^ i ^ , si ^ > 0 

T (0) = o 
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Se verifica que G (L^) está contenido en el espacio de sucesiones 
de Orlicz P para # no acotada. Se puede demostrar también que F 
está contenido en O F; el resultado se sigue del teorema de Aoki-

Rolewicz ([T], pág. 61). Cuando ^ está acotada es conocido que 
T M (E) no es localmente acotado ([6], [8]). 

COROLARIO 5.—Sea [x finita no puramente atómica y <ï» verifica la 
à.2-condición. Si 

para todo p > O entonces L^ (E) no es localmente seudoconvexo. 

DEMOSTRACIÓN.—Se sigue del teorema anterior y de ([T], pág. 72). 

Cuando (JL es puramente atómica y en las hipótesis del teorema 4^ 
se tiene, (por [3], pág. 65), que L^ (E) no es localmente convexo 
a excepción de cuando # está acotada que entonces L*̂  (E) es el 

CO 

espacio TT E localmente convexo. Nosotros no conocemos (cree-
1 

mos que no) si puede existir una función de Orlicz y un (X, fjt) pu­
ramente atómico y finito verificando 

l im -r-r-—— r= O 
— xP<^ (y) 

X-> 00 
_y-> 00 

para todo /> >• O y L^ (X, (x, E) localmente acotado. 
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A L G U N A S P R O P I E D A D E S D E L E S P A C I O D E L A S 
F U N C I O N E S D É B I L M E N T E C O N T I N U A S S O B R E 
LOS S U B C O N J U N T O S A C O T A D O S D E U N E S P A ­

CIO D E B A N A C H ( ^ ) 

Juan Fe r re ra Cuesta 
Facultad de Ciencias Matemáticas de la Universidad Complutense 

This paper deals on some properties of the space C^ (E) of real weakly con­
tinuous functions on bounded subsets of a Banach space E. We consider this-
space as a space of continuous functions on a topological space endowed with a 
topology that is finer than the weak topology and that is not in general a vector 
space topology. With this technique we are able to apply the classical results of 
Nachbin and Shirota to investigate when C^ (E) is barreled or bornological. 

We sho'w that C^ (E) is always barreled and various criteria are given under 
which it is bornological ; specifically we show that if E is a closed subspace either 
of a WCG space or of the dual of a separable space, C^ (E) is bornological. 

E será un espacio de Banach real, C^ (E) denotará el espacio de 
las funciones reales débilmente continuas sobre los acotados de E, 
dotado de la topología de la convergencia uniforme sobre los débil­
mente compactos de E. X,n denotará la bola cerrada de radio n en 
E dotada de la topología tr (E, E'). X será el límite inductivo de los 
espacios topológicos X,n. 

(*) Presentada en la sesión celebrada el 5 de marzo de 1980. 


