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taines classes d’équations aux dérivées partielles ou bien d’équations
intégrodifférentielles, linéaires ou non linéaires, caractérisées dans
des champs de m variables indépendantes #,, #., ..., 4, par la pré-
sence des opérateurs différentiels d’ordre supérieur, 4 savoir:

ML’:) Eamn/ax;‘ax; e ax':,,(5)

Ces opérateurs, appelés opérateurs polyvibrants (6) dans les
études initiés par l'un des auteurs il y a presque un demi-siécle,
[6]-[9], et consacrées a la résolution, pour la premiére fois dans la
littérature mathématique, des problémes & la frontiére «bien posés»

pour les équations aux caractéristiques réelles et multiples, dont le
prototype est le systéme

MO [A @) MY # (@) + LB (x) u ()] +
) +A[B () MY 2 () C (#) u ()] = 0,

% (x) ’ or = 0,
ou bien son équivalent variationnel

b

by m
Dlf@l=min [ [A@ DL s@1dx S @),y
* ‘
2 b
:7[f<x)1=f--. f[2B(x)f(x)M‘,,‘,’f(x)+C(x)f2(x>]dx=1v

a

(5) Evidemment, 'opérateur Mi:) se réduit pour m = 2 et n =1 4 Popérateur
de la propagation des ondes et figure par suite dans les modéles mathématiques
de trés nombreux phénomeénes de la nature, que I'on continue & approfondir de
nos jours. Voir, par ex., pour n’en citer que des plus récents, sauf toute une
série de volumes dits & "Acad. Dario Maravall, les volumes: «7.° Seminario Bra-
siléiro de Analise», Sociedade Brasileira de Matematica, Rio de Janeiro, 1978 et
«Travaux du Premier Colloque National de Mécanique des fluides», Institut Poly-
technique de Passy, 1978.

(6) Somme toute, les opérateurs polyvibrants, appelés aussi «polywave», «poly-
vibrating», «poliondose», «polivibranti» etc., selon les langues utilisées dans la
rédaction des travaux respectifs, ont été nommés par différents auteurs, [18]-[22],
copérateurs de Mangeron» et les «équations correspondantés», «équations de Man-
gerony, [23]-[24].
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et dont la mouwveauté consiste dans le fait que & = (x,, 4., ..., Tn),
R=ja;£x; 2b;, i=12...,m| et MDD =0m10x 0% ...0%m,

ont conduit, entre autres, a4 l’extension du probléme de Sturm-
Liouville (7) a I’édification d’une théorie wumitaire des fonctions
spéciales polyvibrantes, [10]-[11], qui en constitue une généralisa-
tion de la méthode des fonctions «F» de Truesdell, a la construction
automatique des surfaces de forme quelconque, [12]-[14], 4 P’étude
de certains phénomeénes électriques qui ont lieu dans le plasma [15],
ou bien a I’établissement d’une nouvelle classe d’inégalités variation-
nelles, [16]-[17].

1. Considérons, de tout un ensemble de problémes qui s’enca-
drent dans le titre de la présente Note et tout en nous bornant aux
espaces @ deux variables indépendantes, le systéme suivant constitué
de Péquation intégro-différentielle non linéaire aux opérateurs poly-
vibrants et aux autocontroles dans les limites d’intégration

MP [u(x,2)] =
= f %x,z‘,u(x,t), M(zl)[u(x‘t)], Mgz)[u(x,t)],
r(x,u,M(:) [u1)

f &K (x, t»E'”(Evﬂaué (& 2) 2 (&9,

M (% (8], MP [« (8])dE! = E[«], (1)

(7) 11 vaut la peine de souligner le fait que le travail [6], dit & l'un des auteurs
de cette Note, a été mis a la base non seulement de I’étude des extensions poly-
vibrantes du probléme de Sturm-Liouville (*) ou bien de son equivalent variation-
nel (**), mais aussi 4 des extensions ultérieures polyharmoniques et polycalorigues.
dont les fondements ont été mis, respectivement, par Mauro Picone [27] —Maitre
4 nous tous— et par Miron Nicolescu [27] et continués de nos jours surtout par
B. A. Bondarenko et ses collaborateurs, [28]-[29], tandis que 'on doit a I'Ecole
Kirgize, L. E. Krivochéine et ses collaborateurs en téte, I’étude systématique de
différents systémes intégro-différentiels, linéaires ou non linéaires, aux arguments
retardés et aux opérateurs polyvibrantes, polyharmoniques ou bien polycalori-
ques [30].

En ce que regarde le probléme de Sturm-Liouville proprement dit, on trouve
nombre de contribution remarquables de M. Picone, dont quelques uns ont été
exposés lors de ses conférences tenues auprés des universités brésiliennes (voir,
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et des conditions a la frontiére
w)wa =g, (@ «P@n=u@, O
(p:.i) (@) = q)g.i) (2) = ¢¢ = const, ¢ =20,1, 4)

ot 'on a mis

¥
r (x, u, M(zz)[u])sr(x, [N(x,'z',u(x,?), M(;)[u(x,t)])df),

ot u (x, #) P ot (x, 1)
a [} Mg [u(x>t)]E 2 *
x 0t oxtot

M;l) [#(xt)]=
et ou les fonctions données

AT N AN ST W AU AR

7 (2, 2y 2i)y N (2, T, 444, Z40)s
sont continues, respectivement, dans les domaines

Dy=DX[a;:£l; £bi, i=1,...,4], D=laLxLbd] X[lagLtZLq]
Dy=DX[agLtLrxl,li<£Lbd] X|la;L£; £b;, i=0DH,...,9],
Dy=[a<x<Lb] X[ay <Ll <Lty Xlay £ £ 5],

Di=lagcuchd] Xlagcigy] Xlasgh<bi, i=1112),

et y satisfont, par rapport aux [, les conditions de Lipschitz, ayant
pour coefficients respectifs des fonctions continues et non négatives

Lff(x!t)) ’.=1v-"y4v LiK(x)i;E)) i=11'°-,51 Lir(x)v i=1:2\
et

Lin (%,7), §=12,

par ex. M. Picone, dans le volume: Duodecim doctorum virorum vitae et operum
notitia. Pont. Acad. Scien., Cittd del Vaticano, MCMLXX, tandis que’une exten-
sion remarquable de ce probléme est donnée par Yu. D. Salmanov: The Sturm-
Liouville problem for a gemeral linear differential equation. Differensial'nye Urav-
neniya, Vol. 1, No. 10, 1965, pp. 1321-1337.
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tandis que les fonctions ¢; (x) et ¢; (¢), ¢ = 0, 1, sont supposées con-
tinues, données et douées de dérivées continues de deux premiers
ordres, par rapport aux arguments x € [a, b] et ¢t € [«, y], respec-
tivement.

Notre méthode unitaire d’étude de la résolution univoque du
probléme (1)-(4) dans la classe de fonctions C** (D) et de la cons-
truction effective des solutions approchées, de I’évaluation des
erreurs commises et de la stabilité de ces solutions consiste dans
la transformation du systéme considéré dans un systéme équivalent
d’équations intégrales, a savoir

u (x, 1) =

@)+ do®) — g0+ [e1 @ —e @] — )+ [ ) —dy (@] (x — a) —

x ¢
—yl<x—a><f—a>+ff(x—ew—av(e.z)dtde = A[d], (5

et

vty = f ;x, HA[v (0], MP@A[(xH]) 0@,
A [z]

V)

f K, t,E, Al & D) At E DL A [ E A, v ¢ 2)dE ! = B[], (6)

r(z,

et dans I'étude de celui-ci dans le cadre des espaces fonctionnels
adéquats.

Il est bien claire que si ’équation intégrale (6) posséde une solu-
tion unique 7= v (#,t)€ C (D), le systéme intégro-différentiel
(1)-(4) posseéde lui aussi, tout en tenant compte de l’équation inté-
grale (5), une solution unique # = u (#, t)'€ C*>* (D) et vice versa,
si I"équation intégrale (6) ne posséde pas de solutions dans la classe
de fonctions C (D), le probléme (1)-(4) n’admet pas de solution dans
la classe de fonctions C*? (D).

2. On aboutit dans ce qui suit a4 'étude de la capacité de déter-
mination des solutions du systéme intégro-différentiel considéré
(1)-(4), tant qu’a la construction des solutions approchées et a 'éva-
luation des erreurs commises, dans le cadre des restrictions qui
suivent - 1.° On suppose que les opérateurs A et B transforment les
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domaines de leurs définitions dans ces domaines mémes, a savoir
V(x,t)G@,v*(x,t)EC(."D), asév*(x!t)ébs =>
= Afr] € C2 (D), a £LA[v,] <L by,
Blv,) € C(D), a; £Blo,] <L by,

et

2°. 2=|B|| <1, oulonamis |-| = mex |-]. (7)

Il s’ensuit en vertu du principe de Banach le suivant:

THEOREME 1.—Les conditions 1.° et 2.° ci-dessus étant satisfaites,
Véquation intégrale (6) posséde une solution et une seule

v=v(xt € C(D),

et donc, tout en tenant compte de I'équation (5), le systéme intégro-
différentiel (1)-(}) posséde une solution unique

u=u(xt € Cx (D),

que Uon obtient comme limite de la succession {w (x, t)}y=, ou les
fonctions approchées u; (x, t)s’obtiennent des relations

u (x,t) =4[ v], (8

et

Vi+1(x‘t)=B[vi]' i=201,.. ., 9)

tandis que I'évaluation de Ierreur cominise si Uon prend pour la
solution exacte u (x,t) du systéme (1)-(}) sa solution approchée
u (X, t) s’exprime par Uinégalité

|u(x,t)—ui(x,t)|é
Zlx—a)t—a;2] K [ vo(x,t) — Blvo(x, 0] : (1 — k),
vVt €D voxt)€C(D), agLvy(x,t)Lb,. (10)
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3. Passons maintenant, toujours dans le cadre de la valabilité des
restrictions 1.° et 2.° ci-dessus, a ’étude de la stabilité de la solution
du systéme intégro-différentiel (1)-(4) si 'on suppose, pour fixer les
idées, qu’au lieu des fonctions données a la fontiere o, (¥) et ¢; (¢)
du probléme (1)-(4) on prenne, respectivement, des fonction per-
turbées

hi(x) € C*[a,8], N(@) € C¥a, 1],
telles que les inégalités
| i (x) — Ai(x) | £e; = const, |ds{#) — Ni(#)]| £ d;i=const, =01,

x €[a2], f€laq],4?@=2)@=p =
= const, i=0,11 ly,‘——}’;’:ﬁ;, i=0,
soient satisfaites. On parvient de la sorte au systéme intégro-diffé-

rentiel non linéaire suivant, ot w (#, £) est la nouvelle fonction in-
connue :

M® [w (v, #)] =E |w], (11)
0 (x, @) = k; (x), (12) v (@, H=N@), (13
£D (@) =2D (@ =m;, =041, (14)

qui correspond au systéme d’équations intégrales

w (%, 1) =

=k @)+ h) =20+ [h () — A4 @]F ~ o)+ [N @) =N (@] (¢ — a) —

—pile—a) (t — o)+ ff(x—-&)(t—nz(e,f)drdezA,[z]. (15)

et

z(x.t)=f%x,t, ALz ], MP (A [z(x 0]), 2(x ),

r(z, Ay 5], 2)

[K oy 8,8 Ar[2(6,9)] A [2 (& 0]y AL, (26 ) 2 ) dE | = B, [2], (1)

-
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et donc: 3.° Si les opérateurs non linéaires A, et B, transforment
les domaines de leurs définitions dans ces domaines mémes et 4.° Si
I'inégalité

b =By Il <1, a7y

a lieu, il s’ensuit le théoréme suivant concernant l'existence et
Punicité de la solution w (#, ) du systéme perturbé (11)-(14) et la
construction effective de cette solution provenant d’une suite de so-
lutions approchées.

THEOREME 2.—Une fois assurée la validité des restrictions 3.° et
4o et par suite la valabilié du principe de point fixe de Banach, le
probléme perturbé (11)-(14) posséde une solution et une seule

w=w(xt) € C22(D),

qui s’obtient comme limite de la succession {w; (%, t)}s°, ot l'onm
a wis

w(x, t)=4,[z], (8 7, )=5[z], i=012...; (19)
tandis que Uordre du voisinage de la solution w (x,t) et de la so-
lution w; (x,t) de ce probléme s’exprime par Vinégalité

lwExt) —w (x| <

£ [x—a)(t—a):2]2k{ llzg(x 1) — By [7] | :(1 —ky) = Ry, (x.t):>0, (20)

4. Passons maintenant d ’évaluation des modules des différences
u(x,t) — w(x,2) et u(x,?)— w;i(x,¢) pour ¥ (x.7) € D.

On obtient de suite des équations intégrales (5) et (15) la relation
% (¢, 1) — w (%, ) = @ (x) — 4o (%) + o (#) — o () — (g0 — #0) —

[‘Px () = %y (%) — @q () 4 (@) — )4 ) — M) — by (@ F X (@] (¢ — @) —

~(ﬂ-1’1)(x—a)(t——a)+ff (x—E) (- —2sE D] dTdE=

Eg(x,t>+ff (x—8) (¢t —T)[0(BT)—5 (5 D) dTdE, 1)
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et par suite I'inégalité
fu(x ) —w(x ! <

L g+l @ —a:2] o) —a@x)]. (22)

On obtient ensuite, tout en tenant compte des restrictions ci-
dessus, tant que des évaluations exprimées par les inégalités

I A;[”(x, 1] — Arz[o @ )] £

Zlge )| Flx—a)(t —a)?:2] o (2 f) — 2 (x,2)], (23)

| A2 (x,2)] — ALe [s (2, )] | £

218 t) | Fllr—a2 (¢t —a):2] o0 — 20| @24)
et
[ MO Ao (6, ) — MY (A 265, 0)]) | £
ZIMP (g ]|+ @ —a) (¢t —a)]oxt)—z@], (25)
des équations intégrales (6) et (16), 'inégalité
o ) — 206 t) || £ B+ Ballo (e, 2) — 2 (&, D)1,

ou B, et B, sont nombres positifs déterminés. Et donc, on peut
conclure par le suivant:

TrEOREME 3.—Dans I'hypothése que on a B, <1 et par suite
vz, t) —zx, || LB : (1 —By) = Ry, (26)

les modules cherchés des différences u (x,t) —w (x,t) et u(x,t) —
— Wi (x, t) s’expriment par les inégalités

lu (o) —wis, )| £g00| +[ix —a)(t—a):2] R, @7

et

Iu(x,t)—wi(x,t)l_/__’l?zi(x,t)—}—-lg(x,t”—-|——[(x—-a)(t—u):2]2ﬁ’1,
vt eD, (28)

respectivement.
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ReEMARQUES.—1. Il est bien claire que l'on peut parvenir 4 la
construction des solutions approchées du systémes intégro-différen-
tiel (1)-(4) ou bien du systéme perturbé (11)-(14) par d’autres métho-
des que celle des approximations successives de Picard-Picone,
utilisée ci-dessus. La succession des relations ci-dessous crystallise
I'application de 'une de nos autres méthodes concernant ce sujet.
En effet, construisons les solutions approchées u; (x, t) du systéme
intégro-différentiel (1)-(4) suivant la régle

ui = A[s], (29y
ot 'on a mis
Sip1=p¢Blsi+ori]+4dB[si], i=0,12,..., ri=s;i—B[s:] (30)

et ot encore les fonctions p, g, d sont telles que 'on a p, q, d€ C (D)
et p + g = 1. Il. s’ensuit la succession des inégalités

Isipr—sill <2 WAL+l +21g)+ 208 — sioyll =

. Ie!
=h|si—sall£... £¥ls— 5l —0, (31)
7>

des que l'on aie k, << 1. On obtient en outre

o —sisll £ B4 o — 5 )] — O, (32)
7> ®
et par suite, en definitif,
lu@ ) —w@) | L(x—a)@F —a):2]2 |0 — 5| —>0, (33
z-> ©

2. 11 serait intéressant de choisir au lieu des restrictions 1.° et
2. ou bien 3.° et 4.° ci-dessus quelques-unes d’autres capables a
assurer, dans des espaces fonctionnels adéquats la valabilité de I'un
des principes du point fixe de nos jours et par suite conduire aux
théorémes d’existence, d’unicité et de construction des solutions
aprochées de nos systémes intégro-différentiels non-linéaires aux
opérateurs polyvibrants et aux différents contrdles dans les limites
d’intégration. L’un des approches dans cet égard, élaboré lors de
nos séminaires a I'IMECC, dans lesprit de l’exposition actuelle
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non classique de Vanalyse classique, [25], [26], fera partie d’'un
travail proposé pour linsertion dans le Bulletin de I'Institut Poly-
technique de Jassy (Buletinul Institutului politehnic din lasi).
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