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The convergence in measure is studied as the convergence in a suitably defined 
metric linear space L^ {m) v^rithout any restriction on the measure m. A general 
description of the dual space of L^ (m) is given. 

En este trabajo nos proponemos estudiar la convergencia en me
dida desde el punto de vista del Análisis Funcional, sin ninguna 
restricción sobre la medida. Sea (X, m) un espacio de medida. 
Cuando m es finita es bien sabido que el espacio L^ (m) de todas 
las funciones medibles con la topología de la convergencia en me
dida es un espacio lineal métrico completo, y su métrica puede defi
nirse mediante cualquiera de estas F-normas : 

l l / l l - / l / l a + l / l ) -^ dm 
X 

11/11' = ^ inf (1, | / | ) d m 
X 

| | / | | o = inf ]s>0: lf{s)<s\ 

donde Xf (s) = m ({jr € X : | / (.r) | > s}) es la función de distribu
ción de /. Si m es finita y no-atómica, L" (m) proporciona uno de 
los ejemplos más conocidos de espacio vectorial topológico cuyo 
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dual se reduce a {0}. Esto es fácil consecuencia del hecho de que 
el rango de una medida real no atómica es un intervalo, resultado 
probado por Sierpinski [15] y extendido a medidas finito-dimensio-
nales por Lyapounoff [7] (véanse otras demostraciones de Hal-
mos [4] y Lindenstrauss [6], así como extensiones a medidas vec
toriales de Artstein i[l] , Knowles [5], Olech [11] y Uhl [16]). 
Cuando m es finita pero tiene átomos, cada uno de ellos define un 
funcional lineal continuo en L° {ni), y estos funcionales forman una 
base de Hamel del espacio dual L° (^) ' , como fue probado por Mar-
cellán y Rubio [8] e independientemente por Mukherjee y Sum
mers [10]. 

La convergencia en medida cuando m (X) = Do ha merecido mu
cha menor atención, y presenta diferencias significativas con el caso 
de medida finita. Así, el conjunto de todas las funciones medibles 
no es ya un espacio vectorial topológico para la convergencia en 
medida, y entre las F-normas mencionadas anteriormente, sólo 
II • lio es adecuada ahora. Otra peculiaridad ya observada en [8], es 
que siempre existen funcionales continuos no nulos sobre U (m) en 
este caso. 

Los conceptos básicos sobre el espacio L*̂  (m) se estudian en la 
sección 1. La sección 2 contiene una descripción completa de 
L° (m)\ después de la cual se estudian algunos casos particulares. 
En las secciones 3 y 4 (^) se estudia L'* (m) como álgebra metri-
zable (homomorfismos complejos, espectro y cálculo simbólico) ; 
como subproducto se obtiene una nueva representación para L° (m)'. 
Todas las funciones consideradas serán complejas, y dos funciones 
medibles sobre X se identifican cuando coinciden en casi todas par
tes. Llamaremos átomo a un subconjunto medible A de X tal que 

O < w ( A ) < 00 

y para todo subconjunto medible 

B e A, m(B) = 0 ó m(B) = m{A). 

En particular, los conjuntos localmente nulos no se consideran 
átomos. 

(*) Estas secciones aparecerán en un trabajo posterior. 
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1 . El espacio de la convergencia en medida 

Dado el espacio de medida (X, m), definimos || / ||̂  como se hizo 
anteriormente para toda función medible / . Sea S (m) el espacio vec-
ÚOTÍBI de todas las funciones medibles que se anulan fuera de un con
junto de medida finita, y definamos nuestro espacio como 

LO {m) = L* (m) - f S (m) 

Obsérvese que, cuando m (X) < IDO, es S (m) = L° (m) = {todas 
las funciones medibles}. 

(1.1) TEOREMA.—L^ (m) es el conjunto de todas las í tales que^ 
II f ||,o < t3o, 3; II • ¡1° es una F-norma en L° (m) que lo convierte en 

mn espacio lineal métrico completo. La convergencia en (L° (m), 
II • ||,o) es precisamente la convergencia en fnedida, y L° (m) es el 
más am^plio espacio vectorial topológico para el que esto es cierto. 

DEMOSTRACIÓN.—Las condiciones de F-norma para || • ||,o se veri
fican fácilmente, así como la equivalencia 

I I /«—/l io ^ 0 <^ fn ^ / en medida 

El hecho de que toda sucesión de Cauchy en medida es convergente 
•en medida es conocido, y el resto de las afirmaciones del teorema se 
deduce de la equivalencia de estas propiedades : 

i) 

l l / l l o< =0 

ii) 

. / = / . + / 2 con | | / J L < « ' y m(\x Ç:X: fAx)^(i\)<'^ 

iii) 

lira e / = O en medida 

Ahora bien, i) significa que, para algún 

X > 0 , X/W<QO, 
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de modo que, designando por f la función / truncada a altura Sr 
podemos definir 

probando así ii). Para funciones acotadas, iii) es trivialmente cierto,. 
y también lo es para funciones de S (m) porque la convergencia 
puntual en un conjunto de medida finita implica la convergencia en 
medida sobre este conjunto ; por tanto : il) = í > iii). Finalmentej, 
si se cumple iii) 

/«(!:r € X: z \ f {x) \ > 1 Í ) < 1 

para algún O < e < 1, de manera que 

X / d / e X K l M y | | / | | o < l M Q.E.D. 

(1.2) COROLARIO.—L** (m) es denso en L^ (m). 

DEMOSTRACIÓN.—La condición iii) anterior es equivalente a 

lim f^ = / en medida 

y cada f pertenece a L*** {m), q. e. d. 

Sea 0 el filtro en X engendrado por los conjuntos medibles cu
yos complementarios tienen medida finita. Una importante seminor-
ma en L^ (m) es la definida por 

q{f) = lim supg, I f(x) I = 

= inf ¡ snr. \ f {x) \ : f/i ( E ) < oo ¡ 
JT $ E 

Es fácil comprobar que q es una seminorma, y además es continua^. 
pues 

^ (/) -̂  ll/llo ^ ll/L 

Obsérvese también que 

^ ( / ) < o o <:=> / C l-O {m). 
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(1.3) TEOREMA.—La clausura de S (m) en L^ (m) es q~̂  (0), y 
en el espacio cociente L^ (m)/q*"^ (0) la F-norma inducida por || • ||o. 
es idéntica a la norma inducida por q. 

DEMOSTRACIÓN.—Es obvio que S {m) c q~^ (0) por la continuidad 
de q. Por otra parte 

q{f)^mi\q{f^h): h ^ S (m)\ ^mi \\\ f ^ h\U •h^S{m)\é. 

^ i n f j | | / - A | L : >̂  € S l ^ ! ^ i n f n i / - / x J L : ^ (E )< oo ( = r̂ ( / ) , . 

por lo que se tiene la igualdad 

q{f) = ini\\\f--h\U : h^S(m)\ 

que prueba la inclusión g""̂  (0) c: S (m) a la vez que la última afir
mación del teorema, q. e. d. 

Cuando m (X) es finita, se tiene g = O y S {m) = L° {m) coma 
ya habíamos observado. Para el caso de medida infinita, el interés 
de la seminorma q es claro a partir de (1.3), pues si m es no-atómica 
todos los funcionales lineales continuos sobre L^ (m) se anulan en 

S (m), mientras que para cada / í S (m) la continuidad de g y eî 
teorema de Hahn-Banach implican la existencia de algún F € L ° ( w ) ' 
tal que F (/) yéz 0. Así hemos probado lo siguiente : 

(1.4) COROLARIO,—Sea m {X) = oo. Entonces U (m)' no se re
duce a {0} 3;, m^ás exactamente, si (HÍ)Í^I es la familia de todos los 
hiperplanos cerrados de L° (m), se tiene 

i € 1 

y cuando m es no-atómica 

i e l 

(1.5) TEOREMA.—Toda aplicación continua F : C° —> C trans
forma cualesquiera funciones f̂ , ..., fn'€ L° (m) en otra función 

/ ^ ( f , , . . . , f n ) ( x ) = /^(f, ( X ) , . . . , f „ ( x ) ) 
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Sambién perteneciente a L^ (m). Además, si G (C°) representa el es
pacio de las funciones com^plejas continuas definidas en C^ con la 
topología de la convergencia compacta, la aplicación 

{F, ( f i , . . . , f n ) ) I—> / ^ ( f t , . . . , fn) 

4e G (jC") X L^ (m)^ en L° (m) es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea 

con F continua y 

Tomemos ^ > O tal que el siguiente conjunto tenga medida finita 

A = Q ]x^X:\/j(x)\>s\ 
« = 1 

Entonces, siendo 

M = sup ! I F(2í) I : \z,\ ^ s,,.,,\zn\ ^s\, 

:se tiene 

I ^ {x)\ ^M para todo x ^ A 

Por tanto, g € L*̂  (m). 
Probaremos la segunda parte para n = 1 por simplicidad. Su

pongamos que Fy —> F en G (C) y que / ; —> f en L^ (m). Dado 
s > O tomemos R > O y B > O tales que 

i« (A)< £ con A = I A: € X : I / (AT) I ;^ R ¡ 

I Fj{z) — Fj (m) I <Z 6 siempre que | 2 | ^ R , |z¿/ — 2 ; | < § 

lo cual es posible por ser (F;); g N una sucesión equicontinua. Sean 

A/= l:r € X : | / ( ^ ) - / ^ . ( ^ ) | x B i (y € N) 
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y tomemos j^ tal que, para todo / > /o, se tenga 

m (Aj) < 6 

sup I Fy ( 0 ) — F (0 ) I < £ 

Entonces, si ; > /^ y ^ 5 A 'U A;, tendremos 

| F > ( / y ( ^ ) ) - F ( / ( ^ ) ) I ^ | F ; - ( / y { ^ ) ) ^ F y ( / ( ^ ) ) | + 

ês decir, 

l | F / ( / y ) - F ( / ) | | o < 2 e 

para todo ; > j ^ , q. e. d. 
Dadas dos funciones /, g^ L^ (m), su producto también pertene-

?ce a JJ (w), y la aplicación (/, ^) —> f g ^s continua por (1.5). El 
mismo teorema implica que, dada la función entera 

!para toda / € L° (m) 

OP 

^ a « / ( ^ ) « = F (f{x 

*en medida, siendo F (/) € L^ (m), y lo mismo es cierto para funcio
nes enteras en C"̂ . Así se tiene : 

(1.6) COROLARIO.—L° (m) es un álgebra topológica metrisable 
.sobre la que operan las funciones enteras de una o varias variables. 

Mencionemos para terminar esta sección que L° {m) no es local-
mente convexo ni localmente acotado a menos que la medida m ve
rifique la siguiente condición: 

infJwi(A):wi(A)zt=:0!>0 

Cuando esto se verifica (i. e. cuando O es un punto aislado del rango 
4 e m), U (m) es precisamente el espacio de Banach L"̂  (m). 
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2. Funcionales continuos en L° (m) 

La inclusión de L*** (m) en L° (m) es continua y con imagen den
sa, por lo que su adjunta puede considerarse como una inclusión de-̂  
L^ (my en L"* (m)' = M (X, m) = {medidas complejas finitamente-
aditivas, de variación acotada y w-continuas}. Cada <i € M (X, m)?* 
está definida para los conjuntos m-medibles con valores en C, y sa
tisface lo siguiente : 

o (A U B) = o (A) -f- <3 (B) si A, B son disjuntos 

o (A) = O siempre que m (A) = O 

I = S"P I ^ I o (Ay) I : A j , A2 , . . . , A^ disjuntos < 00 

Definiendo la integración con respecto a <J del modo habitual ([2],. 
Ch. III) , designamos por L (a) el espacio de las funciones integra
bles con respecto a <i. Si normamos a M ( X , m) mediante: <5\—> j| <y H,. 
se cumplen los siguientes resultados : 

(I) Para toda 

es un funcional lineal continuo en L'~ (m). 
(II) La correspondencia: <T !—> <j>o es una isometría de M ( X , m > 

sobre L"* (m)'. 
(III) L - ( m ) = n {L(( j ) :<i i€M(X, m)}. 

(Véanse [2], [3] o [17]). Queremos obtener resultados similares 
para L*̂  (m) y un subespacio adecuado de M (X, m) que designare
mos M^ (X, m) y consta de todas las medidas a € M (X, m) tales que-

inf \m{A) : a{A)z^O\>0 

es decir, or (A) = O para todos los conjuntos A de medida (m) sufi
cientemente pequeña. Cuando m es no-atómica, el ínfimo mencionado-^ 
más arriba, si es mayor que cero, debe ser infinito. En particular, 
cualquier c- € M° (X, w) se anula sobre cualquier conjunto de medi
da finita que no contenga átomos. 

(2.1) TEOREMA.—(0) L« (m) c L (a) si y sólo si d € M« (X, m).-
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(1) Para cada 

<3 Ç: M^(X,m), (j>̂  (f ) = / f d a 

£s un funcional lineal continuo en L^ (m). 
(2) La correspondencia: <rj—> <̂, es un isoniorfismo algebraico 

de M' (X, m) sobre L' (Z, m)'. 
(S) 

Lo (m)c= n K- (a ) : a g M^ {X,m)\ 

DEMOSTRACIÓN DE (0).—Sea «r € M** (X, m) con 

r = inf ¡ w (A) : a (A) 4: 0 î , 

y sea / € S (m). El complementario de /""̂  (0) tiene medida finita y 
puede escribirse como 

\x^X: /ix):^0 {==:[{} Aj]u B 

donde (Aj) es una colección contable de átomos disjuntos y B no 
contiene ningún átomo. Tomemos n suficientemente grande para que 

2 ^ m{Aj)<r 

j definamos el conjunto 

E= [ U ^>]U B. 

Entonces 

loi (E)= jal (B)+ jal ( U ^J ) = ^ 

lo que implica que / • XE '̂  L ((y) con integral respecto de c nula, y 
también 

n 
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donde / (A^) es el valor constante (a. e.) de / en el átomo Ay. Asi 
hemos probado lo siguiente: 

L0(f«) = L ^ ( w ) 4 - S ( w ) c L ( o ) + L ( a ) = L ( o ) 

Recíprocamente, sea 

a C M (X, » ? ) \ M 0 (X, w ) . 

Existen conjuntos medibles Ajt tales que 

m{Ak)<2-^. O Í A ^ ) 4 r O (>è € N) 

Definamos entonces la función 

« 1 

que es finita a. e. (porque {;ir : / Í (^) = Do} <:: lim sup A* que tiene 
medida nula) y está concentrada en un conjunto de medida finita^ 
por lo que h € L° (m). Sin embargo /̂  í L (d), ya que en otro caso» 
se tendría 

\ kd \o\ ^ y] I d \a\ =co Q, E. D. 

DEMOSTRACIÓN DE (1).—Dada <5 € M** (X, m) con 

r = inf ) w ( A ) : o ( A ) 4: O I 

probaremos lo siguiente: 

l l / l | 0 < r I <|>a(/)l ^ l l / l l o Ihll 

En efecto, para una tal función /, definamos los conjuntos 

A = ]x ^X: I / ( : ^ ) | ^ | | / i | o ¡ ; B = X \ A 

de modo que, por definición de 1| • ||,o, m (B) < r y | d | (B) = 0. Por 
tanto 

l<|>o^/)l = I / / ^ a U 11/ • XAIU N I I ^ II / I 'O ilall Q. E.D. 
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DEMOSTRACIÓN DE (2).—Solamente necesitamos probar que todos 
los funcionales lineales continuos en L^ (m) son de la forma (j)̂ . Dado^ 
cualquier <j> € L^ (w)', definimos la medida 

M A ) = ( J > ( X A ) 

que evidentemente pertenece a M (X, m). Supongamos que 

o ^ MO (X, w ) . 

Entonces podemos tomar conjuntos Â t como anteriormente con 

La serie 

''̂ ^ if^x O(AA) 

converge en medida a una función / € L^ (m), porque converge 
a. e. sobre un conjunto de medida finita fuera del cual la serie es 
nula. Por consiguiente 

lo que es absurdo. Es decir, crC M° (X, m), y los funcionales (() y <j)o. 
coinciden sobre las funciones simples. Estas son densas en U (pi), 
puesto que son uniformemente densas en L'~ (m), luego <j> = <j)or 
q. e. d. 

Obsérvese que esta parte (2) junto con el corolario (1.4) impli
can que M° (X, m) 7^ {0} cuando m (X) = 00. 

DEMOSTRACIÓN DE (3).—Dada una función medible f ^U (m), te
nemos que encontrar una medida d € M** (X, m) tal que / í L (d). 
Podemos suponer m (X) = Í3O, pues en otro caso no hay nada que 
probar. Supongamos también que / es real. Entonces, o bien 

m{] X Ç_ X : / (x) > s \) = ce paia todo J > O 
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O la misma propiedad es satisfecha por — / . Supondremos que ocu
rre la primera posibilidad. En estas condiciones, hacemos la si
guiente : 

AFIRMACIÓN.—«Existen conjuntos medibles disjuntos (E*)* e N, y 

jnedidas ((T*)* € N pertenecientes a M^ (X, m) tales que : 

i) tí* > O y II ^, II .= er, (E,) = k-\ 

ii) di (A) = O siempre que m (A) < oo. 

iii) / (x) > k siempre que x € Ejt». 

Suponiendo esta afirmación cierta, definimos la medida 

k 

mediante 

Si / fues^. integrable con respecto a cr, se tendría 

/

/ • oo oo 00 

l o que es absurdo. Para probar ahora nuestra afirmación anterior, 
sea {Uj) una sucesión creciente de enteros positivos tales que 

y dividamos N = {1, 2, 3, ...} en una sucesión (Hjt) de conjuntos 
jQumerables dis juntos con min }í¡c > k. Definamos entonces 

Los conjuntos (Ejfc.)* e N son disjuntos y con m (Ek) = 'X>, luego 

XE^ € s ( m ) = ^-"i(0). 
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Por la continuidad de g y el teorema de Hahn-Banach, podemos 
encontrar un funcional ^^ '€ L° (m)' que se anule en S (m) pero tal 
que ^t (XE^) 7^ 0. Si d'jt es la medida de M° (X, m) asociada a ^k 
sólo tenemos que definir 

O i ( A ) = Q. E . D . 

El hecho de ser or , j — ^ (j>3 una isometría entre M (X, m) y L*** (m)' 
tio puede tener un análogo para la correspondencia entre M^ (X, m) 
y el dual de L^ (m) mientras que no demos alguna topología a este 
último. A partir de ahora consideraremos a L^ (m)' como espacio 
vectorial topológico con la topología de la convergencia uniforme 
sobre los subconjuntos acotados de L^ (m) (topología fuerte). En
tonces tenemos 

(2.2) TEOREMA.—Las siguientes proposiciones son equivalentes : 
i) inf {m (A) : A es un átomo} > O (se incluye aquí el caso de 

ser la medida m no-atómica), 

n) M^ (X, m) es un subespacio cerrado de M (X, m). 
iii)L^ (Xj my es un espacio de Banach y su topología viene defi

nida por la norma: 

II ^all = I h l l 

DEMOSTRACIÓN.—i) = = > iü). Sea r = inf {w(A) ' : A es tm áto
mo} > 0. Entonces o- (E) = O siempre que <T'€ M^ (X, m) y que 
m (E) < r. La demostración de 2.1(1) muestra que si ^ € M^ (X, m) 

|<j>a(/)l ^ llcil l l / l io siempre que | | / | | o < r . 

Pero ahora r no depende de a, y entonces, || GJ \\ —> O implica 

l < ^ a / / ) l — ^ 0 

uniformemente para \\ f \\.o '^ r, y por consiguiente uniformemente 
sobre cada conjunto acotado de L^ (m). Recíprocamente, si 

(j)^ ^ O en LO ( m ) \ 
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teniendo en cuenta que 

B= ! / € L « (m) : | | / | U ^ M 

es un subconjunto acotado de U (m), se obtiene : 

Ilq;-Il =sup Í I <j>,̂. ( / ) | : / ^ B¡ — > 0 

Finalmente, L^ {m)' debe ser completo por ser el dual fuerte de un 
espacio lineal métrico. 

iii) z=^ ii). Inmediato. 
ii) =izz:> i). Supongamos que i) es falso, es decir, que existen 

átomos Ajt con 

m(kk)<2''^ {k € N) . 

Definamos las medidas 

a ( E ) = ^ m{A^r\E) 

Entonces (i,̂  € M° (X, m) mientras que d í M^ (X, m). Como 

lh«>-a|| — > 0 , 

resulta que M° (X, m) no es cerrado, q. e. d. 
En otras palabras, el único caso en que la norma 

Ii <|)all = ll^ll 

no define la topología fuerte de L'' (m)' es cuando existe una suce
sión de átomos 

(Ap^. ^^ con lim w (A.) = O 

(2.3) COROLARIO.—Sea m no-atómica. Entonces 

L^ ( m ) ' = ( Z 0 {m)/S ( m ) ) ' 
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como espacios de Banach, y para cualquier cj)o € L^ (m)' se tiene 

\\%\\ = ll^il = ^ « / !l<|>a(ni : Il f | ' o ^ l S = 

=-sup ]\ <j>^(f)| : q ( f ) ^ l i 

DEMOSTRACIÓN.—El argumento usado en la demostración de 2.1(1) 
puede usarse ahora con r = oo, obteniéndose para toda / € L'̂  (m) 

Esto prueba la igualdad 

II o II = s u p ! | (j), ( / ) ! : II / I J o ^ l , 

y el resto es consecuencia inmediata de (1.3) y (1.4), q. e. d. 

Cuando m (X) < oo, toda medida ty € M^ (X, m) está concentra

da en la unión de un número finito de átomos, por lo que el teore

ma (2.1) da en este caso la conocida representación de L° (m)': 

(2.4) COROLARIO.—Si m (X) <C oo, todo funcional lineal continua 
en L° (m) es de la forma 

<( ) ( / )= ¿ ^j/(Aj) 
/ = l 

para ciertos átomos A^, ..., A^ y constantes c^, ..., ĉ  € C. 
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