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Let S be a non-empty set and O its Stone-Cech compactification for the discrete 
topology. Given a finite and non-negative finitely additive measure ,jj(,, defined on 
all the subsets of S, we represent it as a Radon measure p. on Q. Since the 
«elements of Q can be identified with ultrafilters in S, when a topology ^ is given 
•on S, the subset ¡Q^ of Q formed by the ultrafilters convergent for this topology, 
is determined. 

Thus we characterise certain topological properties of ¡jx (relative to its beha­
viour over the open sets and over the bounded continuous functions) in terms 
vof the «degree of concentration» of a over Q^. 

In particular we study ,(y-additive, T:-additive, purely finitely additive and purely 
^-additive measures and we obtain descomposition theorems analogous to Hewitt-
Yosida (1952). The method we have adopted in this paper by considering the 
Stone-Cech compactification of S for the discrete topology, has allowed to obtein 
similar results to those of Knowles (1967) and Badrikian (1970) without the added 
xequeriment that the ^c-topology for S to be completely regular. 

Sea S un conjunto no vacío y O su compactificación de Stone-Cech para la 
topología discreta. Dada una medida finitamente aditiva ,M, finita y no negativa, 
definida sobre todos los subconjuntos de S, la representamos como una medida 
•de Radon n. sobre Q. Puesto que los elementos de O se pueden identificar con 
ultrafiltros en S, cuando se dota a S de una topología ^, queda determinado el 
subconjunto Q^ de Q formado por los ultrafiltros convergentes para esta topo­
logía. Entonces caracterizamos ciertas propiedades topológicas de u. (referentes 
a su comportamiento sobre los abiertos y sobre las funciones continuas acotadas) 
en términos del grado dé concentración de p, sobre O f 

En particular estudiamos las medidas (j-aditivas, ^-aditivas, puramente finita-

(*) Trabajo realizado en el Departamento de Matemáticas de la Facultad de 
Ciencias. Universidad de Murcia. 
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mente aditivas y puramente (y-aditivas y obtenemos teoremas de descomposición 
análogos al de He-witt-Yosida (1952). 

El método que hemos adoptado en este trabajo, considerando la compactifica-
ción de Stone-Cech de S para la topología discreta nos ha permitido obtener resul­
tados análogos a los de Knowles (1967) y Badrikian (1970) sin exigir en varios. 
de ellos que la topología -r de S sea completamente regular. 

1. Introducción 

Sea S un conjunto no vacío, SVÍ (S) el conjunto de todas las 
medidas finitas no negativas y finitamente aditivas sobre el álgebra 
de todas las partes de S, y SVíi (S) el subconjunto de SVÍ (S) for­
mado por las medidas M. que cumplen \i (S) = 1. 

Si B (S) es el espacio vectorial de todas las aplicaciones acota­
das / : S — ^ R, dotado de la norma de la convergencia uniforme,, 
entonces SVÍ̂  (S) es un subconjunto convexo y débil'^-compacto de 
de la bola unidad cerrada del dual B (S)'. 

Es sabido que el conjunto Q formado por los puntos extrémales 
de SVÍi (S) también es compacto para la topología débil*, y que 
a'€ Q si y sólo si {A c: S : «a (A) = 1} es un ultrafiltro. 

En lo sucesivo frecuentemente identificaremos ù con el conjunto* 
de todos los ultrafiltros sobre S, asociando a cada ultrafiltro ^ la 
medida a € 9VÍ ̂  (S), definida por la (A) = 1 si A '€ ^ y a (A) = (Ï 
si A € ^ . 

Para cada s£S sea 8 :̂'̂  SVÍi (S) la evaluación en x, {^x (f) = 
= f {x), para todo / ' € B ( S ) ) . El conjunto de todas las evaluacio­
nes S = {^Jx'.x^^ S} es denso en O y homeomorfo a S (con la to­
pología discreta) mediante la biyección x —> 5̂ ;. 

Resulta asi que O se puede considerar como la compactificación 

de Stone-Cech de S para la topología discreta, y por consiguiente,, 

después de identificar S con S, cada función acotada / : S — > R 

se extiende de modo único a una función continua / : O — > R defi­

nida por / (a) = a (/) para cada ¡a '€ O. 
A cada | JL '€SVÍI (S) se le puede asociar una única medida de 

Radon p. sobre el espacio compacto O, verificando que ¡1 (/) = jji (/) 
para cada / '€ B (S). Evidentemente {1 (O) = 1. 

En particular, si / = y^ es la función característica de un sub­
conjunto A c S, se deduce que (x (A) = ¡1 (A) donde 

A = { a ' € Q : a ( A ) = 1 } . 
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La familia de conjuntos {Â: A 'C S} es tina base de la topolo­
gía de O y se verifica que un subconjunto 6 cz O es abierto y ce-
rrado si y sólo si 6 = Â para algún A cz S. 

Nos remitimos al libro de G. Choquet ([3]) para los resultados 
expuestos en esta sección. 

2. Descomposición de medidas finitamente aditivas 

En lo que sigue 3) designará siempre una familia no vacía de 
subconjuntos de S, filtrante creciente. 

1. DEFINICIÓN.—Una medida finitamente aditiva ¡i € S% (S) di­
remos que es débilmente 3)-regular si \i (S) = sup {\i (D) : D€ 3)} 
y diremos que es fuertemente 3)-singular si [i (D) = O para 
cada D € SO. 

2. PROPOSICIÓN.—Una medida finitamente aditiva [i '€ SVÍ, (S) 
es débilmente 3)-reguiar si y sólo si p. está soportada por el abierto-

O) (3>) = U {D:D€ £D}. 

DEMOSTRACIÓN.—La familia de abiertos { D : D i € 2 ) } es filtrante 
creciente. Entonces 

jl (o) {3») = sup { ¡i (D) : D € 2) } = sup { PL (D) : D € £> } 

y la condición ¡1 (o) (£D)) = 1 = |ji (S) equivale a que [L sea débil­
mente 2)-regular. 

3. CoROLARio.---5¿ [JL '€ £W (S) es débilmente 3)-reguiar se ve­
rifica : 

3.1) ¡L (A) = sup {\i (A n D) :D^£ £D} para cada A c S. 

DEMOSTRACIÓN.—Bastará probarlo cuando y. € SVÍ̂  (S). Para cada. 
A c : S la familia de abiertos {(A (1 D)^ : D € 2)} es filtrante cre­
ciente y su unión es A fl o) {3>), 

Como p- está soportada por w (3)) se deduce 3.1. 

4. PROPOSICIÓN.—Una condición necesaria y suficiente para que-
\i € SVíj (S) sea fuertemente S>-singular es que pi esté soportada 
por el compacto U\(á (3)). 
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DEMOSTRACIÓN.—Si p. está soportada por el compacto 6 = Q\(i)(2)) 

y D '€ 2) se obtiene que pi (D) = pL (D) = p. (D fl 6) = O, pues 

D n 0 = 0 . 

Recíprocamente, si ¡¡i es fuertemente iD-singular, como p . ( B ) = l 

cuando S\B = B'' pertenece a iD, y {B •: B'' '€ 3)} es una familia fil­
trante decreciente de compactos cuya intersección es 6, se obtiene 
que p. (6) = 1. 

5. PROPOSICIÓN.—Sea jji = X + v donde X '€ SVÍ (S) es fuerte­
mente 3)-singular y v 6 SVÍ (S) es dé huméente S)-reguiar. Entonces 
se verifica: 

5.1) X (A) = inf {[x f̂  n DV • ^ ^ ^ } . 

5.2) V (A) = sup {\L (A ñD) :D € £D}, 

para cada ^ € 5. 

DEMOSTRACIÓN.—Como X es fuertemente 3) singular se deduce 
que ^ y V coinciden sobre los subconjuntos de cada D € £D. 

De esta observación y del corolario 3 se deduce 5.2. Como 
|JL (S) <; + oo la fórmula 5.1 es consecuencia inmediata de 5.2. 

6. TEOREMA.—Cada medida finitamente aditiva ijx '€ SVÍ (S) se 
puede descomponer de modo único en la forma I(JL -= X + v donde 
X '€ SVÍ (S) es fuertemente 3)-singular 3? v '€ SVÍ (S) es débihnente 
3)-regular. 

DEMOSTRACIÓN.—Bastará demostrarlo suponiendo que '[x'€ SVÍi (S). 
En este caso, sea 6 = Ú\<U (2)), y para cada A 'c: S definamos 

X(A) = p.(An'Ô) y V(A) = p , ( A n ü ) m ) , 

y sea a = X (S). Si a = O entonces X = O y v = JJL es débilmente 
iD-regular en virtud de la proposición 2. Si a = 1 entonces v = O 
y X = {ji es fuertemente 2)-singular en virtud de la proposición 4. 

Supongamos pues que O < a < 1 y sea 

1 1 
b = l~a, !oc = X y iS = -— V. 

a ^ b 
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Evidentemente, a, p '€ 9Víi (S). Como 

{B rB^'ÇiD} y { B fl 6 : B̂  € íD }, 

son sendas familias filtrantes decrecientes de compactos en Q cuya 
intersección es 6 se deduce: 

â CG) = inf {̂ a (B) : B^ 6 2) } = inf <{ a (B) : B'' € 2) } = 

í 1 . ) 1 1 
= inf a (B n -6) :B<^'e3)\ = {I (9) = A (S) = 1 

y por lo tanto, según la proposición 4, ta es fuertemente fD-singu-
lar, y 1 también lo es. Un razonamiento análogo permite probar 

que p (o) (£D)) = 1, de donde se sigue que v = & § es débilmente 
£D-regular. La unicidad de la descomposición es consecuencia de la 
proposición 5. 

En lo sucesivo designaremos siempre por '¿K una familia no vacía 
de partes de S, estable por uniones e intersecciones finitas, tal que 
S = U ^ para alguna familia filtrante creciente 3) 'CZ Sfï. 

7. DEFINICIÓN.—Una medida finitamente aditiva ¡L € SVÍ (S) dir-
rewios que es SK-reguiar si para cada familia filtrante creciente 
3>'C:'SfC que cumpla U£D=5, se verifica ii (S)=sup {¡L (D) ;Z )€2 )} . 

Diremos que ^ '€ SW (S) es SK-singular si para cada e > O exis­
te una familia filtrante creciente 3) <z'¡K tal que U 2) = 6̂  y 
|ji (D) < e para todo D '£ 3). 

Con el fin de caracterizar las medidas finitamente aditivas 9ï-
regulares y Sï-singulares conviene introducir la siguiente terminolo­
gía : Llamaremos L {3K) a la familia de subconjuntos abiertos de Ù 
formada por el conjunto vacío y por los subconjuntos M = -o) (5), 
donde co (5) = U {Ê : E € ¿?}, con 5 -c 0 Í y U <? = S. 

Es inmediato que L {SK) es estable frente a uniones arbitrarias 
e intersecciones finitas. También es evidente que cada M € L (9í) 
se puede poner en la forma M = o) (2)), donde £D c: S?í es filtrante 
creciente y HJ fD = S. (Basta llamar 2) a la familia de las uniones de 
un número finito de conjuntos de S.) 

8. TEOREMA.—Una condición necesaria y suficiente para que 
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^ '€ SVÍi (S) sea 'SfC-regular es que para todo M ^ L CSK) sea 
p, (M) = i . 

Una condición necesaria y suficiente para que ^ € SVÍi (S) sea 
^-singular es que 

inf{^{M):M^^Lm)} = 0. 

DEMOSTRACIÓN.—La primera parte se deduce de la proposición 2, 
teniendo en cuenta que pi es i9ï*-regular si y sólo si es débilmente 
^-regular para cada familia filtrante creciente 3) aíK con U £D = S. 
La segunda parte del teorema es consecuencia inmediata de la defi­
nición de medida 'Sï-singular. 

9. OBSERVACIÓN.—Si para cada 6 'C Q se define 

11* (6) = inf c{ pt (M) : 6 «C M C L ( ^ ) } 

es fácil probar que î x̂  es una medida exterior sobre O. El conjunto 
9ï^ = n L (¿Tf) no es vacío pues contiene todas las evaluaciones 
Zxy (^'€ S). Entonces el teorema 8 se puede reformular diciendo que 
p. es ¡Sí-regular si y sólo si [x"̂  (9Y*) = 1, y que [x es 9ï-singular 
si y sólo si [Ji"̂  (9ï"^) = 0. 

10. TEOREMA.—Carfa medida finitamente aditiva ,(x € SVÍ (S) se 
puede descomponer de m^odo único en la forma (|x = X + v, donde 
1 es S^-singular y v es ¡K-regular. 

DEMOSTRACIÓN. — Bastará probarlo cuando fx € SVÍ̂  (S). Utili­
zaremos las notaciones introducidas en la observación 9. Sea 
ü\= [x* (9í-^). Si a = O basta tomar X = jx y v = O, para tener una 
descomposición del tipo indicado. Supongamos entonces que a >- 0. 

Como la familia L (SK) es estable por intersecciones finitas se 
deduce la existencia de una sucesión decreciente M,n '€ L (9ï) tal que 

1 
para cada ^ € N se verifica fx (Mn) ^ a + — . 

00 

El conjunto de Borel 6 = 0 M.̂  contiene a 9 í^ y verifica 

ji (.0) = a. Si M '€ L (SY) se tiene M fl M^ € L (SY) para todo n € N 
y, por lo tanto, pL (M fl 6) = lim {x (M fl M„) ^ a. 

Sea ip la medida de Radon en el espacio compacto O que en cada 
conjunto de Borel A 'C O toma el valor § (A) = {x (A fl '9). 
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1 
La única medida y ^ SV£i (S) que cumple y = — '̂  verifica 

a 

1 1 
Y (M) = B (M) = a (M n 6) ^ 1 

para cada M ^ L (9ï). 

El teorema 8 permite asegurar que Y es '9í-regular. Entonces la 
tnedida v = a y también es 3í-regular. 

Como O ^ a 7 ^ fl, se deduce que O ^ v ^ [x y por lo tanto la 
medida \ — ^ —• v es positiva. Si a = 1 es evidente que X = O es 
.9ï-singular. Supongamos entonces que a ^ \ , y sea è = 1 — a. 

Entonces pi = a y + ^ 5 donde S = — X, y se tiene 
b 

^ = inf { a -̂  (M) + 6 B (M) : M € L (^) } ̂  ^ y* iM*) + h 5* (5Y*) = a + 6 8* (f)Y*) 

pues y es 9ï-regular y y^ (Sí*) = 1 en virtud de la observación 9. 
Se deduce entonces que 5* (.9í*) = O, lo cual implica, nuevamente 
por la observación 9, que S es Sï-singular. Entonces X = 6 8 tam­
bién es ÊTf-singular. 

Finalmente probaremos la unicidad de la descomposición. Sea 
^ = Xi + Vi = X,2 + v̂ , donde X̂ , X^ son Sí-singulares y Vi, Vg son 
Sï-regulares. 

Dado e > O existen dos familias filtrantes crecientes 5D' c: ¿Ff, 
3b" 'C m, tales que U 2)' = S, U 2)" = S, X̂  (D') < e/6 para cada 
D ' € £Z)' y X̂  (D'O < e/6 para cada D' ' € ÍD'^ 

La familia £D = {D' fl D' ' : D^ '€ £D', D" € £D"} es filtrante cre­
ciente y U £D = S. Para cada D € 2) se verifica X̂  (D) < e/6 y 
.Xa (D) < e/^, y por tanto 

I |X (D n A) - Vi (D n A) 1 = Xi (D n A ) < e/e 

1 |jL (D n A ) - v , ( D n A) 1 = X,(D n A ) < , e / 6 

cualquiera que sea A ci S. De aquí se deduce que para cada A d S 
y cada D "6 2) es | v̂  (D O A) — v̂  (D H A) [ < e/3. 

Como v¿ es débilmente 2)-regular, aplicando el corolario 3 se 
deduce que existe D € 2) tal que v̂  (A) — v̂  (D fl A) < e/3 y 
v̂  (A) — V2 (D n A) < e/3. Entonces | v̂  (A) — ^^ (A) | < e para 
cada A c: S, luego Vj = Vg y X̂  = Xg. 
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Sea ahora £V una familia no vacía de partes de S, estable frente 
a uniones e intersecciones finitas, tal que existe en SV una sucesión 
creciente {D,n : n'^ N} = 3) que cumple U 2) = S. 

11. DEFINICIÓN.—Una medida finit aúnente aditiva \L € 2W (S) di­
remos que es secuenciahnente íM-regular si para cada sucesión 
creciente en SV, 2) = {Dn : n€ A/"} que cumpla S = \iS), se verificct 

Diremos que ¡i € SVÍ (S) es secuenciahnente 3sí-singular si para 
cada e > O existe una sucesión creciente en £V, 3) = {D^^ : n ^ N} 
tal que V 3) = S y {i (D^) < s para cada n € N. 

Con el fin de obtener una caracterización análoga a la obtenida 
en el teorema 8 es conveniente introducir la familia Lo (£V) formada 
por el conjunto vacío y todos los conjuntos abiertos M c: Q que 
son de la forma M = <i) (<S) donde ê 'C £V es numerable y 'U <S = S. 

Es inmediato que L^ (SV) es estable por intersecciones finitas y 
uniones numerables. Cada M € L^ (SV) se puede poner en la forma 
M = 03 (£D) donde 2) c: SV es una sucesión creciente con U 2) = S. 

12. TEOREMA.—Una condición necesaria y suficiente para que 
[X € SVÍi (S) sea secuencialmente 3^-reguiar es que para toda 
M '€ L, (m) sea ¡1 (M) = 1. 

Una condición necesaria y suficiente para que [x € SVÍj (S) sea 
secuencialmente ^-singular es que se cumpla 

inf {^(M) :M.€L, rSV^;}=0. 

DEMOSTRACIÓN.—Es análoga a la del teorema 8. 

13. OBSERVACIÓN.—Si para cada ô-c ù se define 

jjL* (6) = inf { ¡I (M) : 6 <= M € L^ (W) } 

es fácil probar que ¡L' es una medida exterior sobre O. El conjunta 
£V' = Lo (SV) no es vacío, pues contiene a S. Entonces el teore­
ma 12 se puede enunciar diciendo que (x es secuencialmente SV-
regular si y sólo si ¡i' (S¥') = 1 y que ¡i es secuencialmente SV-sin-
gular si y sólo si ¡i' (SV"') = 0. 
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14. TEOREMA.—Cada medida finitamente aditiva |Ji € SVÍ (S) se 
puede descomponer de modo único en la forma [JL = X + v, donde 
V '€ SVÍ (S) es secuencialTYiente íM-reguiar y X'€ 9VÍ (S) es secuen-
ciahnente ^-singular. 

DEMOSTRACIÓN.—Es análoga a la del teorema 10, aplicando ahora 
el teorema 12 en vez del teorema 8 y razonando con la medida ex­
terior [JL' en lugar de JJL̂ . 

3. Medidas finitamente aditivas en espacios topológicos 

En este apartado supondremos siempre que S está dotado de una 
topología separada T. Denotaremos por 0^ el subconjunto de Û for­
mado por todas las medidas a '€ Q tales que el ultrafiltro asociada 
es convergente para la topología T. 

Como es habitual, ^x, Q, ^, '3C y cB designarán las clases de 
los subconjuntos de S que son, respectivamente, entornos de Xy 
abiertos, cerrados, compactos y de Borel. 

Finalmente, C (S) será el espacio vectorial de todas las aplicacio­
nes continuas acotadas / : S —> R. 

15. DEFINICIÓN.—Diremos que [JL '€ SVÍ (S) es (s-aditiva si para 
cada sucesión decreciente fn € C (S) que verifique lim fn (x) = D 

n 

para todo x '€ S, se cumple que lim [x (fn) = 0. Diremos que 

(x € SVÍ (S) es puramente finitamente aditiva si cada medida fs-aditi-
7ja Y '̂  SVÍ (S) que verifique O ̂  y = 1̂  ^^ idénticamente nula. 

Con el fin de caracterizar las medidas tx-aditivas y puramente 
finitamente aditivas conviene considerar la familia ^ c g formada 
por todos los abiertos P d S que son de la forma 

P = {4r£S : / W > 0 } 

donde / € C (S) y / ^ 0. Es evidente que ff^ es estable frente a in­
tersecciones y uniones finitas y que existe en ^ una sucesión cre-

00 

cíente {?„ : ^ € N} con S = 1) F„ (basta tomar P,n = S para 

todo n € N). 
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Conviene introducir también la familia ¿P (O) formada por todos 
los subconjuntos abiertos B c: O que son de la forma 

B = { a € a : a (/) > O } 

donde / '€ C (S) y / ^ 0. Designaremos por ff^^ (Q) la subfamilia 
de ¿P (O) formada por los conjuntos abiertos B = {la € O : ¡a (/) > 0} 
tales que / € C (S), y / > 0. 

16. LEMA.—Sea {Pn : n € Â } una sucesión creciente en S^ con 

I J Pn = S. Entonces existe f € C (S)^ f > O tal que 
1 1 = 1 

1 ) 

fara cada n € AT. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea P,n = {^ € S: /« {x) > 0}, donde /„ € C (S) 

y /„ ^ 0. Si gn = max (/i, /g, ..., /„) entonces también es gn ^ C (S) 
y ^n ^ O, verificándose que P,n = {^'€ S: gn (^) > 0}. La función 

« = 1 ( ^ 1 

€s continua acotada y / (J;) > O para todo x^^ S. 

Si se supone que x ^ Pn entonces ^„ (;ir) = O, lo cual implica, 
por ser gn creciente, que 

gn-x ("̂ ) = ^,n-2 W = ••• = ^1 W = 0. 

Se deduce entonces que 

1 / 1 1 \ 1 

^ = 2«+i \ 2 22 / 2-

17. PROPOSICIÓN.—Con las notaciones introducidas anteriormen­
te se verifica: 

17.1) ff>, (O) c L, (¿^). 

17.2) Para cada M € La ( ^ ) .̂arî í̂  B € ff^, (O) ¿a/ g^e B cz M. 
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DEMOSTRACIÓN.—Sea B '€ 9"^ (Q), B = {a € O : a (/) > 0}, donde 

/ '€ C (S) y / > 0. Entonces 

í 1 ) 

€s una sucesión creciente en ff* con Mj D„ = S. Si 
r = 1 

1 

2« j 

se deduce fácilmente que Bn ^ D.n «c: B̂ +̂i para todo n € N. Por 
consiguiente 

00 CO 

B = U B" = U On-

luego B '€ Lo ( ^ ) , y queda probado 17.1. 
eo 

Dado M '€ Lg (,^) puede suponerse que M = H p^^ donde 

00 

{P,n :n '€N} es una sucesión creciente en cP con M P^ = S. El 

lema 16 asegura la existencia de una función / € C (S) y / I > 0 , tal que 

está contenido en P^ para cada >z'€ N. Si B = {a € ü : a (/) > 0} 

se verifica que B c M, pues B = M D^ y D,n'C: P„ para cada n € N. 
« • = 1 

18. LEMA.—^^a |JL € SVÍj f^'J. 5¿ ^ara cada 6 c ü se define 

p,* (0) = W {íl (^) • '6 -e 5 € ^ (O)}, 

entonces pi' ^^ wî a medida exterior sobre O, cow la propiedad de 
que cada B ^^ ff^ (O) es ^'-me di ble. 

DEMOSTRACIÓN.—Bastará probar que p.' es numerablemente sub-
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aditiva, pues las restantes propiedades de la medida exterior son 
CO 

evidentes. Sea pues 6 = M 6„, donde û„ <= D. Dado e >> O, para 

cada 11 € N existe /„ '€ C (S), O ̂  /« ^ 1, tal que el conjunto 

B , = {a € O : a (fn) > 0} verifica p. (B^) ^ f (%) + — y Bn => 6^. 

Sea / € C (S) la función definida por 

Evidentemente G e [ J B^ = B, donde B = {-a '€ Û : a (/) > 0} . 

Como 

se deduce que 

¡1 (B) ^ ^ P, (B,J ^ ^ f ('Sn) + £ 

íl* (-0) ^ ¿ íl* (Ô-n) + £ 

cualquiera que sea s > 0. 

Sea M '6 ^ (,ü), M = {a € O : a (4̂ ) > 0} donde 4̂  '€ C (S), ^ ^ ù . 
00 

La sucesión M^ = {a € Ü : a (4^)^ 1/n} es creciente y M = M M^. 

Si A € ^ (O) se verifica que 

¡1 (A n M-) = lim ¡1 (A n M^J 
n 

luego dado s > O existe n € N tal que 

p. (A n M'̂ J ^ p. (A n M'̂ ) + E. 

Como A n M y A n M''^ pertenecen a ^ (O) resulta 

p, (A) = p, (A n M) + p, (A n MO ̂  p. (A n M) + p. (A n M^J - e = 
= p,- (A n M) + p,- (A n M'^j - g ̂  p,- (A n M) + p.' (A n M O -- e. 
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Si T c O, para cada A € ^ (O), A 3 T, se verifica 

p, (A) ^ p,-(T n M) + p.-(T n MO 

de donde se deduce 

p.- (T) = p.- (T n M) 4- p,- (T n MO 

cualquiera que sea T cz O, con lo que queda probado que M es p-'-
medible. 

19. TEOREMA.—Sea [i € SVÍ̂  (S). Las tres propiedades siguien­
tes son equivalentes : 

19.1) (X es secuencialniente iP-reguiar. 
19.2) [x es (j~aditiva. 
19.3) p.' (Ox) = ] . 

DEMOSTRACIÓN.—Es fácil comprobar que B € ^ ^ (O) si y sólo si 
~B € ^ (O) y B 3 ùx. Se deduce entonces que 

p.'(Ox) = mf{p.(B) :B€<^o(0)}. 

Teniendo en cuenta la proposición 17 resulta 

p,- (O,) = inf { p, (B) : B € L , ( ^ ) } . 

Del teorema 12 se deduce que 19.1 y 19.3 son equivalentes. 

Supongamos que se cumple 19.1 y sea fn '€ C (S) una sucesión 
decreciente, O ^ /„ ^ 1, tal que lim /« (x) = O para todo x ^ S. 

n 

Dado e > O, sea 

donde ^^ W = max {s-"/n {p¿), 0}. Es evidente que P,̂  es una su-

cesión creciente en ÍP que cumple I j P^ = S, Si F^ = S — P,n se 

verifica lim [x (F,„) = O y por lo tanto 
« 

o ^ (Jt (/„) = ,¡X (/,„ XP J + ¡i (/„ XP^) ^ !JL (e XP J + H (F„) ^ 2 e 

si M es suficientemente grande, con lo que queda probado 19.3. 
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Finalmente probaremos que si se cumple 19.2 entonces p.(B) = 1 
para todo B € íP (O) que verifique 0^ c: B (lo cual equivale a 19.3), 

En efecto, en estas condiciones sabemos que B € 9^^ (D) y por 
lo tanto B = {a € O : a (/) > 0} con / •€ C (S) y / > 0. 

La sucesión /^ € C (S) definida por /„ {x) = max {1 — nj {pe), 0} 
es decreciente y verifica que lim/„ {x) ^ O para cada ^ € S. 

n 

Como j,n (a) = max {1 — nj (oc), 0}, se deduce que jn es una 
sucesión decreciente que converge puntualmente hacia la función 
característica del compacto Z = ù — B. 

Puesto que ^ es or-aditiva resulta que 

|jt(Z) =l imp,( /„)=l im^(/J=:0, 
n n 

y por lo tanto p. (B) = 1 como se quería probar. 

20. TEOREMA.—Sea |x'€ SVÍi ("¿'J. Las tres propiedades siguien­
tes son equivalentes : 

20.1) {X es secuencialmente ¿P-singular. 

20.2) \i es puramente finitamente aditiva. 

20.3) P-' (Üx) = 0. 

DEMOSTRACIÓN.—Del teorema 12 se deduce que 20.1 y 20.3 son equi­
valentes, pues fl (Ox) = inf {pL (B) : B '6 U (ff^)}-

Si ¡i es secuencialmente ^-singular y y ^ SVÍ (S) es <j-aditiva ve­
rificando O ^ Y ^ [X, se deduce de la definición que y también es 
secuencialmente ^-singular. Pero y ^s secuencialmente ^ - regu la r 
en virtud del teorema 19 y por consiguiente debe ser y = 0. Queda 
así probado que 20.1 implica 20.2. 

Recíprocamente, supongamos que se verifica 20.2 y sea i[ji = X + v 
donde X es secuencialmente ^-singular y v es secuencialmente ^ -
regular. Como O ^ v ^ ipi y v es d-aditiva por el teorema 19, se de­
duce que V = O y por lo tanto ip. = X es secuencialmente ^-singular. 

21. COROLARIO.—Cada ^ínedida finitamente aditiva jji € SVÍ (S) se 
puede descomponer de m^odo único en la forma (x = X + v, donde 
X '€ 9VÍ (S) es puramente finitamente aditiva y v '€ SVÍ (S) es d-
aditiva. 
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DEMOSTRACIÓN.—Consecuencia inmediata de los teoremas 14^ 
19 y 20. 

22. PROPOSICIÓN.—Sea \).CLÍM. (S). Son equivalentes : 

22.1) [JL es a-aditiva, 

22.2) [1(6 )̂ = / ¿m; (x{x '€5 : f (x )>—}, para cada f > 0 , í€C(S),. 

DEMOSTRACIÓN.—Es inmediato que 22.1 implica 22.2. Recíproca­
mente, aplicando el lema 16 se deduce de 22.2 que \h es secuencial-
mente ^- regular y por tanto d-aditiva. 

23. PROPOSICIÓN.—Sea [ji € 9VÍ (S). Son equivalentes: 

23.1) [X es puramente finitamente aditiva. 

23.2) Para cada s > O, existe f'€ C (S), f > O, tal que 

¡L{xeS: f ( x ) > — < 

para todo n 6 N. 

DEMOSTRACIÓN.—Si se cumple 23.2 entonces ;pt, es secuencialmente 
á^-síngular y por lo tanto se verifica 23.1. El recíproco es consecuen­
cia inmediata del lema 16. 

21. COROLARIO.—¿'^a IIL>^M(S). Si existe í^^ C fS), f > O,. 

tal que ¡L (f) = O, entonces ¡i es puramente finitainente aditiva. 

DEMOSTRACIÓN.—Para cada número c >> O se verifica 

y se cumple 23.2. 

25. OBSERVACIÓN.—Es inmediato que las proposiciones 22 y 2S 

siguen siendo ciertas si se sustituye la sucesión — por cualquier otra 

sucesión decreciente s,̂  con lim e„ = 0. 
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26. COROLARIO.—Sea S un grupo topológico localmente coítir-
•pacto, ^-compacto y no compacto. Toda medida invariante a la iz­
quierda jjL € SVÍ-i (S) es puramente fnitamente aditiva. 

DEMOSTRACIÓN.—Es fácil probar que [JL ( K ) = O para cada com­
pacto K c: S (véase en [1] la demostración del corolario 21). 

Sea (K„) una sucesión expansiva de compactos en S tal que 
00 

( J IQ, = S. Para cada n '€ N sea fn '€ C (S) tal que O ̂  /« ^ 1, 

Mn = sop {fn) es compacto, y fn (^) = 1 para cada x 6 K^. 
La función 

pertenece a C (S), / {x) > O para cada x'Ç: S y p- (/) = O, pues 
O ^ [JL {fn) ^ fX (M,„) = 0. 

Se deduce del corolario 24 que fj. es puramente finitamente 
aditiva. 

27. DEFINICIÓN.—Diremos que ]x '€ SVÍ (S) es ^-aditiva si para 
icada red decreciente í{€C^(S) que verifique Hmfj (x)=0 para todo 

j 
X € 6̂ , se cumple que lim, [x (fj) = 0. 

Diremos que |ji € SVÍ (S) es puramente a-aditiva si es a-aditiva y 
£ada medida i-aditiva -f '€ SVÍ (S) que verifique O ^ y = l̂  ^^ idén-
ticam^ente nula, 

28. LEMA.—Para cada abierto A cz ù que verifique ù-^ cz A exis­
te M ^ L {§) tal que Ü^ c M c: A. 

DEMOSTRACIÓN.—Como {H : H'C: S} es una base de la topología 

de O, se tendrá A = j j H„ donde {H, : r € 1} es una familia de 

partes de S que no es restrictivo suponer filtrante creciente. Para 
cada X '€ S consideremos el compacto 

0 ; , = { a € O :oc(V) = 1 si V £ q?^ }. 

Como Qx c: Ox 'C A se deduce que 6̂  c: Hf para algún i € L 
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Evidentemente ^ € Hf pues 8̂^ ̂  ^a- Si x no fuese interior a H^ 
^1 filtro {V n Hi*" : V € ^x} estaría contenido en un ultrafiltro í£ , 
necesariamente convergente hacia x. Si a 6 ü es la medida asociada 

a este ultrafiltro, se verificaría a^^% y a í H Í en contradicción con 

la inclusión 6x ci Hf. Hemos probado que {H¿ : rC 1} es un recu-
.brimiento abierto de S. 

U K O 

Gí, donde G/ = He, pertenece a L (0) y 
i el 

es fácil comprobar que ût cz M c A. 
En lo que sigue designaremos por (I* la medida exterior sobre O 

asociada a la medida de Radon p., definida para cada Ô c û por 
p̂ * (Ô) = inf'{()u(A) : 0.c: A, A abierto en Q }. 

29. TEOREMA.—Dada pi € SVÍ̂  fS j , consideremos las tres propie-
Mades siguientes: 

29.1) [1. ^5 Q-reguiar. 
29.2) {I* (Ox) = 1. 
29.3) ¡L es T-aditiva. 

Entonces 29d y 29.2 son equivalentes y 29,2 implica 29.S. 
Si S es completamente regular las tres propiedades anteriores son 

^equivalentes. 

DEMOSTRACIÓN.—Es inmediato que M ^ O x para cada M € L ( ^ ) . 
Se deduce del lema 2S que ^* (Ox) = inf {p. (M) : M € L (^ )} . En­
tonces 29.1 y 29.2 son equivalentes en virtud del teorema 8. A con­
tinuación probaremos que 29.2 implica 29.3. Sea pues (/y)y ^ j una 
red decreciente en C (S) tal que O ^ fj ^ 1 para cada ; € J y 
lim fj (x) = O para cada x€ S. Fijado e > O sea F = Q F/ donde 

F^ = { a € Ü •• ia( /p^e}. 

El conjunto A = O—^F es abierto en Q. Se verifica que A 3 û^, 
pues si a € Ot y x es el límite del ultrafiltro asociado a a se cumple 
que !x (fj) = /; (x) < e para algún j € ] y por lo tanto a ^ F. 

Si suponemos que se cumple 29.2 se deduce que p, (A) = 1 y en 
consecuencia O = ¡I (F) = lim (I (Fj), pues {Fy : ; € J} es una red 

J 
«decreciente de compactos en O. 
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Si Ay = 0 — F J se tiene : 

IX (fj) = íl(^-) = p.(/JxF^.) + Íi(/̂ XA -̂) á P (̂F;) + íl(e XAP é l^ (Fy) + ^ 

y se deduce que existe JQ '€ J tal que 41 (fj) < 2 s si ; ^ j ^ . 
Finalmente, supongamos que S es un espacio topológico comple­

tamente regular. Probaremos que en este caso 29.3 implica 29.1^ 
Sea 3> una familia filtrante creciente de abiertos que recubre S^ 

Le asociamos a S) la familia W de todas las funciones / € C (S)v 
O ̂  / ^ 1, para las que existe D € 2) tal que / (x) = O si jr í D. 

Es fácil comprobar que si / i , /2 '̂  ^ y / = min {/u Ẑ } entonces 
/ '€ W. Por consiguiente se puede formar una red (fj)j g j donde 
J = ^ está dirigido en la forma natural: i^j si fi^fj, sien­
do fj = / . 

Para cada a'€ S sea D '€ 2) tal que a'€ D. Como S es completa­
mente regular, se puede asegurar la existencia de una función 
/ € C (S) tal que O ^ / ^ 1, / (a) = O y / (x) •= 1 si x ^D. De 
aquí se deduce que lim/;• (a) = O para cada a € S. Si suponemos^ 

J 
que [L es T-aditiva se deduce que lim i{Jt (/;) = O, luego dado s >• 0̂  

J 
existe / € J tal que fji (fj) < e. 

Según la definición de la familia W existe D'€ 2) tal que fj(x)= 1 
siempre que x^D. Evidentemente X D - S ^ / ; ? de donde resulta^ 
que |JL (S —• D) ^ [1 (fj) < s y por lo tanto se tiene 

pt, (D) = 1 - pt (S — D) ^ 1 -~ e 

con lo cual queda probado que ¡i es ^^regular. 

30. TEOREMA.—Dada {L'^ÍHJ (S)y consideremos las tres pro­
piedades siguientes : 

30.1) pL es Q-singular. 
30.2) ¡1* (Ox) = 0. 
30.3) (Jt es puramente ^-aditiva. 

Entonces 30.1 y 30.2 son equivalentes, y 30.3 implica 30.1. 
Si S es cofnpletamenté regular y ¡L es ^-aditiva, las tres propie­

dades anteriores son equivalentes. 

DEMOSTRACIÓN.—Del teorema 8 se deduce que 30.1 y 30,2 son' 
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equivalentes, pues ¡1* (O^) = inf {pi (M) : M € L (Q)}. Probaremos 
que 30.3 implica 30.1. 

Según el teorema 10 existe una única descomposición [ji = À + v,. 
donde A es ^-singular y v es ^-regular. Como O ^ v ^ [JL y v es 
T-aditiva en virtud del teorema 29, la hipótesis de que [x es pura­
mente d-aditiva implica que v = O y por lo tanto [JL = A es ^-singular. 

Supongamos ahora que S es completamente regular y que [i es 
<?-aditiva. Si ¡L es ^-singular y y € 9VÍ (S) verifica O ̂  y ^ (Ji enton­
ces Y es ^-singular. Si se supone además que Y es x-aditivo resulta 
del teorema 29 que Y también es ^-regular y por lo tanto Y = 0. 
Queda probado así que 30.1 implica 30.3. 

31. COROLARIO.—Sea S un espacio topológico completamente 
regular. Entonces cada medida a-aditiva |x € SVÍ (S) se puede des­
componer de modo único en la forma jji = A + v, donde A es pura-
mente a-aditiva y v es T-aditiva. 

DEMOSTRACIÓN.—Es consecuencia inmediata de los teoremas 10, 
29 y 30. 
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