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El proposito de este articulo es presentar algunos de los aspectos y problemas
mas recientes de la teoria de sistemas Hamiltonianos. Dos tipos de cuestiones
'recibiran la mayor parte de nuestra atencién: el estudio de propiedades genéricas
y el de problemas de estabilidad. En particular, la estabilidad de &rbitas cerradas
~de sistemas con dos grados de libertad se estudia a partir del celebrado teorema
de Kolmogorov-Arnold-Moser.

The object of this paper is to present some of the recent aspects and problems
ot the theory of Hamiltonian systems. We will devote most of our attention to
itwo types of problems: the study of generic properties and that of questions
of stability. In particular, the study of the stability of closed orbits of systems
“with two degrees of freedom is based on the celebrated theorem of Kolmogorov-
_Arnold-Moser.

1. Conceptos basicos

Es necesaria una cierta cantidad de prerequisitos matematicos
-para los que no hay espacio aqui. Especialmente en lo que se refiere
.a la teoria de variedades diferenciales. Hay dos referencias excelen-
tes que utilizaremos continuamente: los capitulos I y II de [1], o
bien el capitulo 9, secciones 1 y 3 del capitulo 11 y secciéon 1 del
capitulo 13 de [8].

Consideremos un campo vectorial de clase C" en R", es decir,
:una funciéon X: R” —» R”* cuyas derivadas parciales de orden me-
nor o igual a » son continuas. Este campo define la ecuacién dife-
rencial £ = X (#) en R™ Sea ¢ (#, ¢) la solucion de esta ecuacion
«que pasa por # para t = 0, y supongamos que estd definida para
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todo ¢ en un intervalo I. Segun la teoria de ecuaciones diferencia
les, ¢ es de clase C" y ademis:

(1) Para todo t€1I la aplicacién g,: R* —» R" definida por
9 (#) = 9 (#,t) es un difeomorfismo de clase C’.

(2) ¢ (x, 0) = x para todo x € R",

B) o(p(x,t),s) =9(x, ¢t +s) para todo x€R™ si

ts,t 45 €1

Si, ademas, cada solucién estd definida para todo t € R, entonces-
se dice que ¥ = X (&) define un flujo o sistema dinamico en R™.
Esta misma idea se puede generalizar a una variedad diferenciable:
M que supondremos de clase C* (1'<< B < ©00), compacta, conexa y
de dimension finita.

1.1. DeriNicioN.—Un sistema dindmico diferenciable o flujo de
clase C", 1 <7< k, es una aplicaciéon ¢: M x R—» M de clase
C’ que satisface a las propiedades siguientes:

(1) Para todo t€ R la aplicaciéon ¢,: M —s M definida por
¢ () = ¢ (#, 1) es un difeomorfismo de clase C.

(2) ¢ (#,0) = » para todo x€ M.

B) 9o(p(x,t),s) =9 (x,¢t+s) para todo ¥+ €M y para todo
par t, s'€ R,

Un flujo en M define un campo vectorial o ecuaciéon diferencial en:
M, y viceversa. En efecto, si +€ M y o es un flujo, sea ¢s: R—> M
la funcién dada por ¢, (¢) = ¢ (#, t). Como ¢, (0) = 0, ¢, represen-
ta una curva en M que pasa por x. Su vector tangente en x, X (#),
pertenece al espacio tangente a M en #, T,(M). La funciéon
x — X (x) es un campo vectorial en M llamado gemerador infini--
tesimal de ¢. Este campo, considerado como una aplicacion de M
en su fibrado tangente, X: M —» T (M), es de clase C" si r < k
y de clase C™* si » = k& [8, p. 379]. A su vez, un campo vectorial’
define una ecuacion diferencial local del siguiente modo: si (U, )
es un sistema de coordenadas en x, la funciéon «eg,: R — R"™
es una curva en R"™ Llamando X, (v) a su vector tangente en
v = « (¥), se puede escribir la ecuacién 7 = X, (v), 7€« (U).

Supongamos, por el contrario, que se da un campo vectorial em
M. Si ¢ (v, t) es la solucién de su ecuacién diferencial local en o (U)-
que pasa por v para t = 0, sabemos que ¢ satisface a las propieda-
des de la Definicién 1.1. Asi pues, por cada v €« (U) pasa una.
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curva ¢, (£), y a~'e ¢, (¢) es una curva en M que designamos por
9 (4, 1) y pasa por o (¢, (0)) = o' (v) = & para ¢t = 0. Puede de-
-mostrarse que cuando M es compacta, como hemos supuesto, ¢ (&, t)
-estd definida para todo € R y satisface a las propiedades de la
Definicion 1.1 [8, p. 381; 1, p. 41]. Por estas razones, usaremos
los términos sistema dinamico, flujo y campo vectorial como equi-
‘valentes entre si.

1.2. DeriniciON.—La drbita o trayectoria de un flujo 9 a través
-de un punto x€ M es el conjunto y(#) = {9 (#,%) | € R}. Una
-6rbita consistente en un solo punto se llama punto critico de ¢. Una
orbita y de ¢ que no es punto critico se llama cerrada ssi (1) para
«cada p € y existe un numero T > 0 tal que ¢, (T) =9 (p, T) = p.

Es facil demostrar que T no depende de p. El menor niimero T
con esta propiedad se denomina el periodo de y. De modo global,
nos referiremos a los puntos criticos y orbitas cerradas de un flujo
«como los elementos criticos del flujo. Los siguientes conceptos desem-
pefian un papel fundamental en la teoria genérica de sistemas di-
namicos.

1.3. DeriniciON.—Si ¢ es un fluyjo en M, designemos por
90 M —> M a la aplicacién ¢, (x) = 9 (#, ¢). Los autovalores de
Ta derivada de o, en p, Tpp, : T, (M) — T, (M), se conocen con
el nombre de multiplicadores caracteristicos de o en p.

Si y es una Orbita cerrada de un flujo 9, X es el campo corres-
pondiente a ¢ y p €y, una seccidn transversal local de X en p es
una subvariedad S de M de codimension uno y tal que si ¢ € S en-
tonces X (q) € T, (S). Se demuestra [1, p. 159] que existen dos
vecindades abiertas de p en S, V, y V,, -y un difeomorfismo
®: V, —> V,, que llamaremos transformacidn de Poincaré en p,
tal que ® (¢) = ¢ (g, ¢,), en donde ¢, es el primer valor de ¢ para
€l cual ¢ (g, t,) '€ V,. En particular, ® (p) = o (p, T) en donde T es
el periodo de v.

1.4. DEerFINICION.—Si y es una Orbita cerrada de ¢ y @ es la
‘transformacion de Poincaré en p € v, los autovalores de T, ® se de-
nominan los multiplicadores caracteristicos de ¢ en y, o simplemen-
te de v.

(1) Hemos adoptado el simbolo «ssi» con el significado de «si y sélo si».
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Esta definicién es independiente de p€+ [, p. 165]. Los auto~
valores de T, ® estan relacionados con los de

Tp g1 : Tp (M) —> T, (M),
que seria el equivalente de T, ¢, para drbitas cerradas. Es obvio que-

Tpor (X () =X (2),

y esto implica que Ty ¢r tiene un autovalor igual a uno. Se puede:
demostrar que los restantes autovalores de T, ¢r son los multipli~
cadores caracteristicos de ¢ en y [1, p. 165].

1.5. DEeFINICION.—Sea y un elemento critico de un flujo ¢. Los
conjuntos
WH)=ix €M | g (x) —>7 para ¢—> o0

W-()={x € M| g (x)—>1 para ¢—> — |

se denominan las variedades estable e inestable de vy respectivamente..

Se demuestra [1, p. 166] que W+ (y) y W~ (y) son, en un en-
torno de y, subvariedades de dimensiones iguales al namero de
multiplicadores caracteristicos de y de valor absoluto menor y ma~
yor que uno respectivamente, y su intersecciéon es precisamente y.

1.6. DerFiniciON.—Si S, y S, son subvariedades de M y x € M,.
se dice que S, y S, son transversales en x, en simbolos

S; xSy ssi x g SN S;,

o bien
€S NSy ¥y T(M=T:(S)+T«(Sy.

Se dice que S, y S, son transversales, en simbolos
SiASp  ssi Sy fsS,
para todo x € M.

Para tener una imagen grafica de la idea de transversalidad basta
decir que, en el espacio tridimensional, los planos ¥+ =0 y 2 = ¢
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son transversales, mientras que dos ejes coordenados no lo son
porque sus espacios tangentes en el origen generan a R? en vez
de a R®.

Por dltimo, el conjunto de todos los campos vectoriales de clase
C” en una variedad compacta M puede ser dotado de una topolo-
gia del siguiente modo: Si X es un campo en M y (U, «) es un.
sistema de coordenadas, el representante local de X es una funcién
Xg: @ (U) —> R"™ (véase arriba). Si X e Y son dos campos en M
y K es un conjunto compacto en U, se hallan todas las derivadas
parciales de cada componente de X, — Y, hasta el orden 7 inclusi-
ve, y se calculan los maximos que los valores absolutos de cada
una de ellas alcanzan en K. El miximo de todos estos valores se
denomina la distancia entre X e Y y se designa por d (X, Y; K).
Si {K,} es una cubierta finita de M con cada K, compacto y con-
tenido en el dominio de un sistema de coordenadas, se define

d(X,Y) = max; d (X, Y; K;).

Se puede demostrar que d es una métrica con la cual el conjunto
de todos los campos de clase C” se convierte en un espacio métrico
completo, y que la topologia inducida no depende de {K;}. Desig-
namos a este espacio por & (M).

2. Sistemas Hamiltonianos

Hay dos formas diferenciales definidas en el fibrado cotangente
de una variedad que juegan un papel fundamental. Una de ellas per-
mite establecer una correspondencia biunivoca entre campos vecto-
riales y formas diferenciales lineales. Definiremos los sistemas Ha-
miltonianos como campos correspondientes a determinadas formas:
lineales a través de la identificacién que acabamos de mencionar.

Sean T* (M) el fibrado cotangente de una variedad M, =:
T* (M) —> M la proyeccién candnica, z'€ T* (M) y T*g ;) (M) ek
espacio cotangente a M en = (2). Si la derivada de = en z es

Tzw: T (T* (M)) —> Tx () (M)

y si v € T, (T* (M)) es un vector tangente a T* (M) en z, entonces
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T:= (v) es un vector tangente a M en = (g). Como z € T*y () (M),
se puede definir una aplicacion

wz: T (T*(M)) —> R

por medio de la expresion o, (v) = (T.= (v), 2). ». es claramente
lineal.

2.1. DerFiNicION.—La forma diferencial lineal o definida en
T* (M) por z}— o, se denomina forma lineal candnica en T* (M).
‘Su primera derivada exterior tomada con signo negativo, Q = —do
se denomina la dos-forma candnica en T* (M).

Obsérvese que d Q = 0 puesto que d* = 0 [1, p. 61; 8, p. 439].

Si o denota ahora a una forma lineal cualquiera y X es un cam-
po vectorial en una variedad M, se puede definir una aplicacion
o (X): M — R por la ecuaciéon o (X) (#) = (X (#), o (#)). Ana-
logamente, si Q es una dos-forma y X e Y son dos campos vecto-
riales, se define Q (X, Y) : M — R por la ecuacion

Q (X, Y) (x) =2 (%) (X (x), Y (x)),
puesto que Q () es una forma bilineal en T, (M).

2.2. DErFINicION.—Si X es un campo vectorial, » una forma di-
ferencial lineal y Q@ una dos-forma en una variedad M, el producto
interior de X y o, designado por ix », es una funciéon real definida
por ix o = o (X), el producto interior de X y Q es una forma dife-
rencial lineal definida por

LQ(V)=20(X,Y),
y, por dltimo, el producto interior de X y d Q se define por

i, dQ(Y,7) =3dQ(X,Y,2).

Necesitaremos las siguientes propiedades del producto interior y
«de la derivada de Lie, que se define mas abajo en el momento de
su utilizacién.

2.3. Lema ([1, p. 65; 8, p. 456]).—Si f es una funcién real, X
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un campo véctorial y Q una dos-forma en una variedad, y Ly indica
derivada de Lie, entonces:

(3] LxQ =ixdQ + d1x Q),
(2) foxixdf.

“Todo esto permite enunciar la correspondencia ya mencionada entre
campos y formas.

2.4. Prorosicion ([8, p. 518]).—La dos-forma candnica Q esta-
blece una correspondencia biunivoca, X &—>ix Q, entre campos
vectoriales y formas lineales en T* (M).

Designaremos por ox a la forma lineal correspondiente al campo
X y por X, al campo correspondiente a la forma ». Diremos que
una forma diferencial es exacta ssi es la derivada exterior de otra
forma diferencial.

2.5. DerFinictON.—Un campo Hamiltoniano en T* (M) es un
campo correspondiente a una forma diferencial lineal exacta, es
decir, un campo de la forma X, u, en donde H es una funcién
H: T* (M) — R llamada la energia. , :

Esta definicién parece caprichosa por haber escogido como espa-
cio base no una variedad sino su fibrado cotangente. Conviene ex-
plicar por qué aunque sea muy brevemente. Supondremos que en
los sistemas de la mecanica el espacio de posibles configuraciones
del sistema es una variedad diferenciable M. Por ejemplo, si una
i)articula se mueve sobre la superficie de la esfera, M = S2. Ahora
bien, la posicién de la particula, en general la configuracién del sis-
tema en funcién del tiempo, no queda determinada para todo ¢ por
la configuracién inicial. Depende, ademas, de su velocidad inicial y
de su masa. Se supone, sin embargo, que existe una funcién de!
tiempo, denominade estado del sistema, cuyo conocimiento en un
instante determina el estado para todo t. El estado del sistema ha
de ser mis general que la configuracién, pero debe contener a esta
altima. Supondremos también que el conjunto de estados posibles
del sistema es otra variedad diferenciable, llamémosla N, y que la
proyeccion canodnica m: N —— M, que asocia a cada estado su con-
figuracién correspondiente, es una funciéon diferenciable. Por dltimo,
se supone que la funcidén ¢: N x R ——» N, que asocia a cada esta-
do inicial s y a cada tiempo t el estado ¢ (s, t), es un flujo en N.
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En los sistemas de la mecanica el estado consiste en la configura-
cién del sistema en un instante dado y en el momento en ese ins-
tante. El conocimiento de estas variables determina el estado para
todo t. La velocidad en un punto € M es un vector en T, (M),
y el momento, que es una funcién lineal de la velocidad, es un vector-
cotangente, es decir, un elemento del espacio dual T.,* (M) de
T, (M). Por esta razon, resulta natural definir un sistema mecanicos
como un campo o flujo en

o= e ),

EXR

el fibrado cotangente.

El concepto de campo Hamiltoniano se puede generalizar del si-
guiente modo: lo que permitio la identificaciéon de campos y formas.
lineales en T* (M) fue la existencia de una dos-forma Q tal que
dQ = 0 y tal que la condicién ix Q = 0 implica que X = 0 (inver-
tibilidad de X ¢«—>ix Q). Una dos-forma Q es una variedad M se
llama #no degenerada ssi la condicion Q (2) (#, v) = 0 para todo
v'€ T, (M) implica que # = 0. Para tal Q, si X es un campo en
M, ix Q.= 0 implica que

Q(2) (X (2), Y (2)) =0

para todo z€ M y todo campo Y en M, y entonces X (2) = 0 para
todo z€ M. Esta Q establece, pues, una correspondencia biunivoca
entre campos y formas lineales en M.

Una forma diferencial cuya derivada exterior es nula se llama
cerrada.

2.6. DeFiNictON.—Una forma simpléctica en una variedad es una
dos-forma cerrada y no degenerada. Una wariedad simpléctica (M, Qy
es una variedad M con una forma simpléctica Q definida en M. Si
(M, Q) es una variedad simpléctica y X € &” (M) se dice que X es
un campo Hamiltoniano ssi existe una funcion H: M—- R de clase
C™1, llamada la emergia, tal que X es el campo correspondiente
a d H. Es decir, si este campo se designa por X;u, entonces
dH =1, Q. El conjunto de todos los campos Hamiltonianos de

clase C" en M con la topologia de & (M) se denota por &'y (M).
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2.7. TeoreEMA (Principio de conservacién de la energia).—Si
Xeu es un campo Hamiltoniano, entonces la energia H es constante
a lo largo de sus trayectorias.

DEeEMOSTRACION.—Si ¢ es el flujo correspondiente a X,y hay que
demostrar que la funciéon H ¢, : R—» R es constante. La deri-
vada de Lie de H con respecto a ¢ es

Ho ¢, () — Ho 0. (0
Lx H(x) = lim ,
>0 t

por definicién 8, p. 383]. Por tanto, basta demostrar que Ly Hi= 0.
Como Xgu es Hamiltoniano, ix,, @ = d H, y el Lema 2.3.(2) im-
plica que

Lxgy H = fxy, d H=ix, ixy, Q.
Aplicando la Definicién 2.2 con o = ide Q se obtiene
Ry g U= %y QUXgn) =2 Q (Xazu, Xan)
y como Q es antisimétrica el segundo miembro es nulo, q e. d.

2.8. DEFINICION.—Si v es una trayectoria de un campo Hamil-
toniano Xgu, el valor constante H (y) se llama la energic de y. Si
¢ € R, una componente conexa, X, de H~!(¢) se llama superficie
regular de energia ssi d H (x) = 0 para todo # € Z,.

%, resulta ser una subvariedad de codimensiéon uno [1, p. 111}.

3. Propiedades genéricas y estructura local de trayectorias

Trataremos de encontrar ahora propiedades que son satisfechas
por un conjunto lo suficientemente grande de campos en &'y (M),
a ser posible abierto y denso. Tales propiedades se llaman genéri-
cas. De modo mas preciso:

3.1. Derivicion (Smale).—Una propiedad satisfecha por un con-
junto de flujos S en & (M) o &'y (M) se llama genérica ssi S con-
tiene un conjunto residual, consistente en la uniéon denumerable de
conjuntos que son abiertos y densos en &' (M) o &y (M).
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En el caso general de & (M) las propiedades genéricas mas im-
portantes son las siguientes (para la demostracién véase [15]):

(1) Los multiplicadores caracteristicos de todo elemento critico
mo tienen valor absoluto igual a la unidad.

(2) Para todo par y,, vy, de elementos criticos

W (1 W™ (10).

En el caso de &y (M), la existencia de una forma simpléctica
en M impone severds restricciones en los valores de los multiplica-
dores caracteristicos de un elemento critico. Para ver esto necesita-
mos una definicion y un lema preliminares.

3.2, DeriniCcION.—Sea V un espacio vectorial de dimension 2n
dotado de una dos-forma simpléctica Q. Una transformacién lineal
T: V—V se llama simpléctica ssi ‘ '

Q(Tu,Tov)=Q u, )
para todo par (u, v).

3.3. Lema (Poincaré-Liapunov [1, p. 88]).—Si T: V—V es
una transformacion lineal simpléctica, entonces det T =1 y si X es
un autovalor de T, entonces A, 1/A y 1/ son también autovalores
de T de la misma multiplicidad que A. Por otra parte, si 1 6 —1
son autovalores de T sus multiplicidades son pares.

Pues bien, si ¢ es el flujo correspondiente a un campo Hamilto-
niano Xy y y es una Orbita cerrada de periodo T, entonces T, or
es una transformacién simpléctica para todo x '€ y. En efecto, el
Lema 2.3.(1) implica que

Lxgy @ = d(ixy Q) =d(dH) = 0.

Recordemos que la derivada de Lie de una dos-forma esti defini
«da por
(T2 $0%Q (92 #)) — Q (%)

Lxg(x)z lim )
t>0 t

en donde la estrella en el numerador se explica del siguiente modo: si

A Tp (M) —> T, (M)



TEORIA CUALITATIVA DE SISTEMAS HAMILTONIANOS 235
es una transformacion lineal, entonces
(A*Q(g)) (#,0) = Q(g) (Au, A v)

para todo par u, v € Ty (M). Pues bien, si tenemos en cuenta que
en nuestro caso Lx,y Q = 0 y que

Q (x) = (T po)* £ (9 (0)),

resulta que

(Tz @ Q (z(2))
es constante a lo largo de las trayectorias de X;u. Para t = 0,
(T gr)* Q (#) = Q (x),
es decir,
Q () (Tx 9r %, Tx gz 2) = Q (x) (2, v),

con lo que resulta que T, 9r es una transformacién simpléctica. De
acuerdo con el comentario que sigue a la Definicion 1.4, los auto-
valores de T, ¢r son los multiplicadores caracteristicos de X,y en
vy mas A= 1. Segtin el Lema 3.3 el autovalor 1 tiene multiplicidad
impar al menos igual a la unidad. Resulta, pues, que la propiedad (1)
mencionada arriba no sélo no es genérica en &’y (M), sino que no
es satisfecha por ninguna oérbita cerrada.

En el caso de puntos criticos T, ¢, es simpléctica y los multipli-
cadores caracteristicos aparecen en cuadruplos segin el Lema 3.3.
Si un punto critico de un sistema Hamiltoniano tiene sus multipli-
cadores caracteristicos en el circulo unidad, una perturbacion ligera
de este sistema en &'y (M) no basta para desplazarlos del circulo
pues, de lo contrario, se crearia un cuddruplo por cada pareja

A=1A, A=1/.

Como la dimensién de la variedad es inalterable, esto no puede ser.
Resulta asi que la propiedad (1) tampoco es genérica para puntos
criticos de sistemas Hamiltonianos. Para desarrollar una teoria ge-
nérica Abraham ha introducido un nuevo tipo de elemento critico.
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3.4. DEeriniciON.—Sea y un elemento critico de un sistema Ha-
miltoniano, y &M el conjunto formado por aquellos multiplicadores
caracteristicos A = = + i $ tales que

A >1 6 |h|=1 y B>0,

mas la mitad de aquellos que son iguales a 1 6 a — 1 (en el caso
de una orbita cerrada en que A = 1 tiene multiplicidad impar, to6-
mese A (m — 1)/2 veces). y se denomina elemental ssi la condicién
Mi" =1 con n,€Z (Z denota a los enteros) y ;'€ M implica
que n;, = 0 para todo ¢.

Los teoremas siguientes nos dan informacion acerca de la estruc-
tura local de trayectorias en la vecindad de un elemento critico.

3.5. Teorema (Kelley [5]).—Si y es un elemento critico de
X € & (M) con multiplicadores caracteristicos de valor absoluto
igual a uno, entonces existen subvariedades C, C* y C~ de M de
clase C7, denominadas central, central-estable y central-inestable,
tales que:

(1) vy estd contenida en cada una de ellas.

(2) C, Cty C- estin compuestas totalmente de trayectorias de X.

3) Six€eM, T,C (o bien T,CH, T,C") es igual a la suma
de T.(Y) y el subespacio de T, (M) generado por los multiplica-
dores de médulo uno (o bien <1, > 1).

Cuando y es un punto critico elemental de un sistema Hamilto-
niano, Liapunov descubrié que la variedad central se desdobla en
variedades bidimensionales llamadas subcentrales.

3.6. Treorema (Liapunov-Kelley [6]).—Sea Xgu un sistema Ha-
miltoniano en M de clase C", p'€ M un punto critico elemental y
¢' ® un multiplicador caracteristico de X;u en p. Entonces existe una
subvariedad bidimensional Cy de M compuesta totalmente de Orbitas
cerradas y tal que p€ Cyp y T»Cy es el espacio generado por los
exponentes + i9. Ademis, existe un difeomorfismo f de Cy en el
disco unidad tal que f(p) = 0 y f establece una correspondencia
biunivoca entre dérbitas de Cy y circulos de centro en el origen. Si
v, es la orbita correspondiente al circulo de radio » y T, es su pe-
riodo, entonces

lim T, =2n/0.

r—>0
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Aunque no existe un teorema anilogo para O6rbitas cerradas, se
tiene:

3.7. TeoreEma (Abraham [1, p. 178]).—Si y es una O6rbita ce-
wrada de X, u con energia H (y), y si el multiplicador 1 tiene mul-
tiplicidad uno, entonces existe un intervalo I' R que contiene a
H (y) y tal que para todo e € I existe una érbita cerrada de X u
«con energia e. El conjunto de todas estas 6rbitas es una superficie
«difeomorfa a un cilindro.

La demostracion se basa en el hecho de que toda transformacion
«de Poincaré restringida a la superficie de energia que pasa por y es
una transformacién simpléctica [1, p. 178]. Sean ¢: S —- S una
‘transformacién de Poincaré en '€y N S, = la superficie de energia
.que contiene a v y £; = % N S. Entonces, como * = 1 tiene multi-
plicidad uno, T, ® restringida a T (Z;) no tiene ningin autovalor
igual a la unidad, pues la multiplicidad de sus autovalores ha de ser
par. Asi pues, si v'€ T, (Z;) estd en el nacleo de T, (®) —1I, en-
tonces v = 0. En otras palabras, como I; es de codimensién uno
en S, el nacleo de T,® — 1T tiene dimensién menor o igual a uno.
Por dltimo, el hecho de que : = 1 es un multiplicador caracteris-
tico implica que esta dimensién es exactamente igual a uno. Es de-
cir, T,® =1 en un subespacio unidimensional. Resulta natural
esperar, y se puede demostrar, que ® es igual a la identidad en una
subvariedad unidimensional de S que pasa por x. Las orbitas que
pasan por puntos de esta subvariedad son, pues, cerradas y forman
una familia cilindrica que contiene a y. Obsérvese que la existencia
de esta familia cilindrica se puede demostrar aun si se sustituye la
‘hipétesis de que x = 1 tiene multiplicidad uno por la condicién de que

(Tz & — I)(Tx(S) = Tz (L),

pues, como T (£;) es de codimension uno en T, (S), el nicleo de
Ty ® — 1 resulta ser unidimensional como anteriormente. Lo que
no se puede concluir, bajo esta nueva hipétesis, es que la familia
de Orbitas cerradas estd parametrizada por la energia.

Volviendo al estudio de propiedades genéricas, si designamos por
&" al subconjunto de &7y (M) formado por los campos Hamiltonia-
1nos cuyos puntos criticos son elementales, se tiene:

3.8. TeoreMA (Abraham [1, p. 180]).—&" es residual en &y (M).
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La demostracion puede verse en Robinson [16], quien, ademads,
ha observado que, modificando levemente la definicién de elementa~
ridad, se pueden obtener resultados mas precisos.

3.9. DerFinictON.—Un elemento critico de un campo Hamilto-
niano se llama N-elemental, N > 1, ssi sus multiplicadores caracte-
risticos satisfacen a la condicién de la Definicién 3.4 para

n; € Z N [- N,N]

en vez de n, '€ Z.

Designemos entonces por &" (N) al subconjunto de campos em
&y (M) cuyos puntos criticos son todos N-elementales. Evidente-
mente,

&7 = NnéT(N).

3.10. Teorema (Robinson [16]).—&" (N) es abierto y denso
en &y (M).

El caso de orbitas cerradas es mas complicado. La conjetura
original de que la elementaridad de estas orbitas es una propiedad
genérica no es valida [10]. Esta situacién ha sido salvada por Ro-
binson de la siguiente manera. -

3.11. Derinicién.—Una orbita y de X € &y (M) se denomina:
0-¢lemental ssi para toda transformacién de Poincaré @: S — S
en un punto x# €y N S se tiene

(T ® — (T (S)) = T2 (Zy),

en donde T es la superficie de energia que contiene a y y £,,=X S..

Como se advirtié en el comentario que sigue al Teorema 3.7, la:
hipdtesis enunciada lleva consigo la existencia de la familia cilin-
drica de Orbitas cerradas a la cual pertenece y. Pues bien, designe-
mos por G (T) al subconjunto de campos en &" cuyas orbitas de
periodo menor o igual que T son 0-elementales y tales que, si y es
una de ellas, entonces:

(1) + admite una seccién transversal S en que los puntos fijos:
de ®: S—-» S representan, excepto por un numero finito, érbitas
cerradas elementales.

(2) Si & es la familia cilindrica asociada a vy, & NS se repre-
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senta por medio de una funcién g: R — S y M, designa a la res—

triccién de Ty sy ® 2 Ty 1) (Zs), entonces M,, considerada como una.

curva en el conjunto de las transformaciones simplécticas, es trans—

versal al conjunto de las transformaciones no elementales (aquellas.

cuyos autovalores no satisfacen a la condiciéon de la Definicion 3.4).
Con todo esto, si G = Nz G (T), se tiene:

3.12. TeoreMa (Robinson [16, 17)].—G" es residual en &7y (M)
si 2 < ri<< oo

La segunda propiedad que mencionamos como genérica en
& (M) se refiere a la transversalidad de las variedades estable e
inestable de dos elementos criticos. Debe hacerse notar que, como-
la energia se conserva a lo largo de las trayectorias, las variedades
estables e inestables caen, cada una, dentro de una superficie de ener-
gia. Asi pues, cuando se hable de transversalidad de estas varieda-
des, lo natural es hablar de transversalidad en la superficie de ener-
gia. Por tanto, dada una familia de o6rbitas 1-elementales, se define:
su variedad estable como la uniéon de las variedades estables de cada
uno de sus miembros. La 1-elementalidad de éstos implica que todas
las variedades en la unién tienen la misma dimensién. Consideremos.
ahora el subconjunto G'r de campos en §" tales que:

(1) Los puntos criticos de X € G"r caen en distintas superficies.
de energia.

(2) Si # es un punto critico de X € G'r, entonces

Wt () f W™ ()

en la superficie de energia.

(3) Para un tal punto critico », W+ (x) [W~ (x)] es transversal
en la superficie de energia a todas las variedades inestables [es-
tables].

(4) Todas las variedades estables e inestables de familias de 6r-
bitas 1-elementales son transversales.

(5) Las variedades estables e inestables son, excepto para un
conjunto denumerable de Odrbitas, transversales a la superficie de
energia.

(6) Las orbitas cerradas del conjunto denumerable de (5) som
1-elementales.

3.13. TeoremA (Robinson [18]).—Para 2 <7 <o, §'r es re-
sidual en &y (M).
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4. Estabilidad de érbitas

El concepto que nos ocupa a continuacion es el de estabilidad
-worbital en la variedad central de una orbita cerrada. Este concepto
fue introducido por Birkhoff [4] y planteado de nuevo més tarde
por Kolmogorov [7]. Posteriormente, Arnold {2] y Moser [11, 12]
«obtuvieron resultados méas generales que los de Kolmogorov.

Para definir este concepto de estabilidad, supondremos que la
variedad M estd dotada de una métrica con distancia d. Si A y B
son dos subconjuntos de M se define la distancia entre A y B de la
siguiente manera. Si A y B son vacios se define ¢ (A, B) = 0, si
s6lo uno de ellos es vacio se define ¢ (A, B) = 0, y si ninguno de
-ellos es vacio se define

d(a,B)=inf{d(a,) | 5 € B,

p(A,B) = maxjsup | d(a,B) | a € A}, supid(s, A)| & € Bif.

4.1. DeriNictON.—Si ¢ es un flujo en M y y es una 6rbita cerra-
da de ¢, se dice que y es orbitalmente estable ssi para todo ¢ >0
se puede hallar un 3 > 0 tal que si d (¥, y) << 3 entonces

p(y(x), 1) <e

en donde y (x) es la 6rbita que pasa por .

Si y es una 6rbita cerrada con un multiplicador caracteristico de
valor absoluto mayor que uno, es ficil deducir de la existencia de
‘la variedad inestable que y es inestable. En el caso de sistemas Ha-
‘miltonianos, sabemos que si A es un multiplicador caracteristico de
un elemento critico, 1/) también lo es, de modo que si hay multipli-
cadores dentro del circulo también los hay fuera, y un elemento cri-
‘tico que posee una variedad estable también posee una inestable.
‘Por tanto, todo elemento critico de un sistema Hamiltoniano es ines-
‘table a menos que todos sus multiplicadores caracteristicos estén en
-l circulo unidad, en cuyo caso el elemento critico se llama eliptico.

Enunciaremos el teorema de Moser para sistemas Hamiltonianos
-de dos grados de libertad, es decir, sistemas en el fibrado cotangente
<de una variedad bidimensional, y de clase C*. Si y es una orbita
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xerrada contenida en una superficie regular de energia X, entonces
2 es de dimensién tres, puesto que es de codimensién uno en la
wariedad simpléctica. Si S es una seccién transversal local en T en
un punto # ‘€ y, entonces S es bidimensional y, por tanto, la trans-
formaciéon de Poincaré &@: S —» S se puede considerar como un
difeomorfismo en R? que preserva el origen. T, ® es un difeomor-
fismo lineal en R?, y ¢ es eliptica ssi los autovalores de T, ® son
«*1* es decir, T, ® es una rotacién. Si identificamos R? con el plano
<complejo, ® estd dada por

D (z) = z efa | F (2, 2),

en donde F contiene términos de orden superior a uno.

Generalizando un teorema de Birkhoff, Moser ha demostrado que
siaz40ya, 20, 3 y 4o no son miltiplos enteros de 2=, enton-
«ces existe un cambio de variable z —— w tal que

O (w) =weilta+Blw(?) | G (w),

en donde | G (w) | <K K|w|*y B esigual a 0 6 + 1 [13]. Tome-
'‘mos ahora un anillo ¢ < |w|'< 24, con a suficientemente peque-
fio. Poniendo

r=lwlfa y O=argw,
la ecuacion anterior toma la forma

8y=arg®(r68) =8+t Bar 4 /(a),
[ D, 8)1

” ..—————-;————-:r—{—g(a”)

«en el anillo 1 < r < 2. Observemos que la parte «linealy de esta
transformacion, '

8, =0+a r =r,

deja invariantes a todos los circulos en 1 < »'< 2 con centro en el
origen, y no resulta descabellado conjeturar que la transformacion
perturbada posee un circulo invariante. Poniendo B 7% 0, basandose
-en el hecho, ya conocido por Birkhoff [4], de que ® es una trans-
formacion que preserva areas, y demostrando previamente un lema
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referente a este ultimo tipo de transformaciones, Moser ha demos--
trado el: '

4.2. TeoreMA (Moser [12]).—Si %0, « 40 y « no es un mil-
tiplo entero de =/2 6 de 2=/3, entonces:

(1) En cada anillo ¢ < |w |'< 2 e con a suficientemente peque--
fio existe una curva cerrada C alrededor del origen que es invariante-
para ® y no contiene puntos periddicos. Es decir,

®(C)=C y @+ (pifp

para todo p€C y k€ Z.

(2) Para cada >0 existe un 3 >0 tal que el conjunto de-
todas todas las curvas invariantes descritas en (1) y contenidas ems
el disco de radio 5 con centro en el origen es de medida mayor de
A —«€)/2= 82

El significado de (1) es que, si consideramos las trayectorias que
comienzan en una de las curvas C de S y las seguimos a lo largo
del tiempo, cada una de ellas vuelve a C al cabo de un tiempo finito.
Asi pues, el conjunto de todas estas trayectorias forma una super-
ficie bidimensional homeomorfa al toro. Esta superficie toroidal es,.
evidentemente, invariante, pero ninguna de sus drbitas es periédica..
Mas afin, la existencia de una tal superficie toroidal estd garantizada:
en cualquier vecindad tubular de la Orbita cerrada, que acttia, asi,.
como eje comin de una familia infinita de toros. La condicién (2):
dice que la medida del conjunto de curvas cerradas invariantes se:
aproxima a la medida total del disco. 2= 32, cuando el radio 3 es
muy pequefio. Interesa hacer notar que si una 6érbita comienza en
una de las capas intertoroidales, entonces debe permanecer para
siempre en esta capa debido a la invariancia de los toros. Como éstos
existen en cualquier vecindad de la orbita cerrada, se obtiene inme--
diatamente :

4.3. TeoreMa (Moser).—Sea M una variedad simpléctica de di--
mensién cuatro, X,y un campo Hamiltoniano de clase C* en M, vy
una 6rbita cerrada de X,y contenida en una superficie de energia
T y @& una transformacién de Poincaré de X,;u en x €y restringi-:
da a Z. Si los autovalores de T,® son e*'* con 240, ka/2w
no es entero para k =1,2,3,4, y § 3£ 0 (véase el cambio de varia-
bles mencionado arriba), entonces vy es orbitalmente estable en T
ven M.
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La estabilidad en X es obvia por el teorema anterior. La demos-
stracion de la estabilidad en M se puede ver en [1, p. 184]. La apli-
scabilidad del Teorema 4.3 en la practica se desprende del hecho de
-que sb6lo hay que calcular = y 8 de modo aproximado, y ver si estan
o suficientemente lejos de los valores prohibidos.

Las versiones de los teoremas de Arnold y Moser en dimensiones
‘mas altas pueden verse en el capitulo 4 de [3]. Es posible continuar
-el estudio de estos temas de mecanica clasica, y como muestra basta
un botén no de despreciar: la condicién 8 = 0 del Teorema 4.3 es
una propiedad genérica [17]. Para un estudio mas detallado de los
‘temas expuestos aqui y de otros muchos, el lector puede consul-
‘tar [1, 8, 9, 14, 19, 20, 21].

'5. Punto final

Segun un comentario de René Thom [9, II, p. 46], hay dos teo-
‘rias de la mecédnica. Una de ellas, o mecanica reversible con el tiem-
-po, estd basada en el principio de conservacion de la energia y su
-objeto es el estudio de sistemas Hamultonianos. La otra, mas ajus-
‘tada a la realidad de la naturaleza, o irreversible con el tiempo, se
basa en el principio de aumenio de la entropia y estudia sistemas
.casi gradientes. El principio de aumento de la entropia consiste en
la existencia de una funcién E: M — R tal que, si ¢ es un flujo
‘en M, entonces E - ¢, es una funcién monétona creciente.

Pero la existencia de agujeros negros en el universo lleva con-
:sigo una contradiccion del principio de aumento de la entropia. En
-efecto, al caer la materia en un agujero negro puede desaparecer
-en una singularidad del espacio-tiempo. Por otra parte, estudios re-
-clentes indican la posibilidad de creacién de nueva materia en la ve-
cindad de agujeros negros cosmoldgicos de pequefio tamafio [22].
"Si esto ocurre, representa una violacién del teorema del irea de la
-relatividad general, pues el area superficial de un agujero negro de-
crece durante esta creaciéon de materia. Todo esto indica que puede
-ser necesario un nuevo concepto de entropia generalizado, como
suma de la entropia de toda la masa del universo y (salvo un factor
-multiplicativo) la suma de las ireas superficiales de todos los aguje-
ros negros del universo. La nueva ley de la termodinimica exigiria
«que la entropia generalizada fuera una funcién mondtona creciente.
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