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PRESENTADO POR EL ACADEMICO NUMERARIO D). FEDERICO GODED

Se obtiene la funcién caracteristica de las variables aleatorias, soluciones de
un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes, a
partir de la funcion caracteristica inicial. Se aplica este resultado al péndulo esto-
castico y se obtienen un teorema de equiparticién de la energia y otro de inva-
riancia de la distribucién de probabilidad de la posicién y de la velocidad.

The Characteristic functions of the random variables, solutions of a two dif-
ferential equations linear system of constant coefficients, is obteined starting fromr
the initial characteristic functions. And this result is applied to the stochastic
pendulum, and a theorem of equipartition of the energy is obteined and another
of the unchange of the distribution of probability of the position and of the speed.

Dado el sistema de % ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden de coeficientes constantes o variables en el tiempo:

di(t)___
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donde A es la matriz de elemento genérico a;;, las variables aleato-
rias (v. a.) & (t) soluciones de (1) que para ¢ = 0 tienen la funcién
caracteristica (fc) ¢ (2, ..., 2n), tenga o no tenga esta funcién de-
rivadas parciales de primer orden, en el instante ¢ tienen por fc la
solucion formal de la ecuaciéon en derivadas parciales
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«que para ¢ = 0 coincide con la antedicha ¢. Este resultado ha sido
obtenido por el profesor Maravall (véase bibliografia).

Vamos a aplicar la (2) al caso particular del sistema de dos ecua-
<iones diferenciales de coeficientes constantes:

xy=ay %y +03%5; &'y =ay %+ a4, 3
Se obtiene en este caso la ecuacién en derivadas parciales:

X 0 o9

¢
Y (@41 2y + agy 35) 0—z,_ + (@13 21 + @39 25) —072- (4)

cuya integral, que para ¢ = 0, coincide con la fc ¢ (2, 2.) de la dis-
tribucién de probabilidad de los valores iniciales de

£10) v &)
€S
0 (eh‘ 2y (pa — ay) — %3 ayy + otrt Zy aqy — 2y (P — ayy) ‘
P2 — 1 Pa— 21
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2T Py — Py as Ps— Py

donde p, y p, son las raices de la ecuacién caracteristica del siste-
ma (3).
Si p, v p, son reales y si

7>0 6 pp>0 (6)

la anterior para t = 0o es ¢ (00, 00) que vale cero, que es la fc de
una v. a. casi ciertamente igual a infinito. Lo que significa que
cuando el tiempo tiende a infinito las § (¢) tienden también a infini-
to, como sucede en la teoria cierta (inestabilidad). Si suponemos que
p, es mayor que p, la fc de las v. a.:

Ei(t)e—pt,  Ey(f)e—se (7
se obtiene sustiuyendo en (5) 2, y 2, por:

z e—tt zye—ht (8)
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y al tender el tiempo a infinito esta nueva fc tiende a la:

(9)

B

2y (P — ay) — 334y P2 — a1 2y (py — @yy) — 330y
cp( P2 — Py Ay P2 — P )
Se sigue pues que reduciendo a la escala exponencial definida:
en (7) y (8) el tamafio de las v. a. & se obtiene asintéticamente una
distribucién de probabilidad limite cuya fc es la (9).
Si siendo reales p, y p, es:

7H<0 ¥y $,<0 (10):

la (5) para t = 0o es igual a ¢ (0, 0) que es igual a la unidad; por
tanto las £ (¢) para t tendiendo a infinito tienden a v. a. casi cierta-
mente iguales a cero. Pero también las v. a. (7) tienen la misma
fc (9). Lo que significa que amplificando a la escala exponencial
definida en (7) y (8) las v. a. £ (¢) cuando el tiempo tiende a infinito,
tienden asintéticamente a una distribucion de probabilidad limite que
es la que tiene la fc la (9).

Existe pues una mayor riqueza de problemas al pasar de la teoria
cierta de las ecuaciones diferenciales a la teoria probabilistica, pues:
por ejemplo, los resultados que acabamos de sefialar en la teoria
cierta serian triviales, porque para wvalores asintdticos, para el tiempo-
tendiendo @ infinito, se obtendrian constantes, mientras que en la teo-
ria probabilista se obtienen distribuciones de probabilidad.

Si las dos raices de la ecuacidn caracteristica p, y p, son iguales
(las llamamos p) entonces la fc de las £ (t) en vez de la (5) es la:

@ (e (5, (1 +(ayy — Y1)+ 23 a9, ¥), €9 (21831 +- 2, (14 (a5y — p)2) (11}

también en este caso, si p es real cuando el tiempo tiende a infinito
la fc de las v. a.:

Ei(2)e?? Eq(2) e?t
P p (12)
se obtiene sustituyendo z, y z, en la (11) por:
2,679 267
H 18y

t ¢
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con lo que se obtiene la fc:

(50 (@yy — P+ 25 39y 2 gy + 25 (295 — P)) (14)

como solucién asintética.

Entendemos por péndulo estocdstico un conjunto de péndulos
cuyas posiciones y velocidades son v. a. Vamos a aplicar los resul-
tados anteriores a este caso particular de la ecuacién del péndulo
lineal :

"+ wx =0 (15)

Esta ecuacion diferencial lineal de segundo orden, se transforma
en un sistema de primer orden, introduciendo la velocidad v:

=9 = -wlx (16)

Identificando los coeficientes de esta tltima ecuacién con los del
sistema (3), la (5) se escribe en este caso particular:

sen w ¢
p(zcosw?t —swsenwt, g~ scosw?t) (17)
w

que resuelve el problema del péndulo estocastico.

Si suponemos que la fc ¢ es desarrollable en serie de potencias:

1
1+ i(nyo2 o 1o, ) — 5 (a0 2° + 2191 25 + poo’sH + ... (18)

efectuando en ella la sustitucién definida por:

senw ¢

Z—>2COSWLE— Swsenwl, § —>2

+scoswt (19)
w

se obtiene el desarrollo en serie de la fc en el tiempo £, que es:

1
1470 (1) 2+ poy (1) 5) — _2_(%0 )2t 4+ 2p ()25 +pea(®) s+ ... (19 bis)

Se obtiene como consecuencia de efectuar la sustitucion (19) en (18)
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e identificar los coeficientes de las potencias de primer orden de =z
y s con los de (19 bis) que: el movimiento de un péndulo ideal que
en cada instante ocupa la posicién media y esti animado de la velo-
cidad media es el mismo que el de la teoria cierta definida por la
ecuacion del péndulo lineal (15). A su vez es consecuencia de ésta
que: la suma de las energias potencial y cinética de un péndulo ideal
.que en cada instante ocupa la posicion media y estd animado de la
velocidad media es constante, durante todo el movimiento.

Se obtiene también al efectuar la sustitucion (19) en (18) e iden-
tificar los coeficientes de las potencias de segundo orden de z y s,
con los de (19 bis) las férmulas:

coswtsenwt sen? w ¢
Yaq (£) = pyg cos?w £ |- 2y, " + toz

w?
Vo2

pyy (#) = (*-—* — g0 w) coswfsenwisenw ! 4 py, (costw? — sen?w #)
w

wos () =pgowisendwr — 2y, wsenw#cos w4 pogenstw # (20)

Sumando la primera (20) multiplicada por w? a la tercera (20) se
-obtiene :

2 190 + oz = 0 pag (#) + os () (20 bis)

que expresa que: la suma de los valores medios de la energia ciné-
tica y de la energia potencial es constante durante todo el movi-
‘miento.

Se sigue de lo anterior que el teorema de conservacion de la ener-
gia al pasar de la teoria cierta a la probabilistica, se desdobla en dos
teoremas.

Si se dan las dos condiciones iniciales siguientes:

p =200 (0)=0; 2 py=1y; @y

se tiene entonces que:

Pao (£) = ao ' (2
b () = g ostw  — sentwp) b ¥ PRI =tal® (22)
oz () = oq bar () =10

que nos permite enunciar un teorema de equiparticion de la energia.
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Entendemos por energla equipartida que la energia cinética y la.
energia potencial son iguales. El enunciado de este teorema es el
siguiente : Si inicialmente la energia estd equipartida y el valor me-
dio del producto de la posicidn por la velocidad es nulo, durante todo
el movimiento la energia permanece equipartida y el valor medio def
producto de la posicion por la velocidad continda siendo nulo.

Supongamos ahora que inicialmente la posicién y la velocidad
siguen una distribuciéon normal (gaussiana) no correlacionada y de
valores medios nulos, lo que significa simetria de las posiciones alea-
torias iniciales respecto al punto de equilibrio, e indiferencia del signo-
inicial de la velocidad, en este caso la fc de la distribucién inicial
de la posicion y de la velocidad es la:

P ‘:— (01 21 + 04 s*) (28)-
Las (20) se escriben:
sentw ¢

o2 (f) =o0,2 costwz 4 o, pr

A
p“(t)z( ——wo,i)coswtsenwt

w
ot (f)=ocw?sentwt o2 cos?w? (24)

que muestra que en general la posicién y la velocidad que inicial-
mente eran independientes se correlacionan a lo largo del movimiento.

Si inicialmente la energia estuviera equipartida, es decir que se
cumpliese :

62 = w? 0,2 (26)
las (24) se simplifican en las:
ot(f)=o% 02 (f) =0yt (26)

que muestran que la distribucién de probabilidades de la posicidn y
velocidad a lo largo del tiempo sigue siendo igual a la inicial, con-
dicién mas fuerte que la de seguir sin estar correlacionadas y per-
manecer constantemente la energia equipartida.

Obsérvese que las fc de las distribuciones marginales de la posi-
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cion y de la velocidad que se obtienen haciendo s = 0 y 2 = 0 res-
pectivamente en (17) y que son:

senwt

cp(zcoswt, z ); p(—swsenwt, scoswt) (27)

w

muestran que el argumenio de la fc de la velocidad es la derivada
respecto al tiempo del argumento de la fc de la posicién. Se pasa
de la teoria probabilista a la teoria cierta, haciendo la funcién ¢ igual
a la exponencial de exponente imaginario, y el resultado anterior
tiene entonces el conocido significado de que la velocidad es la deri-
vada con respecto al tiempo de la posicion.

Obsérvese que las fc (9) y (14) son funciones de una sola varia-
ble, combinacién lineal de 2, y z,. Por tanto la distribucién de pro-
babilidad que definen es una v. a. bivariante degenerada, por ser
reductible a una v. a. univariante.
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