
C O N T R I B U C I Ó N A LA T E O R Í A D E L P É N D U L O 
E S T O C A S T I C O 

M.* Dolores Maravall Gómez-Allende 

Recibido: 5-IV-78 

PRESENTADO POR EL ACADÉMICO NUMERARIO D . FEDERICO GODED 

Se obtiene la función característica de las variables aleatorias, soluciones de 
un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes, a 
partir de la función característica inicial. Se aplica este resultado al péndulo esto-
cástico y se obtienen un teorema de equipartición de la energía y otro de inva-
ríancia de la distribución de probabilidad de la posición y de la velocidad. 

The Characteristic functions of the random variables, solutions of a two dif
ferential equations linear system of constant coefficients, is obteined starting fron^ 
the initial characteristic functions. And this result is applied to the stochastic 
pendulum, and a theorem of equipartition of the energy is obteined and another 
of the unchange of the distribution of probability of the position and of the speed. 

Dado el sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer 

orden de coeficientes constantes o variables en el tiempo : 

dl{t) 
^All « A . ^ (/) (1> 

donde A es la matr iz de e lemento genér ico aij, las variables a lea to

rias (v. a.) I (t) soluciones de (1) que pa ra t = O t ienen la función 

característ ica (fe) 9 (^1, ..., ^m), t e n g a o no t e n g a esta función de 

rivadas parciales de primer orden, en el instante t tienen por fe la 

solución formal de la ecuación en derivadas parciales 
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que para t = O coincide con la antedicha 9. Este resultado ha sido 
obtenido por el profesor Mara valí (véase bibliografía). 

Vamos a aplicar la (2) al caso particular del sistema de dos ecua
ciones diferenciales de coeficientes constantes : 

x\ = «it ATj +¿̂ 12 x^ ; x\ = aju x^ + a,, x^ (3) 

Se obtiene en este caso la ecuación en derivadas parciales : 

d 'f d ^ d f 
—~~ = (¿Zn Zi 4 - a^x z^) —— + {<í,í ^1 + a^i z^) —— (4> 
dt dz^ dz^ 

cuya integral, que para í = O, coincide con la fe cp {z^, z^ de la dis
tribución de probabilidad de los valores iniciales de 

Si(O) y Sâ O) 

es 

P%—P\ P%^P\ 

^21 P%—P\ ^21 Pt — Pi I 

donde p^ y p^ son las raíces de la ecuación característica del siste
ma (a). 

Si pi y />3 son reales y si 

/>i>0 ó />2>0 (6) 

la anterior para ¿ = I3Q es 9 (00, bo) que vale cero, que es la fe de 
una V. a. casi ciertamente igual a infinito. Lo que significa que 
cuando el tiempo tiende a infinito las 5 {t) tienden también a infini
to , como sucede en la teoría cierta (inestabilidad). Si suponemos que 
^1 es mayor que p.^ la fe de las v. a. : 

c,x{t)e-P^t\ Í^{t)e-Pxt (7) 

se obtiene sustiuyendo en (5) z^ y z^ por : 

z^e—pi^; z^e—pi' (B) 
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y al tender el tiempo a infinito esta nueva fe tiende a la : 

\ Pt—Pi ^h\ Pt — Px I 

Se sigue pues que reduciendo a la escala exponencial definida» 
en (7) y (8) el tamaño de las v. a. | se obtiene asintóticamente una-
distribución de probabilidad límite cuya fe es la (9). 

Si siendo reales ^j y p2 es : 

/ i<o y /2<o noy 

la (5) para í = DO es igual a 9 (O, 0) que es igual a la unidad; por 
tanto las ? (t) para t tendiendo a infinito tienden a v. a. casi cierta
mente iguales a cero. Pero también las v. a. (7) tienen la misma 
fe (9). Lo que significa que amplificando a la escala exponencial 
definida en (7) y (8) las v. a. I (t) cuando el tiempo tiende a infinito, 
tienden asintóticamente a una distribución de probabilidad límite que 
es la que tiene la fe la (9). 

Existe pues una mayor riqueza de problemas al pasar de la teoría-
cierta de las ecuaciones diferenciales a la teoría probabilística, pues> 
por ejemplo, los resultados que acabamos de señalar en la teoríar 
cierta serían triviales, porque para valores asintóticos, para el tiempo^ 
tendiendo a infinito, se obtendrían constantes, mientras que en la teo
ría probabilista se obtienen distribuciones de probabilidad. 

Si las dos raíces de la ecuación característica p^ y p^ son iguales 
(las llamamos p) entonces la fe de las ? (t) en vez de la (5) es la : 

9 (eP* («, (1 + /âtj, - / ) / ) + - «2 «2, t), eP^ (z, a„ / + z^^ (í + (a^, -p) i) (11) 

también en este caso, si p es real cuando el tiempo tiende a infinito* 
la fe de las v. a. : 

se obtiene sustituyendo 3̂ y z^ en la (11) por : 

z^ cP* Zi fP^ 
— . — ( ^ 1 ^ 
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con lo que se obtiene la fe : 

?(^t (̂ 11 —Z'^ + H'^u'^i'hí ^H(^22. ~ P)) (14) 

como solución asintótica. 

Entendemos por péndulo estocástico un conjunto de péndulos 
cuyas posiciones y velocidades son v. a. Vamos a aplicar los resul
tados anteriores a este caso particular de la ecuación del péndulo 
lineal : 

x''-\-w'^x = 0 (15) 

Esta ecuación diferencial lineal de segundo orden, se transforma 
en un sistema de primer orden, introduciendo la velocidad v: 

x' =zv\ v' = ^ w^ X (16) 

Identificando los coeficientes de esta última ecuación con los del 
sistema (3), la (5) se escribe en este caso particular : 

sen w t 
(Ç {z eos wt — s w senm f^ z ~\~ s eos wt) (17) 

w 

que resuelve el problema del péndulo estocástico. 

Si suponemos que la fe 9 es desarrollable en serie de potencias : 

1 + '̂({̂ 10 ^ + Ni )̂ - - ^ ^^'' ^' + 2 lt„ ^ X 4- H^s') + •. • (18) 

efectuando en ella la sustitución definida por : 

sen w t 
z • z eos wt — sw sen w t\ s > z -|- ^ eos w t (19) 

se obtiene el desarrollo en serie de la fe en el tiempo ¿, que es : 

1 + ^ (H-10 (̂ ) 2 + Hi (O -̂ ) - Y " ^"'̂  '̂ ^ «* + 2 v-ii (O 2í í + 1x02 (̂ ) í*) + . . . (19 bis) 

Se obtiene como consecuencia de efectuar la sustitución (19) en (18) 
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e identificar los coeficientes de las potencias de primer orden de z 
y s con los de (19 bis) que : el movimiento de un péndulo ideal que 
en cada instante ocupa la posición media y está animado de la velo
cidad media es el mismo que el de la teoría cierta definida por la 
ecuación del péndulo lineal (15). A su vez es consecuencia de ésta 
que : la suma de las energías potencial y cinética de un péndulo ideal 
que en cada instante ocupa la posición media y está animado de la 
velocidad media es constante, durante todo el movimiento. 

Se obtiene también al efectuar la sustitución (19) en (18) e iden
tificar los coeficientes de las potencias de segundo orden de ^ y ^, 
con los de (19 bis) las fórmulas : 

eos w i sen w i sen* w t 
l̂ to (̂ ) = H-io eos» M' / - f 2 ^1, -f- |toi 

/ «̂* \ 
jjtjj (/) «= I — H-ío ^1 ^^* ^ ^ ^̂ '̂  ^ ' ^^^ o/ / -|~ 1̂ 11 (eos* wt — sen* w i) 

Q̂j (/) = jxjQ w^ sen* wt — 2yLi^m sen m t coi wt^^^^ cos^ m t (20) 

Sumando la primera (20) multiplicada por w'^ a la tercera (20) se 
obtiene : 

w^ aso + N2 = ^ ' Ho W + Hi (̂ ) (20 bis) 

que expresa que: la suma de los valores medios de la energía ciné
tica y de la energía potencial es constante durante todo el movi
miento. 

Se sigue de lo anterior que el teorema de conservación de la ener
gía al pasar de la teoría cierta a la proba bilis tica, se desdobla en dos 
teoremas. 

Si se dan las dos condiciones iniciales siguientes : 

li„ = :^(0)t»(0) = 0; 2e'« íi2o == H-oi (21) 

se tiene entonces que : 

íi|o (t) = |ita 

(eos* wt — sen* wt) ) = > 
V-n (i) - O 

l̂ -ii if) = Hi (cos* O' / — sen* wt) } = > ^ ^" ^̂ ' ^̂ * ^̂^ (22) 

que nos permite enunciar un teorema de equipartición de la energía. 
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Entendemos por energía equipartida que la energía cinética y la. 
energía potencial son iguales. El enunciado de este teorema es el 
siguiente : Si inicialmente la energía está equipartida y el valor me
dio del producto de la posición por la velocidad es nulo, durante todo 
el movimiento la energía permanece equipartida y el valor medio del' 
producto de la posición por la velocidad continúa siendo nulo. 

Supongamos ahora que inicialmente la posición y la velocidad 
siguen una distribución normal (gaussiana) no correlacionada y de 
valores medios nulos, lo que significa simetría de las posiciones alea
torias iniciales respecto al punto de equilibrio, e indiferencia del signo 
inicial de la velocidad, en este caso la fe de la distribución inicial 
de la posición y de la velocidad es la: 

Las (20) se escriben : 

sen* w t 
Oj* (/) = 0,2 eos ' Wt + 0 2 * -

û ^ (/) = I — w vjjS I eos w i sen w t 
\ '^ I 

Og* (/) = Oj* w^ sen* wt-^oi* eos* w t (24)" 

\ '^ I 

que muestra que en general la posición y la velocidad que inicial-
mente eran independientes se correlacionan a lo largo del movimiento. 

Si inicialmente la energía estuviera equipartida, es decir que se 
cumpliese : 

a,2 = w^ 0,2 (25)» 

las (24) se simplifican en las : 

a,*(/) = a,»; V W = «t* (26) 

que muestran que la distribución de probabilidades de la posición y 
velocidad a lo largo del tiempo sigue siendo igual a la inicial, con
dición más fuerte que la de seguir sin estar correlacionadas y per
manecer constantemente la energía equipartida. 

Obsérvese que las fe de las distribuciones marginales de la posi-
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ción y de la velocidad que se obtienen haciendo s = O y ^ = O res
pectivamente en (17) y que son : 

( sen w t \ 
z cos w /, z I ; œ (— s w sen w t^s cos w t) (27V 

w ) 

muestran que el argumento de la fc de la velocidad es la derivada 
respecto al tiempo del argumento de la fc de la posición. Se pasa 
de la teoría probabilista a la teoría cierta, haciendo la función 9 igual 
a la exponencial de exponente imaginario, y el resultado anterior 
tiene entonces el conocido significado de que la velocidad es la deri
vada con respecto al tiempo de la posición. 

Obsérvese que las fc (9) y (14) son funciones de una sola varia
ble, combinación lineal de 3^ y ^2- Por tanto la distribución de pro
babilidad que definen es una v. a. bivariante degenerada, por ser 
réductible a una v. a. uni variante. 
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