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It deals with the prove of the verification of the theorem of separation or
certainty equivalence principle for linear stochastic control problems getting rid
oi the classical hypothesis of supposing to be normal the system noise and measu-
rement noise.

By analogy to the theory of classical réegression, in which when the hypothesis
of normality of the errors of measurement is removed, the leastsquares estimator
is only optimum ‘within the class of linear estimators (Gauss-Markoff Theorem);
we in our case after having got rid of thé hypothesis of normality of noises, we
are going to limit ourselves to finding the optimum control within the class of
linear functions of the observations Before stating the problem of optimum control
we shall have to solve the filtering problem, stating an estimate of the state vector
of the system which is a linear function of the observed outputs and optimum in
the sense of least squares.

The solution is given by a system of recurrent equations which coincide exactly
with those given by the Kalman filter, when one accepts the normality of measu-
rement noise.

Once the problem of filtering is solved, the problem of control is to be solvéd,
first in the case of complete information (there is not measurement noise) and
then with incomplete information, proving the verification of the theorem of
separation.

Se trata de probar la verificacién del teorema de separacién o principio de
equivalencia para problemas de control estocistico linéales quitando la hipétesis
clasica de suponer normales el ruido del sistema y el ruido de observacién.

Por analogia con la teoria de Regresién clasica en que cuando se quita la hip6-
tesis de normalidad de los errores de observacién el estimador de minimos cua-
drados es sélo 6ptimo dentro de la clase de los estimadores lineales (Teorema de

(*) Trabajo realizado dentro del Programa March de Mateméaticas de 1974.
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Gauss-Markoff) ; nosotros en nuestro caso al haber quitado la hipétesis de norma-
lidad de los ruidos, nos vamos a limitar a hallar el control 6ptimo dentro de la
clase de las funciones lineales de las observaciones.

Previo al problema de hallar el control 6ptimo tendremos que resolver el pro-
blema del filtrado, hallando un estimador del vector de estado del sistema que sea
funcién lineal de las observaciones y 6ptimo en el sentido de los minimos cuadra-
dos. La solucién nos viene dada por un sistema de ecuaciones recurrentes que
coinciden exactamente con las que proporciona el filtro de Kalman cuando se supone
la normalidad del ruido de observacién.

Resuelto el problema del filtrado se resuelve el problema de control, primero
en el caso de informacién completa (no hay ruido de observacién) y luego en el
de informacién incompleta, comprobindose la verificacién del teorema de sepa-
racién.

Planteamiento del problema

Se trata de reconstruir la teoria del control estocistico lineal
quitando la hipétesis de la normalidad del ruido del sistema y del
ruido de observacidn.

Concretamente se va a considerar un sistema gobernado por las
ecuaciones siguientes:

x(t+1)= ¢ +Tu@)+2()
Yy =8x()+e()

donde
t € T conjunto numerable de indices.
x vector de estado es un vector n-dimensional.
u vector de control es un vector p-dimensional.
y vector de outputs observables es un vector 7-dimensional.
{v(t),t€T} y {e(t), t €T} son sucesiones de vectores aleato-
rios, siendo
E((@#)=0 £¢€T
Ele®{=0 ¢#€T
cov [z (¥),2 ()] =R,
covle(?), e (£)] =R,
coviz(#),e(t)) =0

Las matrices ¢, T, ®, R,, R, pueden depender del tiempo. Se supo-
ne que el estado inicial # (¢,) es tal que

Elx(t)l=m
cov[x (2y), x (£,] =R,
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Se adopta como funcién de pérdida

N—1
Ze= xT (N) Qo #(N) + DT[HT (41 Qy % (0 #7 (1) Qe (1)

t=1#

O, Q,, Q, matrices simétricas semidefinidas positivas.

Se trata de hallar un control admisible, u (¢) 6ptimo en el sen-
tido de que minimice la pérdida esperada: E ().

Puesto que la variable estado no es observable, en cada instante
1 consideraremos como controles admisibles u (¢) todas las funcio-
nes medibles de los outputs observados hasta ese instante, es decir
u (t) habra de ser funcién de

Y:—l = [y7 (%) ..o u 7 (¢ — 1)]
El modelo difiere del modelo clasico en que no hacemos ninguna
hipétesis sobre la forma de las distribuciones de v (¢) y de ¢ (¢), lo
cual va a provocar que no podamos determinar en cada instante,
la distribucién a «posteriori» de x (£) : P (# (¢) | Y,_,), distribucién
que es necesario conocer para poder resolver el problema por el
principio de induccién hacia atras.

Sabido es que en los modelos lineales de regresién el problema
se puede resolver: 1) Haciendo la hipdtesis de la normalidad de
los errores de observacién en cuyo caso el estimador de minimos
cuadrados que resulta tiene una serie de propiedades 6ptimas por
coincidir con el de maxima verosimilitud. 2) Sin hacer la hipdtesis
sobre la normalidad de los errores en cuyo caso el estimador de mini-
mos cuadrados es sélo 6ptimo dentro de la clase de los estimadores
lineales.

Por analogia nosotros en nuestro caso al haber quitado la hipé-
tesis de normalidad, nos vamos a limitar a hallar el control éptimo
dentro de la clase de las funciones lineales de

Y:_l =[y7 (Zo) ¥ —1)

Previo al problema de hallar el control 6ptimo vamos a resolver
el problema de estimar el vector estado x () por una funcién lineal
de YT, , : £ (¢) de forma que el estimador sea éptimo en el sentido
de los minimos cuadrados.
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I. Estimacién del vector de estado del sistema

Consideremos el sistema

w(t+1)=¢ @) 5@ +T ) w*t)+ o)
YO =0@)x @)+

con las hipétesis ya expuestas y se trata de estimar en cada instan-
te t, a®x (¢,) linealmente en y (¢, — 1),y (¢, —2), ...y (&) v m
de forma a minimizar

E [oT # (¢)) —aT £ ()12

siendo @ un vector zn-dimensional.
Como el estimador es lineal tendremos

3y —1
aT £ () = -——ZuT ) v () &1 om

t=1

teniendo que determinar b, u (¢, — 1), ..., u (%,)-
Introducimos los vectores z (t)

z(t)= ¢T(t+1)z(t+1)—F0T(t—{-1)u(t+1)

z2(ty—1)=a
Hh—1
=D atx(t) =27 (4 — 1) x(ty) = o7 (z‘n———l)x(to)-}—Z[zT @ x@+1)—

t=1

— Tt —1)x )]
SO x (1) =5 60 x ()51 ()T () * (1) + 5 () 77)
A —Nal)=4510) o0 @) +aT)0@) x()
S Ha+1)—T@E—Dx@) =2t @O @) u* @) 427 (@O oE)—ur (2)0(2) « (2
4 —1 =1

aT 2 (4) = —Zur Ay Fbtm=— Z[uT(z‘)0(t)x(t)+m(t)e(t)]—|—b1‘ m.

=1y =1ty

De donde
tH—1
aTx (t) —a® £ (t) = 27 (g — 1) 2 (7)) — 4T m + Z‘ 21 ()T () w* (1) +

tm= gy
Hh—1 2 —1

-+ 2T (2 v (t) — utT (Helt).
& "

t=t,
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Resultando

5 7n—1 2
E [a 5 (t) —aT £ (1)]? = [zT t— V)m— T m-4 Z’ 21 (AT () u* (i)] +

=1z
#Hh—1
+27 (o= DRzt — 1+ D7 () Ry (9) 5 (5) + 7 () Ry () (1]

Para minimizar esta expresién tomaremos

2y —1
BT m = g1 (to—l)m+2z1‘ INGE)

t=1
y elegimos # de forma a minimizar

4 —1
L=2T (#g— 1) Ryz(ty— 1) + 2 [27 (¢) R, (#) 2 (#) + T (#) Ry u ()]

t=1,

El problema actual es por tanto:
Dado el sistema

() = ¢T(t+1) s@+DF0T @+ Du@E+1) siendo ,—1Lt Lt —2

z2(#;—1)=a

minimizar
3H—1
2T (tg — 1) Ryz (7 — 1) + E [2T (1) Ry (2) 7 (#) + T () Ry (8) u (9)].
=1

Cambiando la variable tiempo y tomando como nueva variable
s =t —1—1t o nimero de etapas que faltan hasta el instante
final se puede escribir el sistema

z(s+1)= 4)"" () 2(s) 4-uT (s)z(s) siendo 0Ls <Lt —4
z(0)=a

t—2y
min 27 (£, — 7o -+ 1) Ry 5 (£, — #, 1) Z‘ [27 (5) Ry () 2 (5) 4 T (5) Ry (5) % (s3]

s=0
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Es éste un problema de control deterministico con informacién per-
fecta cuya solucién sabemos es

u(s)=—L(z(s) 0Ls<Lt — 1,
siendo

L(s)=[Rg(s)F-0(s)M (s 1) 0T (9]0 ()M (s 1) 4)'1' (s)
M (s)= ¢ () M (s + 1) ¢7 (5) + Ry )

— (¢ () M (s + 1) 67 (5) [Ry () +- 6 (s) M (s + 1) 6T (5)]7* -
8() M (s +1) 67 (s)

y condicién inicial
M(# —#,+1) =R,

Pasando de nuevo a la variable ¢ y haciendo

L(s) = K1 ()
M (s) =P ()
sera
ut)=—Kr(f)z(t) foLtLt,—1
Con lo cual
t—1 H—1
et & (¢) =T (tg— 1) m 4 27 (5) T (2) w* (¢) + 8T (4K (#) y (#)

Ahora las z (¢) toman los siguientes valores:

2(ty—1)=a
H—1—1¢

3(8) = H @TE+)—0 ¢ LNET (e ty—1LtLt;—2
=1

Resultando
H—1[ty—1—¢
an(tl) = aT m + a7 2[ H (q)(tl——;) — K, —0@ _]'))]I‘ &) u*(#) +
fn—1 t.t:to-: 7=t
+at Z[ II (@G, —N—KE — 0 -—_/‘))]K(t)y(t')
t=tf - j=1
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Puesto que @ es arbitrario queda

H -1y —1—¢
£(1) =m+ Z‘[ H (¢ (t, — D —K(t, —7)0(# —f))] (2 u*(t) +
=1

j=1

fn—1rH—1—¢
+Z[ ﬂ (¢, —7) —Ki, —5) 0@ —;‘))]K GRIG)

=1 =1

considerando cual seria el estimador éptimo £ (¢, — 1) para cuya ob-
tenciéon habria que haber planteado z (¢, — 2) = ¢ queda

2@)=TE -Da*t, —D+K@EH -1y — 1D+
+ (0 =D —K(h— 1) 0t —1) 2, — D)

Tendremos pues que en cada instante (¢ + 1) serd

2+ =¢O 2O +T O™ () + K@ [y@®)—o® 2 ()]

z(¢) =m
<con

K+ 1)=¢U+DPAOOIT ¢+ D[Ryt + 1)+ 0+ DP @bz 1)
P4+1)=0¢0+ PO ¢+ +Rzt1)—
— oG+ DPAOITEH D[Ry +1)+ 6+ 1P () 0T (¢ + D]
B+ HPE) T+ D
P(¢5) =R,

que son exactamente las mismas expresiones que nos proporciona el
filtro de Kalman.

II. Obtencién del control éptimo
1) Caso de informacién completa:
Sea el sistema
2@+ =¢OxO+FTOu@)+2()
Para hallar en este caso el control optimo podemos utilizar el si-
guiente desarrollo (que se usa también como prueba alternativa del

procedimiento de induccién hacia atras en el caso de la normalidad
de los ruidos):
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Supongamos que la ecuacién en diferencias

SH=¢TOSE+DHM+Q, — $TOSE+DT () [Q, +
+TT@SE+1) ¢ )]

con la condicién inicial

S(N)=1Qo

tiene una solucién que es semidefinida positiva para ¢, < ¢ < N. Sea
la matriz L. definida por

L) =[Q+TT ()SE+ DT TT ()9S +1) ().

Entonces
N—1
T (N) Qg % (N) -+ Z‘ xT (2) Q, x () 4 uT (#) Qq e (£) = 7 (2) S (o) (1) +
=1,
N—1
+ DO FLHcOF O (S E+DT O+ Q[ (¢ +L = O]+
=1

N—1
+ 3 @SE+ D@ O +T @ u®] +

F+OrO+TOu@OITSE+ 1)o@+ 27 ()SE+1) 2 ()

Puesto que nosotros tratamos de minimizar la pérdida esperada nos
resulta

N—1
El = E |#T (t,)S(to)x<t0)+Z' p(ATS (1) o)+

t==2y

N—1
+Z‘[u O+L@x@r - [T BSE+DT @)+ Q[ () +L¢#) = ()t

=1

ya que v (t) es independiente de x ().
Ahora
E {27 (20) S (fo) # (£0)f = mT S(to)m + #7 8 ()R,
Eot ()S¢E+1) o) =2¢7S@#+1)R, ()

con lo que

N—1
ElzmTS(f,,)m+er(to)Ro-;-Z'trS(t+1)R,(t)

t=1,
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alcanzandose el minimo para
u({t)=—L{@#)x()

que es una estrategia admisible en el caso de informaciéon completa.

2) Caso de informacidn incompleta:

El control anteriormente obtenido no es admisible puesto que
x (t) no es observable. Consideraremos ahora como controles admi-
sibles las funciones lineales de

Y}‘_l = [yT (10)) ) ,}'T (t - 1)]
Segtn el anterior desarrollo en cada instante ¢ habrd que minimizar

Effu @)+ L@A)=@ [[T &S ¢+ DTE) + Qul [# () +L () x ()]

Plantearemos
w(t) = —L ()%

Z (t) funcién lineal de Y,_,.
Con esto habrd que hallar £ (¢) de forma a minimizar

E{@ @) —2E)TLT(@®) ITOSCE+DT )+ Q1L @)@ — ()Y, _}
Consideremos la matriz simétrica
M) =Lt (AT )SE+ 1)+ Q)L (¥

Sabemos que existe una matriz ortogonal C () que diagonaliza
M (#), es decir

MN@#H OO0 0... 0
cCEOMEHCH=AB=] 0 & O0... 0
0 0 0...%®

siendo X, (£) > 0 por ser M (¢) una matriz semidefinida positiva.
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Hacemos el cambio de variables

2 (#) = CT (1) x (£)
#(t) = CT (1) 2 ()

con esto también £’ (¢) serd funcion lineal de Y,_, y habrd que deter-
minarlo de forma a minimizar

E{& @)=+ )T A Q@)@ @) —2 @)Y, }=

BTN 0@ 0 — 2 0y, | =BV 0T @ 0 — 2 iy,
siendo
_ -
0

ai@)=1 VY@
0

Para minimizar la esperanza anterior bastard con minimizar cada uno
de los sumandos, es decir hallar %’ (f) funcién lineal de Y, , que
minimice

E [aT (# (&) — & ())]2

Estudiemos ahora el modelo que rige la evolucién de &’ (%).
Teniamos

x(t41)= ¢z () +TOu@)+20)
YO =0()x (1) +e(#)

Multiplicando la primera ecuacién por CT (¢ + 1), la segunda por
CT (¢) obtenemos

Crt4+Dxt4+1)=CTt+DoAOCHOCTHxO+Cr DT O u@)+
4 Crt+1)o()
Cr()y(#)=Cr (2)0(#) C(r) Cr () x () - Cr (#) € (¥)
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Haciendo 3 (#) = CT () v ()

0@)=Cr)b @) C@)
I"ty=Crz 4+ 1)T (2

2 (H)=Cr(t+1)ov ()

e (2)=Cr () e (2)

& O=Cr(t+1) 61 C

queda

HEFD=¢ OF @)+ Ou)+o @)
YO =0 @O+ )

E{v#){=0

Eje (0} =0

cov[v' (¢ o (] =Cr (¢ + )R ()C(t + 1) =R, (¥)
cov[e (1), &' (#)] = Cr (R, (1) C (1) = R’y ()

Hay que hallar 2’ (t) de forma a minimizar
E™@# @®—2 )] i=1,.,n

Este problema idéntico al planteado en el apartado I tiene soluciém
{inica para ¢ = 1, ..., n puesto que segiin vimos el estimador éptimo
que se obtiene % (t) es independiente de a,. La solucién segiin
apartado I seri:

P+ =¢ OFO+ T Ou@®+ K@y E—0 @& @®)]
#(t) = CT (8,) m

con

K@O=¢C+DP @0+ 1)[R ¢ 4+1)4-0 4+ 1D)P ()07 (¢4 1]
P41)=¢ ¢+ P @) ¢T(¢E+)+R (1) —

— ¢ E+DP AT+ DR (24 1) 4

0+ DPHOTEFDTEE+ P @ YT+ D)
P (#9) = Cr (#0) Ry C ()
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Volviendo a las variables primitivas tendremos

PE4+1)=Cr¢ 2 eEt+DFh PECT ¢+ T ¢E+DCE+2)+
+Ct+ 2R F+DCE+D —Cr(t+2 6+ DCEF1) P () -
cCr (10 (1) C(E+1) [Cr(r DR (E 1) CE+ 1)+
+Cr(t4+1)0@¢F+1)CE+1)P #Cr+1)0@F+1)CE+ DI -
CCr DO+ DCEH NP CEF+1) ¢ +DCEFD)

Si planteamos
PH=C@+1)P ()Criz41)

y multiplicamos la expresién obtenida para P’ (¢ + 1) por la izquier-
da por C (¢ + 2) y por la derecha por C* (¢ + 2) queda

P+t )=00C+DP®"C¢+D+R ¢+ —06C+DPAHITEHT) -
RN H 0 DPAO O DO DP9+ D
P(f) =Ry

K(+1)=Cu¢+2¢$ (¢+1DCEFNC (¢t +DPAHCEHNCT 4+ 107t +1)CE+1) -
C DR FDCEF D Cr ¢+ )0+ CE+DCr ¢+ )PECEH1)Cr (#+1)
S8 (¢4 1) C(F ]

Definiendo
KE+1)=C{+2K (¢+1Cr(#4+1)
queda

K(f4-1)m= ¢ (¢ + 1) P )02 (£ 4 1) [Ry (¢ 4+ 1)+ 0 + 1P () 07 (¢ + DI

Pasando ahora a las variables iniciales en la expresion de #' (t + 1)
queda:

Cre+D2CE+D)=CT+DoNOCHCTMEZO+CTE+DT ) u(@) +
+CTE+DKE@OCEHICT @Oy () —CT ()6 @) C()CT (@) 2]

Multiplicando ambos miembros por la izquierda por C (¢ + 1) queda

FEHD =g OEO+ T Ou® +K® () —0 1) 2®)]
2(t) = m.

Resultados que coinciden con los que se obtenian en el apartado I
de Estimacion del vector de estado del sistema.
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En cuanto al control éptimo ya vimos que era
w(t) = —L{E# 2@

el cual coincide con el control 6ptimo para el caso de informacién
perfecta si sustituimos en la expresion de éste el estado del sistema
por su estimador siguiéndose cumpliendo en este caso el llamado teo-
rema de separacion o principio de equivalencia lo mismo que se cum-
plia cuando se hacia la hipdtesis de normalidad de los ruidos.



