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It deals with the prove of the verification of the theorem of separation or 
certainty equivalence principle for linear stochastic control problems getting rid 
oi the classical hypothesis of supposing to be normal the system noise and measu
rement noise. 

By analogy to the theory of classical regression, in which when the hypothesis 
of normality of the errors of measurement is removed, the leastsquares estimator 
is only optimum within the class of linear estimators (Gauss-Markoff Theorem) ; 
we in our case after having got rid of thé hypothesis of normality of noises, we 
are going to limit ourselves to finding the optimum control within the class of 
linear functions of the observations Before stating the problem of optimum control 
we shall have to solve the filtering problem, stating an estimate of the state vector 
of the system which is a linear function of the observed outputs and optimum in 
the sense of least squares. 

The solution is given by a system of recurrent equations which coincide exactly 
with those given by the Kalman filter, when one accepts the normality of measu
rement noise. 

Once the problem of filtering is solved, the problem of control is to be solved, 
first in the case of complete information (there is not measurement noise) and 
then with incomplete information, proving the verification of the theorem of 
separation. 

Se trata de probar la verificación del teorema de separación o principio de 
equivalencia para problemas de control estocástico linéales quitando la hipótesis 
clásica de suponer normales el ruido del sistema y el ruido de observación. 

Por analogía con la teoría de Regresión clásica en que cuando se quita la hipó
tesis de normalidad de los errores de observación el estimador de mínimos cua
drados es sólo óptimo dentro de la clase de los estimadores lineales (Teorema de 

(*) Trabajo realizado dentro del Programa March de Matemáticas de 1974. 
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Gauss-Markoff) ; nosotros en nuestro caso al haber quitado la hipótesis de norma
lidad de los ruidos, nos vamos a limitar a hallar el control óptimo dentro de la 
clase de las funciones lineales de las observaciones. 

Previo al problema de hallar el control óptimo tendremos que resolver el pro
blema del filtrado, hallando un estimador del vector de estado del sistema que sea 
función lineal de las observaciones y óptimo en el sentido de los mínimos cuadra
dos. La solución nos viene dada por un sistema de ecuaciones recurrentes que 
coinciden exactamente con las que proporciona el filtro de Kalman cuando se supone 
la normalidad del ruido de observación. 

Resuelto el problema del filtrado se resuelve el problema de control, primero 
en el caso de información completa (no hay ruido de observación) y luego en el 
de información incompleta, comprobándose la verificación del teorema de sepa
ración. 

Planteamiento del problema 

Se trata de reconstruir la teoría del control estocástico lineal 
quitando la hipótesis de la normalidad del ruido del sistema y del 
ruido de observación. 

Concretamente se va a considerar un sistema gobernado por las 
ecuaciones siguientes : 

x{t + i) = ^x{t) + ru{t)-{-v{t) 
y{t) = Bx(t) + e{t) 

donde 
¿ € T conjunto numerable de índices. 
X vector de estado es un vector iz-dimensional. 
u vector de control es un vector /^-dimensional. 
y vector de outputs observables es un vector r-dimensional. 
{v (t)y t £ T} y {e (t), t ^ T} son sucesiones de vectores aleato

rios, siendo 

E {v (t)) = 0 / ^ T 
EÍ^(2f)¡=.0 / C T 
cov[z;(/),z;(/)] = Ri 
cov[e{t), ^(/)] = R, 
cov [v (/), e (í)] = O 

Las matrices <(), r , ©, R^, R^ pueden depender del tiempo. Se supo
ne que el estado inicial x (ÍQ) es tal que 
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Se adopta como función de pérdida 

N — 1 

/ .= xT (N) Qo ^ iN) -I- ^ [:̂ T (̂ ) Qj X {/) + uT (/) Q̂  u (/;] 

Qo> Qi> Q2 matrices simétricas semidefinidas positivas. 
Se trata de hallar un control admisible, u (t) óptimo en el sen

tido de que minimice la pérdida esperada: E (/). 
Puesto que la variable estado no es observable, en cada instante 

t consideraremos como controles admisibles u (t) todas las funcio
nes medibles de los outputs observados hasta ese instante, es decir 
u (t) habrá de ser función de 

El modelo difiere del modelo clásico en que no hacemos ninguna 
Tiipótesis sobre la forma de las distribuciones de v (t) y de ¿r (t), lo 
cual va a provocar que no podamos determinar en cada instante, 
la distribución a «posteriori» de x (t) : F {x (t) \ Yf_i), distribución 
que es necesario conocer para poder resolver el problema por el 
principio de inducción hacia atrás. 

Sabido es que en los modelos lineales de regresión el problema 
se puede resolver : 1) Haciendo la hipótesis de la normalidad de 
los errores de observación en cuyo caso el estimador de mínimos 
cuadrados que resulta tiene una serie de propiedades óptimas por 
coincidir con el de máxima verosimilitud. 2) Sin hacer la hipótesis 
sobre la normalidad de los errores en cuyo caso el estimador de míni
mos cuadrados es sólo óptimo dentro de la clase de los estimadores 
lineales. 

Por analogía nosotros en nuestro caso al haber quitado la hipó
tesis de normalidad, nos vamos a limitar a hallar el control óptimo 
dentro de la clase de las funciones Hneales de 

Yj_.i=bT(/o) yUt-lñ-

Previo al problema de hallar el control óptimo vamos a resolver 
el problema de estimar el vector estado x (t) por una función lineal 
de Y^í_i : x (t) de forma que el estimador sea óptimo en el sentido 
de los mínimos cuadrados. 
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I. Estimación del vector de estado del sistema 

Consideremos el sistema 

í. (if 4-1) = (j, (t) X (O 4- r {t) u* (/) + v{t) 
y(i)=:%{t)x{t) + e{t) 

con las hipótesis ya expuestas y se trata de estimar en cada instan--
te íi, a^ X (tj) linealmente en y (t^ — 1), y (t^ — 2), ..., y (ÍQ) y m> 
de forma a minimizar 

siendo a un vector ^-dimensional. 
Como el estimador es lineal tendremos 

aT X (t^) = — ^ «"̂  i^) y i*) + bi m 

teniendo que determinar h, u (ti — 1), ..., u (to). 
Introducimos los vectores «̂  (t) 

iz(t)=: f (¿ + 1) r (¿ 4- 1) 4- 0Î (t + 1) U (t 4- 1) 

\ z{t^ — \) = a 

=> arxit,) = zr (t, - l)x{t{) = zr {t^ ^ t) x (to) + ^ \ZT (t)x{í + l)'^ 

^zr{t^l)x{t)] 

zr (i)x{t-\-\) = d^ {t) (j) {t) X (t) 4-zT (/)r(/) «• (O 4- ZT(/) vit) 

zr (/ — Da; it) = 3^ (O <j) (¿) x it) 4- «T (/) 0 (?) íe (/) 

= > ííT (t) x(t+l)--'Zt {t -^l)x it) = zr (t) r (O «* (/) 4- zT (̂ ) V it) — «T (/) 0 it) X it) 

flT ^ (.¿̂ ) = - y ^ «̂  i^)y (̂ ) + '̂ '̂  ̂  = •" 5 ^ í"̂ (̂ > ® (̂ ) ^ (̂ ) + ^̂ <̂ ^ ^ (̂ )J + ^̂  ^• 

De donde 

flT ;i- (¿j) — aT f (¿^) = 2T if^ -i)x (t^) - -̂ "̂  «̂ + y * 2^ (̂ ) r (/) /̂ * (O 4 -

¿ 1 - 1 / , - l 

4- V 2T (/) vit)— y^ ur it) e (t). 
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Resultando 

[ f h —1 "|2 

-{•zt (/o - 1) Ro ^ (/o - 1) + 2 * t̂ "" W ^1 í^) ^ (̂ ) + '̂̂  (̂ ) ^2 (O « (01 
/ = /o 

Para minimizar esta expresión tomaremos 

¿T w = »T (/Q — 1) w 4- 2 " 2̂  (í̂ ) r (/) «* W 

y elegimos u de forma a minimizar 

L = T̂ (/o - 1) Ro « (/o •- 1) + 2 ] ' f̂^ ^̂^ ^* ^̂^ "̂  ^̂ ^̂ + "^ ^̂^ ^' "̂  ^̂ '̂ 

El problema actual es por tanto : 

Dado el sistema 

s ( / ) = <j>T(¿ + i ) , ( / - } - i )_ |_0T ( / + ! ) « ( / - } . 1) siendo /g — 1 ^ / ^ ĵ — 2 

j5 (/j — 1) = a 

minimizar 

^̂  (̂ 0 - 1) Ro ^ (̂ # - 1) + y [;ST (/) ̂ ,(t)z (t) + «T (/) R, /̂) « (/)]. 

Cambiando la variable tiempo y tomando como nueva variable 
s = ti — 1 — t o número de etapas que faltan hasta el instante 
final se puede escribir el sistema 

z (s 4 -1) = (j)T (s) z {s) -T- üT is) u (s) siendo O ^ J ¡^ /j — ĴQ 

z{0)=z a 

h-h 
min isT (/, ^ . z'o - f 1) Rj, 2 (z'j - - /^ 4 - 1 ) + ^ [^T {S) RJ (Í) ^ {$) + WT (Í-) Rg (j) « (Í)} 
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Es éste un problema de control deterministico con información per
fecta cuya solución sabemos es 

u(s) = — h{s)zis) o ^ í ^ / , — /o 

siendo 

L is) = [Rj is) + 6 (í) M (1 + 1) 6T (X)]-I G is) M ( Í + 1) f (s) 

M (í) = (j) {s) M (í + 1) f {s) 4 - Ri is) 

- (^ W M (x + 1) ÔT is) IPs (̂ ) + ô (̂ ) M (X + 1) 0T is)]-i . 

y condición inicial 

Pasando de nuevo a la variable ¿ y haciendo 

L (j) = KT it) 

M (í) = P (/) 

será 
uit)= — KT (̂ ) 2 (̂ ) ifo £̂  / ^ / j — 1 

Con lo cual 
ti-í /i—I 

d^ X (t^) =z'rit, — l ) m + ^ zT it) r it) u* it) +• ^ «^ W K (Z)^ (/) 

t=¿Q t — tQ 

Ahora las z (t) toman los siguientes valores : 

0 (/j — 1) = a 

7 = 1 

Resultando 
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Puesto que a es arbitrario queda 

(O-

h—lTh — l — t 1 

+ 2 ^ 1 1 {^{h~-J)-'^{t,~-j)Ht,-j))U{t)y{t) 

considerando cuál sería el estimador óptimo x (t^ — 1) para cuya ob
tención habría que haber planteado ^ (t^ — 2) = a queda 

+ ((j) {t^ - 1) - K (f, - 1) Ô (/i - 1)) X {t^ ~ 1) 

Tendremos pues que en cada instante {i + 1) será 

x{t-\-V) = ^{i)x (t) + r (/) u"" it) + K (O [y {t) —^{t)x it)] 

con 

KCí' + 1) = (j) (¿ + 1) P(/) 6T (/ 4-1) 1̂ 2 (̂  + 1) + O (/ + 1) P [t) 6T {t + l)]-i 

p (/ + 1) = (j) (¿ + 1) P (i5) (j)"̂  (/̂  + 1) + R, (/ -f 1) -

- (j)(¿H- l )P( / )ÔT(/+l ) |R2( / + l) + 6( / - f l)P(/)eT ( r + l ) ] - í . 

. e( /+l)P(/)( | ) '^(¿ + l) 

P (/o) = Ko 

que son exactamente las mismas expresiones que nos proporciona el 
filtro de Kalman. 

IL Obtención del control óptimo 

1) Caso de información completa: 

Sea el sistema 

:̂  (if + 1) = (|) (O ^ (O + r W « {t) + V (t) 

Para hallar en este caso el control óptimo podemos utilizar el si-
guíente desarrollo (que se usa también como prueba alternativa del 
procedimiento de inducción hacia atrás en el caso de la normalidad 
de los ruidos) : 
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Supongamos que la ecuación en diferencias 

S (O = <j)T (t) S(t + l)(j) (t) -¥Q^- f (t) S (¿ -f 1) F (¿) [Q2 + 

+ r^ w s (í +1) <j) (í)] 

con la condición inicial 

S(N) = Qo 

tiene una solución que es semidefinida positiva para t^ < ¿ < N. Sea 
la matriz L definida por 

L (/) = [Q2 + TT (/) S (/ + 1) r (/)]-! TT (O s (¿ + 1) (j> (O-

Entonces 
N — 1 

:rT (N) Qo x{n) + ^ xr (t) Q, x (t) + «T (/) Q, « (/) == ^T (f^) S (/Q) A; (/Q) + 

N — 1 

+ 2 ^ l« (O + L (/) X (/)]T [FT (/) S (/ + 1) F (/) + Q,1 [u (/) + L (/) ^ (/)] + 

N — 1 

+ ^ ¡vT (t) S (/ + 1) [(j) (¿) ^ (¿) + F (O w (0] + 
t—ÍQ 

Puesto que nosotros tratamos de minimizar la pérdida esperada nos 
resulta 

El « E ¡ATT (/,) S (/o) X (/o) + ' ^ ^ í^)" S (/ + 1) z; (i) + 

N — 1 

+ 2 ' í " (̂ ) + ^ (̂ ) ^ Wl^ • [rT W s (/ + 1) F (/) + Q2] \u (i) -\-L(t)x (t)][ 

ya que v (t) es independiente de x (t). 
Ahora 

E \xT (/o) S (/o) X {to)\ =mTS (/Q) ^ -f ^ ^ S (/Q) RQ 

E i»T (/) S (/ + 1) » (̂ ) = / r S (/ + 1) R, (/) 

con lo que 
N — 1 

El > ¡̂ íT s (/o) w + / r S (/o) Ro + V ^ ^ S (¿f + 1) Rj (/) 
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alcanzándose el mínimo para 

que es una estrategia admisible en el caso de información completa. 

2) Caso de información incompleta: 

El control anteriormente obtenido no es admisible puesto que 
JT (t) no es observable. Consideraremos ahora como controles admi
sibles las funciones lineales de 

Yj_i = [yT (/o), .yU^-D] 

Según el anterior desarrollo en cada instante t habrá que minimizar 

E][uit) + L (t) X {t)]T [FT {/) S (/ + 1 ) r(/) 4- Qsl [« (O + Lit)x {t)] 

Plantearemos 

J (t) función lineal de Y Í . ^ . 

Con esto habrá que hallar x (i) de forma a minimizar 

E í(f (t) ~~ X {t)y 17 (O [V^ (O s </ + 1) r (O + Q ]̂ L (O (^ (O - X (¿))/Y,_ J. 

Consideremos la matriz simétrica 

M it) = LT (/) [FT (/) S (/ -f 1) r (t) + Q2I L (/) 

Sabemos que existe una matriz ortogonal C {t) que diagonaliza 
M {t), es decir 

CT (t) M (/) C (/) = iV (/) = 

XjW 0 0 . . . 0' 

0 X2 (0 0 . . . 0 

0 0 0 . . . X„ {t) 

siendo X¿ {t) > 0 por ser M (¿) una matriz semidefinida positiva. 



212 PILAR IBARROLA MUÑOZ 

Hacemos el cambio de variables 

X' (t) = CT (t) X (t) 

^' {t) = CT (O X it) 

con esto también x' (t) será función lineal de Y¿_j y habrá que deter
minarlo de forma a minimizar 

= E 

E {(r it) - x^ (OF A it) ix^ it) - x^ (0)/Y,_ J =. 

y A, (O ( r , (O - :r', (¿))VY,„J = E j y [a.T (J ' (¿) ~ x' (0)3VY,_J 

w- = i 

siendo 

O 

o 

o 

Para minimizar la esperanza anterior bastará con minimizar cada uno 
de los sumandos, es decir hallar x' (t) función lineal de Y^.^ que 
minimice 

Estudiemos ahora el modelo que rige la evolución de x' (t). 

Teníamos 

x(t + l)=: ^(t)x{t) + r ( / ) « ( / ) + z;(/) 

y(t)==(i{¿)x(f) + e{t} 

Multiplicando la primera ecuación por C^ (t + 1), la segunda por 
C^ (t) obtenemos 

CT (/ 4-1) ^ (/ + 1 ) = cT it + 1 ) (j, (t) c (t) CT (t) X {i) + c^ (/ + 1 ) r it) u (t) 4-

+ C'T(t + \)v it) 

CT it)y{t) = CT (t) 6 {t) C (t) CT (t) X (t) + CT (t) e (i) 
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Haciendo y' (t) = C (t) y (t) 

r{t]^cr{t + i)r(t) 
v' {t) = CT (/ + 1) » {í) 

¿ if) - CT (/) t {t) 

(j,' (i) == Ĉ  (/ +1) <j, (í) C «) 

queda 

x' (/ -f-1) = f (t) X' (O + r ' (/) « {i) + »' (í) 

E !*'(/)! = o 

cov \v' (O, V (/)! = CM' + 1) Ri (i) C (̂  + 1) = R', (/) 

COV [«' (i\ é' (t)] = CT (/) R, [t) C (/) = R', W 
Hay que hallar x' (í) de forma a minimizar 

Este problema idéntico al planteado en el apartado I tiene solución-
única para i = 1, ..., n puesto que según vimos el estimador óptimo» 
que se obtiene x' (í) es independiente de a¡'^. La solución segúa 
apartado I será : 

S' (í + 1) = <j)' (O í ' (í) + r' (í) u (í) + K' (i) [y' (í) - O' {t) $' (¿)] 

con 

K' (í) = f (í + 1) P' (t) 6'T (/• + 1) [R', {¿ + 1) + 6' {t +1) P' (í) 8"' {t +1)]-

P' (t+l)= f (/ + 1) P' (i) <j)T (/ + !) + R', (/ + ! ) -

- <j,' (í + 1) P' W e''' (i + 1) [R'j (̂  + 1) + 

+ «'(/ + 1) P' (í) 6'̂  (' + 1)]-' fi' (' + 1) P' (̂ ) <j)'̂  (' + 1) 

P' ( / ( , )=CT(Í„ )ROC(Í„) 
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Volviendo a las variables primitivas t endremos 

F ( / + I ) = C T ( . ^2)<j)(¿ + i ) ( ( / 4 t í ) r{t)C'r (t + 1) f it + i)C{t + 2) + 

+ CT( / + 2 ) R I ( / + 1 ) C ( / + 2 ) - C T ( / + 2)<J)(¿ + 1 ) C ( / + 1 ) F ( / ) . 

'CT{t + \)Or(t+l)C(í + í)[C'r(t+l)^,{t+l)C(t + l) + 
+ C T ( / + l ) 8 ( / + l )C( / + l ) F W C T ( / + l ) 0 ( / + l ) C ( / + l)r> . 

• CT (/ + 1) O (/ + 1) C (/ + 1) P' [t) CT {t + l)f^{t + l)C(t + 2) 

Si p lanteamos 

P( / )=C(2f+ l )P '{ / )CT( /4 - l ) 

y multiplicamos la expres ión obtenida para P ' {t + 1) por la izquier

da por C (t + 2) y po r la derecha por C^ (t + 2) queda 

P {/ + 1) == ^ (¿ + 1) P (t) f (/ + 1) 4- R, (/ -f. 1) -> cjj (¿ + 1) P (/) 6T (/ + 1) . 

• [«2 (/ + 1 ) + 0 (/ + 1 ) p {/) e {t +1)]-' Ô (/ + 1 ) p w (j) (í + 1 ) 

K' (/ -M) = CT îf + 2) <j) (í + 1) C (/ + 1) CT (/ + 1) P (t) C(f + 1)CT (t + 1) 6T (/ -f 1) C (/ 4-1) • 
- [ C T ( / + 1 ) R 2 ( / + 1 ) C ( / + 1) + C T ( / 4 - 1 ) 0 ( / + 1 ) C ( / + 1)CT(J? + 1 ) P ( / ) C ( / + 1 ) C T ( / + 1) 

. eT(/ + i )C( / + i)i-í 

Definiendo 

K (/ 4-1) = C {/ + 2) K' (/ + 1) CT (/ -f 1 ) 

queda 

K (/ + 1) X» <j) (¿ + 1) P (f) 6T ( / + 1) [Rg (/ -f-1) -f 0 (/ -f-1) p (/) 0T (t 4- i)]-i 

Pasando ahora a las variables iniciales en la expresión de x' (t + 1) 

queda : 

CT(í + 1 ) 1 (í + 1 ) = CT (¿ + 1 ) <j) (¿) c (O CT (ty^it) + CT (¿ + 1 ) r (¿) ^ w + 

+ CT (¿ + 1) K (O C (O [CT (t) y (t) - CT {t) 6 (¿) C (í) CT (¿) ^ (¿)]. 

Mult ipl icando ambos miembros por la izquierda por C (¿ + 1) queda 

$ (t :+ 1) = (j> (í) f (¿) + r (O u{t)-\-K (t) íy (t) - Ô (O ^ it)] 

Resul tados que coinciden con los que se obtenían en el apar tado I 

de Est imación del vector de estado del sistema. 
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En cuanto al control óptimo ya vimos que era 

í# (í) = — L (i) B (t) 

el cual coincide con el control óptimo para el caso de información 
perfecta si sustituimos en la expresión de éste el estado del sistema 
por su estimador siguiéndose cumpliendo en este caso el llamado teo
rema de separación o principio de equivalencia lo mismo que se cum-
jplía cuando se hacía la hipótesis de normalidad de los ruidos. 


