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PRESENTADO POR EL ACADEMICO ExcMo. SrR. GERMAN ANCOCHEA.
QUEVEDO

El Dr. Hans Peter Rehm, que tuvo la amabilidad de leer dete-
nidamente la primera parte de mi trabajo «Un modelo elemental
para las clases de ideales de un anillo algebraico» [1] y al que agra-
dezco muy sinceramente su valiosa colaboracion, demostré mediante
un contraejemplo, que las condiciones exigidas en el enunciado del
teorema 1-4 no son suficientes para la existencia de A-matrices seme-
jantes a una matriz dada. Con posterioridad, publicé [2] un teorema
en el que se dan condiciones suficientes para la existencia de dichas
matrices. A continuacién damos las condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia de A-metrices y en particular, el teorema
de Rehm. Afiadimos algunos complementos y aclaraciones a [1].

1. Existencia de A-matrices

I-1. LeMA.—Si la matriz M de orden n, tiene por ecuacidn mi-
nima su ecuacidn caracteristica y X = (x,, ..., X,) es un wvector
arbitrarvio, el mdximo comdin divisor de los determinantes de los
menores de orden h + 1 de la matris,

M
1.2y

o X

sl

Mh

es independiente de X, para todo h <€ n — 2.
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DEMOSTRACION. — Procederemos por inducciéon sobre #. Para
# = 2, el lema es evidente, lo supondremos cierto para toda matriz
de orden inferior a » y para la matriz M de orden %, supondremos
«que sea s el menor nimero para el que no se cumple el lema. In-
dudablemente, % > 2. Si representamos por F (#;), (j =1, ..., n),
la forma homogénea M. C. D. de los determinantes de los menores
de orden % + 1 de la matriz 1.2, en virtud de las hipdtesis ad-
‘mitidas, existiran polinomios

Pi(x]') (j‘=11"'1"1 £=0|1‘--'vh—1)

itales que se verifique:

k—1
)’(Mkezp.-(x,-)iw mod  F(x)). 1.8

i=0

Si representamos por M,, la forma normal de Jordan correspon-
diente a la matriz M, existe una matriz unitaria B tal que,

M =BM,B"!

Sustituyendo esta expresién de M en (I-3) resulta,

h—1
XBMy B! = Z P;(x) XBMy#B-1 mod F (x)). (1.4

=0

'Si hacemos X B = Y, por ser B unitaria, la correspondencia entre

los vectores X e Y es biunivoca, X = ¥ B!, con lo cual F (x;)
se transformard en F (v;), los P, (#;) en P, (y;) y la relacién 1-4,
la podemos escribir en la forma,

h—1
Y (Moh - Z P.-(y,-):M.,-') B-1=0 mod F(y)).

i=0

Como la matriz B es independiente de Y, de la anterior resulta,

h—1
YMOhEYZPAy;)Mo" mod  F(y)).
£=0
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En consecuencia, basta demosirar el lema para wmatrices M, de
Jordan.
La matriz M, podra ponerse en la forma,

r,4,0...0

0
Mo=|:
0

«con @, = 0 si la ecuaciéon caracteristica de la matriz M tiene, al
menos, una raiz simple y @, = 1 si dicha ecuacién carece de raices
simples. M, es matriz de Jordan de orden » — 1, con la propiedad
«de que su ecuacion caracteristica es también minima. De la forma
-de M, se deduce,

i, a ...a:0...0
. 0
Mfy = M,
para i =1,...,n—2. Si ¢, = 0, todos los a; son ceros.

Si suponemos que para todo Y, el M. C. D. de los determinan-
tes de los menores de orden i + 1 de la matriz,

(1.5)

es F (y;) y consideramos el vector particular

?—:—_‘ (Ov )'g. .o »J’n)'

‘todos los elementos de la primera columna de la matriz 1.5, son
-cero, en consecuencia, todos los determinantes de los menores de
orden 4 + 1 de dicha matriz en los que intervenga la primera co-
Tumna son iguales a cero, pero los determinantes de los menores
«de orden % + 1, en los que no intervenga la primera columna, segu-
Tamente existentes (para h = » — 2 hay uno), no pueden ser igua-
Tes a cero, ya que esto implicaria que para todo

Vo= (9 -2 9
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los determinantes de los menores de orden i + 1, de la matriz,

Y, M
R (1.6)

Yy M

fuesen iguales a cero, lo cual equivale a que la ecuacion minima de
la matriz M, es de grado menor o igual a & € n— 2, en contra
de la hipétesis admitida de ser dicho grado igual a »—1. Si
I = n — 2, los determinantes de todos los menores de orden s + 1
de la matriz 1.6, por hipdtesis, tendrin por M. C. D. F (y;), con
j'=2,..,n, pero esto es imposible por la hipdtesis inductiva de ser
cierto el lema para todas las matrices de orden inferior a n. Por
consiguiente, sdlo queda por demostrar el caso en que h = n—2
y el vector Y tiene y, 54 0. En estas condiciones, los determinantes.
de los menores de orden n — 1 de la matriz 1.5, coinciden con los.
correspondientes de la matriz,

Y .
Y (Mg — 7, U)
Y My (M, — 7, U) U = matriz unitaria de orden n,

Y Mg*2 (Mg — 7, U)

La primera columna de esta matriz es, (y,, 0, ..., 0)', por lo tanto,
el M. C. D. de los determinantes de los menores de orden n — 2,
de la matriz,
Y (Mg —r, U)
Y‘Mo My — 7, U) (1.7)
Y M3 (Mg — 7 U)

es F (y;). Ahora bien, las matrices M, y M, —» U conmutan,
por tanto, la matriz I-7 puede ponerse en la forma,

Y (Mg — 7, U)
Y

My —r, U) M, (1.8)

~<l ..

(Mo — 7, U) My=3
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‘Si hacemos Y (M, — 7, U) = Z, el vector Z es un vector arbitrario
que cumple la condicién =z, = 0 y resulta que el maximo coman di-
visor de los determinantes de los menores de orden n —2 de la
‘matriz,

M,

PR ST

YA M‘n—ﬁ

es funcién del vector Z, pero esto es imposible, ya que para la ma-
‘triz I-5 vimos que para que esto fuera posible, necesariamente tenia
{que ser h=n—2.

En la demostracién se ha supuesto que la ecuacion caracteristica
de la matriz M tiene una raiz distinta de cero, si no fuera asi, M,
tendria la forma,

‘En este caso, el determinante del menor de orden # — 1, constitui-
do pbr las # — 1 primeras columnas de la matriz 1.5, con h = n — 2,
es igual a y,"' y el determinante del menor constituido por las
n — 1 4ltimas columnas de dicha matriz no es miltiplo de y,. En
.consecuencia, el M. C. D. de los determinantes de los menores de
orden n — 1 de la matriz es igual a uno. Queda asi demostrado el
lema en todos los casos posibles.

Ahora estamos en condiciones de demostrar:

1-9. TeorEMA.—Si la wmatriz M tiewe por ecuacidn minima su
ecuacién caracteristica, la condicidn mecesaria y suficiente para que
M sea semejante a una A-matriz es que las matrices,

MO=U,M, ..., \»=t

sean linealmente independientes sobre Z/p, para todo primo p, o
lo que es igual, que la ecuacion minima de M sobre Z/p, sea, al
wmenos, de grado n—1 para todo primo p.
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DeMosTrACION.—La relacion

7 —2
ZM")\;EO mod p A\ € Z, 0= matriz nula

i=0
es invariante en la semejanza de matrices, En efecto, st
B=XMZX"1,

se verifica,
X(EMM)X1=X0X"! modp

por tanto,
INXMiX1=0 modp

es decir,
TMBi=0 modp,

Si A es A-matriz, las matrices: U, A, ..., A"2%, son linealmente ir-
dependientes sobre Z/p para todo primo p. En consecuencia, la con-
dicion es necesaria.

En virtud del teorema I-4 de [1], para demostrar la suficiencia

basta demostrar que existe un vector entero X, tal que el M. C. D.
de los determinantes de los menores de orden n — 1 de la matriz,

(1.10)

es igual a uno. Si dicho M. C. D. fuera multiplo de un nimero
primo p, para todo X, existirian enteros 1, tales que,

”n—2

Zk;i’wg 0 modp

7=0

es decir,

12 —2
X(Zkiw) =0 mod p,

F=0
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para todo 5(, lo cual implica,

n—2
Z?\;M‘—EO mod 2,

i=0
en contra de la hipotesis.
Si el M. C. D. de los determinantes de los menores de orden:
n—1 de la matriz 1-10, es un ntmero m 5% 1 para todo X y mr

varia con X, esto equivale a que considerado el problema formal-
mente, el M. C. D. de dichos determinantes es una funcién homo-

génea F (x;) de las componentes x; del vector X, pero esto es im-
posible en virtud del lema I-1. Por tanto, queda justificada la sufi-
ciencia y con ella demostrado el teorema.

Si
—32
N = Z?\;M"E 0 modp A € Z,\;55 0 wod p, para todo #),
i=o
la matriz N tendrd por ecuacion caracteristica,

0
Q(}V)=det(N—-—_yU)=Za,,_,'y"=0 (1.11)
con
ay=(—1)" a;=0 modp’ (i=1,...,n).

I.a anterior ecuacidén es la transformada de la ecuacién caracteris-
tica de la matriz M,

P (x) = det (M — x U) = 0,

mediante,

Y= Z)\,-x’.

i=0

La ecuacién,

Q(y») =0 mod p,
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tiene la tnica solucién, y = 0 mod p, con multiplicidad #». En con
secuencia, dada la ecuaciéon P (x) = 0, para que exista la transfor-
‘macién '

y=Zl.'x",

1=0

‘de forma que la transformada Q (y) =0, de P (x) = 0, sea de la
forma I-11, es necesario y suficiente que se cumpla alguna de las
-dos condiciones siguientes :

a) P (x) =0 mod p, tiene una raiz x, al menos triple.

En efecto, si P (#) = (v — #,)* P, (#) mod p, la transformada
«de P (x) = 0, mediante y = (+ — #,) P, (#), cumple la condicién de
-que Q (y) = 0 mod p, tiene la raiz y = 0 con multiplicidad n.

b) P (x) = 0mod p tiene, al menos, dos raices x,, X, dobles.
En efecto, si

P(x) = (x — x)?(x — x,)3P;(x) mod p,
1a transformada de P (#) = 0, mediante la transformacién,
y=(x — xy) (x -= x,) P, (x)
-cumple la condicién de que Q (y) = 0 mod p, tiene la raiz v =
-con multiplicidad #.
En estas condiciones podemos enunciar:
1-12. TreorREMA.—Si la ecuacién
P(x)=(—1nxn | an_ixi=0,

2, € Z, mo tieme raices wmaltiples, las condiciones mecesarias vy sufi-
cientes para que toda matriz entera M, de ecuacidn caracteristica
P (x) = 0, sea semejante a una A-matriz son:

1.%) Para cada primo p, no existe un a € Z, tal que
P(x)=0 mod p?,

para todo x = a mod p.
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2.%) Para cade primo p, no existen a, b€ Z, tales que,

Px)=0 modp? paratodo x=a mod p.
P(x)=0 omod p* paratodo x=b mod p.

DeMoOSTRACION.—En efecto, si P (#) = 0 no tiene raices malti-
ples y la matriz M tiene por ecuacién caracteristica P (#) = 0, for-
zosamente, su ecuacién minima es también P (#) = 0. Si se ‘cum-

plen las condiciones 1.%) y 2.2), no puede existir ninguna relacion de
la forma,

n—2
Z)\;Mfs 0 mod p,

i=0

por lo tanto, en virtud de I-9, queda demostrado el teorema.
Si la ecuacion,

Px)=0 mod 2,
tiene raices multiples, p es divisor del discriminante de la ecuacion
P (x) = 0.
Si
P(x)=(x —a)?P;(x) modp

la transformada Q(y) =0 de P(x) =0, mediante y.= (v —a) P, (¥),
cumple la condicién,

Q(»)=0 mod p* paratodo y=0 mod p,
por tanto, Q (y) es de la forma
Q) =y* & y" 1+ ...+ b, conb;=0 mod pi,
Sien Q (y) = 0, hacemos, y = p 5, se transforma en R (2) = 0, con
R(zy=zn 8" a# 14, & con b =5;|p'.

La ecuacion R (2) = 0, tiene sus coeficientes enteros y es la trans-
formada de P () = 0, mediante la transformacién,

(x — a) P, (%)
2

Z ==
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por tanto, el orden Z [#], (P (#) = 0), no es maximal. Como conse-
cuencia de esta observacion y de los teoremas I-9, I-12, podemos
enunciar :

1-13. TeoreEma DE REuM.—Si la ecuacion P (x) = 0 tiene sus
coeficientes en Z y es irreducible sobre Z, es condicidn suficiente
para que toda matriz M con elementos enteros racionales y ecuacién
caracteristica P (x) = 0, sea semejante a una A-matriz, que el orden
Z [x] sea mdximo.

Si la ecuaciéon minima de la matriz M de orden = y elementos.
enteros es de grado n — 1, evidentemente la ecuacién P (x) = 0,
caracteristica de M, tiene al menos una raiz doble que es un entero
racional.

Si la matriz M de orden # y ecuacién minima de grado » — 1, es
semejante a una A-matriz, en virtud de las I-5 de [1], a, = b, = O.
En consecuencia, la A-matriz semejante a M es de la forma:

ay dy dg ... An_y O

000... 0 r

en donde 7 es raiz doble de la ecuacién caracteristica P (#) = 0. De
acuerdo con las I-11 de [1], las a; (i = 1, ..., » — 1), estin univo-
camente determinadas por P (x) y . En consecuencia, podemos
enunciar :

1-14. TeorREMA.—Si las matrices M,, M, de polinowmio caracte-
ristico P (x) = (x — r)? P, (x) v ecuacidn minima (x — r)P, (x) = 0,
son semejantes a una M-matriz, son semejantes.

1-15. TeorEMA.—Dado el polinomio P (x) = (x —r)* P, (x), cow
coeficientes en Z, la condicién necesaria y suficiente para que toda
matriz entera M, de polinomio caracteristico P (x) y ecuacidn minima
(x —r1) P, (x) =0, sea semejante a una A-matriz, es que dichas
matrices pertenezcan o la misma clase.
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2. Construccién del modelo

Para poder garantizar la validez del teorema IV-6 (definiciéon del
modelo) de [1] es necesario comprobar que los ideales de grado su-
perior a uno, cuya norma es menor que k, estan incluidos en el
grupo producto de los subgrupos ciclicos de clases engendradas por
los elementos del conjunto local completo, reducido, del polino-
mio P (#).

Sea G el grupo de clases de ideales del anillo Z () (P (@) = 0)
y h su orden. Representaremos por G, el grupo producto de los
grupos ciclicos de clases engendrados por los elementos del conjunto
local, completo, reducido, del polinomio P (x) y por %, su orden.
Evidentemente, se verifica: G, es subgrupo de G y, por tanto, h,
divisor de h. La relacidon existente entre las clases ¢; de ideales del
anillo Z (8) (P (®) = 0) y el subgrupo G,, queda establecida del
modo siguiente:

1) Sien la clase ¢; existe un ideal de primer grado cuya norma
sea menor que k, c; pertenece a G,.

2) Si en la clase ¢; no existe ningtn ideal de primer grado cuya
norma sea menor que k, pero en la clase

e ENNM,C.D(r, A)=1),

existe un ideal de primer grado de norma menor que k, ¢; pertene-
ce a G,.

3) Si la clase ¢; no cumple las condiciones exigidas en 1) o 2),
pero en ¢; existe un ideal cuya norma sea un producto de potencias
de elementos correspondientes al conjunto local completo, reducido,
de P (), la clase c; pertenece a G,.

4) Si existe una clase de ideales ¢;, que no cumpla las condicio-
nes exigidas en 1), 2) o 3), entonces, evidentemente, ¢; no pertenece
a G, y G, es subgrupo propio de G. En este caso, en las h — h/h,
clases de ideales ¢; que no pertenecen a G,, los ideales de norma
menor que %k, no son de primer grado. Es decir, existen h — h/h,
ntimeros primos p, menores que K, que no pertenecen al conjunto
local completo reducido de P (#) y para los que el polinomio P (x)
se descompone en producto de factores no lineales.

En los cuerpos cuadraticos se cumple siempre la condicién 1).
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En los cuerpos clibicos se cumple siempre la condicién 2). En con-
secuencia podemos enunciar:

II-1. TeoreEMA.-—En los cuerpos cuadrdticos vy cibicos G, coin-
cide con G.

En los anillos cuyo grado de algebricidad sea mayor que tres,
tendra que tenerse en cuenta la posibilidad de que G, no coincida
con G. Si

P(x)=Py(x) « Pg(x)...Py(x) mod p,

y los polinomios P, (#) (¢! = 2, ..., k) son irreducibles mod p, para
estudiar la clase del ideal de orden superior correspondiente al fac-
tor P, (), basta efectuar en P (#) = 0 la transformacién

y=P;(x).
El polinomio Q (), transformado del P (x), verifica:
Q(0)=0 mod pr (r = grado de P;(x))

en consecuencia, p” pertenece al conjunto de descomposicién com-
pleto del polinomio Q (y) y, por tanto, podremos determinar la
clase a la que pertenece.

El teorema IV-8 de [1] se refiere a G;.
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