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PRESENTADO POR EL ACADEMICO NUMERARIO D. Sixto Rios

In this article an axiomatic for the criterion of decision R —e, proposed by
S. Rios —also called of «fixed riskn— is considered both in the context of uncer-
tainty and in the context of random. Another simpler axiomatic is given for the
special case in which the set of states of nature is finite.

En el presente articulo se estudia una axiomatica para el criterio de decisién
R — ¢, propuesto por S. Rios, también llamado de riesgo fijado, tanto en ambiente
de incertidumbre como en ambiente aleatorio. Se da otra axiomitica mais simple
en el caso particular de que el conjunto de estados de la naturaleza sea finito.

1. Axiomatica: caso general

Sea £ una variable aleatoria definida sobre el espacio de medida
(R, B), siendo B la c-algebra de Borel sobre los niimeros reales y sea
F (#) su funcién de distribuciéon. Llamaremos intervalo de utilidad
R — ¢ de la misma (para un e cualquiera del intervalo [0, 1]) al con-
junto de puntos # '€ R que verifican F (#) = «. Tomando como uti-
lidad de & el punto maximo, minimo o intermedio de dicho intervalo,
quedan definidos los criterios R —e¢, (R —e)* y (R — £)*¥ respec-
tivamente.

(*) Este articulo es una parte de la Tesis Doctoral del autor, leida en Zaragoza,
en el mes de abril de 1977 y dirigida por el profesor Dr. D. Francisco José Cano
Sevilla.
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DEerFiniciON.—Dadas las variables aleatorias &, y &, definidas sobre
(R, B), y dado un v € R cualquiera, llamamos fusidn de §, y §, por el
punto v a aquella variable aleatoria sobre (R, 8) que tiene por fun-
cién de distribucién

Fy (%), six <o
Fy ()=
( méx [F, (v — 0), Fy(x)], six=9

donde F, () y F, () son, respectivamente, las funciones de distri-
bucién de i, y &,. Esta nueva variable aleatoria la representaremos
POI' ('Eli 7/: E!)‘

Se desprenden las siguientes propiedades:

a) La operacién de fusién no es conmutativa.

=

I

<.

b) Si las funciones de distribucién de §, y ¥, poseen un niimero
finito de discontinuidades, también la de (%,,%,8,) los tiene, Vv €R.

c) Sik, y &, poseen una infinidad numerable de discontinuidades,
no se deduce que las de (§, v, §,) las posea, pudiendo ser incluso
continua, como lo prueba el siguiente ejemplo:

1 1
0 ,,x<-—-~2— P x <0
1 1 1 1
Fl<x)=<x+_2_ n_‘_z—sx<0 Fy (x) = x+_2—n OSx/\;
1 1
l—m,,OSx 1 ,,ESx
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1
0 " x<__
1 1 1
Fo(x)={x+5 " —"Q—Sx<;
1
1 w =
2 x

donde [#] denota la parte entera de #», y F,, F,, F, son respecti-
vamente las funciones de distribucién de las variables §,,%, y
(§,, 0, §,), respectivamente.

d) La operacidén de fusién es distributiva respecto a la opera-
ci6én de mixtura, sobre un conjunto cualquiera de variables aleato-
rias cuyas funciones de distribucién pasan por un punto fijo (7, ¢).

e) La utilidad R — ¢ de una mixtura y de una fusiéon de dos
variables aleatorias §, y E, estd comprendida entre las utilidades
R — ¢ de ambas; explicitamente: si designamos con H, la utilidad
R—cde & (1=1,2) y Hy, la correspondiente a (£,, v, £,), donde
7 € R, se tiene:

H, ,, si e<<F,(9)
Si Fy () <<F, (v). Entonces H, = {2 ,, si F, (2) <e<<F,y(p)
Hy ,, si Fy(9)<e

Hy ,, si e<<PF,(v)
Si F, (v) = F, (v). Entonces H, =
H’ ” si F; (0) <e

DeriniciON.—Dados ¢ € [0, 1], v € R, ¢ € R*, Representamos por
1% (e) la variable aleatoria cuya funcién de distribucién es:

0, x<v
F@=(e , v<x<<v4e
1, 24e<x

En el caso particular de que e = 1, escribiremos solamente 7°%,.

En lo que sigue, vamos a considerar el conjunto A de todas las
variables aleatorias definidas en (R, B), en el cual hay definida una
relacién de preferencia <.
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DEerFiNiciéN.—Dado un ¢ € 0, 1], llamamos ge = A —> R a la
correspondencia definida por:

g (&) =1{o|n,_, ~¢&}-

Légicamente, esta correspondencia no tiene por qué ser una apli-
cacién, puesto que el conjunto de imagenes de £ puede ser eventual-
mente vacio o con mas de un elemento.

Axioma 1.—La relacién < definida en A es un preorden.
AxioMa 2.—3| <€ [0, 1] tal que g es aplicacion.

Axioma 3.—V € [0,1] se cumple: 7% = 1% <> v > w.
Axioma 4—VE€A, si v€ g, (§) se verifican:

Eotln) < (15, 2+1,6

(E.v+5,n;+a_1) # (& ”’TI:.Q..b_-]_)' vi>0,

e
donde < denota la dominancia estocastica y la segunda condicién

~

indica que las dos variables no estin idénticamente distribuidas.

Axioma 5.—VE€A, si v€g.(¢), 3e>0 de modo que:

(Eo—e,ns_,) énf}_a, va con e<<a<le-1

(B o—en,_, ()=(&vn,_, ().

Nota.—Es claro que si se verifican los axiomas 2 y 3, el pre-
orden dado en el 1 es completo.

Por otra parte, se verd a continuaciéon que si <X es el orden
R —¢, el e > 0 que define el axioma 5 toma el significado de la
longitud del intervalo de utilidad R — ¢ de la variable . En particu-
lar, si este intervalo se reduce a un punto, e se hace nulo, y los dos

miembros de la segunda condicién del axioma 5 son idénticos.

TeorREMA.—EI criterio R — ¢ induce en A una ordenacién que ve-
rifica los axiomas 1, 2, 3, 4 y 5.
DemosTrACION.—Definamos :

g ' A ——— R

£ ~ne—— v::méxzx‘FE(x)Zs,Fe (x—O)Seg-
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Evidentemente, £ ~ n%_, segiin el criterio R — ¢ pues la utilidad
R — ¢ de ambas variables es v. Ademas este ¢ es el inico que cum-
ple tal condicién, ya que si ¢’ 7 ¢, la utilidad R — ¢ de 7*,_, no es v.

Se cumple por tanto el axioma 2. En cuanto al 1 y el 3, se veri-
fican trivialmente, pues la ordenacién de nimeros reales es un pre-
orden y las utilidades R — ¢ de las variables 7% y %% son v y w
respectivamente.

Para comprobar que se satisface el axioma 4, dada §€ A cual-
quiera, denominemos por F (#) y G (#) a las funciones de distribu-
cion de (5,7 + 1, 1%) ¥y (0%, v + 1, ) respectivamente.

Entonces:

0 p x<v
Fe(x) " x<v+1
F(x)= Gx)={ ¢z w P=x<<v-+1
Loy w2041 méx[s,Fe(x)] w v+H1<x

Por ser v la utilidad R — ¢ de &, se tiene: Fg (v) > ¢, y como
F: es no decreciente: F (#) > ¢, V& > v. Introduciendo este re-
sultado en la expresién de F y G, se obtiene:

Fx)=G(x), Vvxe€eR.

En cuanto a la segunda condicidn, si llamamos F y G a las fun-
ciones de distribuciéon de las variables

(E,v+3,7]:+5_1) y (Eaﬂ,n:-f-b—l)’

respectivamente :

Para todo & > 0, tomando v << x, <7 + 8, se tiene a la vez que
F &) = Fy(x) y que G () =e.

Partiendo ahora analogamente de que Fe () >, Vr>v, y
por tanto Fy (#)s£e, Vo> v, se deduce que F (#,) 7% G («,).

Por altimo, para probar que se verifica el axioma 5, tomaremos
como e la longitud del intervalo de utilidad R — ¢ de &.

Sea e<<a<<e+ 1y llamemos F y G las funciones de distribu-
cién de

(E‘ v ¢, n:—a) y No—a
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respectivamente. Entonces:

FE(x) w x<v—e
F (x) =: € w ?—eSxlv—a-+1
1 7—at+1<x

SO y X¥X<v—a
Gix)=1{e ,, v—a<x<<v—a-+t1
?1 w v—a+4+1<«x

Sea v—a <&, <<v—e. Entonces por una parte F(z,) = Fe (#,),
y por otra, como #, <<v—e<<v—a + 1, se tiene G (x,) = .
Ahora bien, por ser e la longitud del intervalo de utilidad R — ¢ de
£y x,<v—e, concluimos que F¢(x,<<e), y en consecuencia
F(x,) < G(#,); cualquiera que sea a verificando que e<<a<<e + 1.

Finalmente, si el intervalo de utilidad R — ¢ de § es un punto,
e = 0 y la segunda condicién queda establecida; supongamos pues
que ¢ > 0. Llamando F y G las funciones de distribucién de

(Bo—e,ni_, @) v (&2 n5_,0)

se tiene:
F 1" < -
¢ () ¥ p—e Fe(x) w x<
Fe)=¢ ¢ o 2—esx<<v G(x)=
w VS x
1 yw V< x

Ahora bien, se ha visto que Fx (#) = ¢, Vr conv —e<2r<v.
Luego:

Fx)=G(x), wx€R.

LEmA.—Si se verifican los axiomas 1, 2 y 3, dadas §, ¢’ € A cual-
quiera, y llamando v = g (§) y ¢’ = g. (¢)) se tiene:

E>E <oz
DEemosTRACION.—Por el axioma 2 se tiene:

E~m, i E~mpy
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Aplicando ahora el axioma 1:

EZE<D =y

Lema.—Si se verifican los axiomas 2, 4 y 5, se concluye que para
cualquier £ € A, el valor v = g¢ (§) pertenece al intervalo de utili-
dad R — ¢ de la variable &.

DEMOSTRACION.—Sea £ € A y llamemos F y G las funciones de
distribucién de (&, v + 1, %%) y (2%, v + 1, ) respectivamente. En-
tonces :

Fs(x) w x<lv+41 0 n ®0
F (%)= G(x)={ ¢ w VS x<v 1
1w w=o041 mix[s, Fp ()] » vH1<«x

Por el axioma 4, F(#) > G (), YVr€ R=—>F (v) > G (v).
Pero F(v) = Fe (v) y G (v) = ¢, luego Fi (v) > «.

Tomemos ahora ¢ € R con e <a<e + 1, y denominaremos F
¥ G las funciones de distribucion de (¢, v —e, %_) ¥ 1. En-
tonces

Fp (x) w x<v—¢
F(x) = max[e,FE(v—e—-O)] w vt—e<xlv—a-+41
1 w 0—a+1<«x

0, ¥»<<v—a
Gx)=(e ,, v—a<x<lv—a+1
1 " 7)—-a—I—ISx

Por el axioma 5, 3 x, € R tal que F (2,) < G (%,).

Siv,<v—a=> G, =0=>F(x,) <0: imposible.

Si ¥g>v—a+1=> F(x,) =1 => G(#,) >1: imposible.

Si v—e<x,<v+a+1l => F(r)=max[e,Fe(v—e—0)] <
<< G (#,) = ¢: imposible.

Luego v—a <z, <v—e, y entonces F (#,)=F¢ () y G(#,) =¢.
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Asit Fg (x,) <e. Como esto sucede Va con e<<a<<e + 1, de-
ducimos que

Folo—e—0) <e.

Ahora bien, si e = 0, queda probado que v pertenece al intervalo
de utilidad R — ¢ de &. Consideremos ahora el caso de que ¢ >0;
entonces por la 2. condicién del axioma 5:

méx [FE (v —e—0), F";——e(’) (%)= Fp(x), Wy« con v—e<x<v,

Pero

Fg(v—e——O)Ss y Fn._‘(,)(x)=s, vx € [v—e ),

luego

Fele)=e, wvx con 1—e<x<v.

TEOREMA FUNDAMENTAL.—EI criterio R — ¢ viene caracterizado por
los axiomas nameros 1, 2, 3, 4 y 5.

DEeEMOSTRACION.—Sea £ '€ A. Hemos probado en el lema anterior
que v = g¢ (§), pertenece al intervalo de utilidad R — ¢ de . Probe-
mos que es precisamente el punto maximo de dicho intervalo.

Sea w > v; por el axioma 4, existe un v, con v < v, <'w, cum-
pliendo F (v,) 7% ¢. Ahora bien, en el lema anterior se dedujo
¢ < Fe (v), y por ser F¢ no decreciente: &'<< Fg (7).

Resumiendo ambos resultados: Fg (v,) > «.

Entonces, V # con 7, < x <w, se tiene: Fg (#) > Fi (v,) >,
por lo que F: (w—0) > ¢, y en consecuencia w no puede pertene-
cer al intervalo de utilidad R — ¢ de &.

De este modo, dadas &, & € A, por el primer lema, se tiene:
EZY <=>v>7,donde v = ge (}) y ¥ = ge (¥). Pero acabamos
de demostrar que v y ¢/ son precisamente las utilidades R — ¢ de
Ey ¥, por lo que se completa la demostracion.

Nota.—Es facil dar contraejemplos que prueban la independen-
cia de los cinco axiomas anteriores.
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Para el criterio (R — ¢)* es valido el mismo teorema fundamen-
tal, sustituyendo la segunda condicién del axioma 4 por la siguiente:

(E»”—a’ 7]:__5) # (E) 2, 7]:,__5)1 V5>O.

Anilogo resultado se obtiene para el criterio (R — &)*¥, sustitu-
yendo en el axioma 5 el valor ¢ por ¢/2, y la segunda condicién det
axioma 4 por las siguientes:

w3, 15y) Z Gwn, 159 VIS0 w=o2—¢2

(£ » —3¥, 7 b FE Ewin _y) YIS0, w=09—¢2.

w — &

2. El criterio R — ¢ en el caso finito

Sea {9,,...,6,} el conjunto de estados de la naturaleza, y
{d,, ..., di} el conjunto de acciones posibles para un cierto problema
de decisién. En tal caso sabemos que dicho problema viene caracte-
rizado por una matriz A cuyo elemento genérico a’; es la consecuen-
cia de elegir la accién d; cuando la naturaleza presenta el estado 8;.

Si sobre los estados de la naturaleza existe una distribucién de
probabilidad p,, ..., p,, donde p; = P (8)), (j=1,..mn), cada fila
d; de la matriz representa una variable aleatoria discreta que toma
los valores a'y, ..., @', con probabilidades p,, ..., p, respectivamente.

DEFINICION.—Sea ¢ una aplicacién del conjunto {1, ..., n} en .si
mismo, y sea d, una fila de la matriz A con m elementos diferentes.
Se dice que s es una wariacidn natural de la fila d, si se verifica:

a:(1)<ai(2)<...<aé("‘), con o(j)=0(1) <‘—'.'>a;=ai-

Noras.—a) La funcién de distribucién correspondiente a dicha
fila d; es escalonada, tomando en los puntos a'q(;, saltos de valor

9a(j) = Z 2oy

leti ()

siendo Li (5) = {l/a'; = a',).
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b) Dado =€ [0, 1] el intervalo de utilidad R — ¢ para una fila
d; de la matriz A, viene dado por [@'s(y, @'a(ry], donde o es la
variacién natural de d; y r es aquel nimero natural que cumple:

r—1

,
Z facjy=> ¥ 2 fo(j) <o
i=1 i=1

lo que equivale a:

¢ € [Fa(r—1), Fa(r)), siendo Fo(r) = Z‘ 2oy
i=1

En tal caso, la utilidad R — e de d; es a's (.
Cuando ¢ € (F,(r —1), Fo(r)], la utilidad (R—¢)* de d; es
a's . En cuanto a la utilidad (R — €)** de d; es:

a-‘;(r): cuando e € (Fs(r — 1), Fa(r)

12 [af, _;y+al,], cuando e=Fs(r—1)

Por consiguiente, para un ¢€ [0,1) @, y dos filas cualesquiera
d;, d; de la matriz A, si denominamos por s; y s, las correspondien-
tes variaciones naturales, el criterio R — ¢ establece la ordenacion:

di>d <> al ,=al

9;(r) = To,{s)?
donde 7 y s son los tinicos naturales que verifican:
¢ € [Fo; (r —1), Fo; () N [Fo, (s — 1), Fo, ().

Analogo resultado quedaria para los cristerio (R—e)* y
(R — ¢)** modificando convenientemente los intervalos y utilidades.

Para terminar este punto, daremos un algoritmo para la aplica-
cion del criterio R — ¢ en el caso finito.

r—1
(1) Se adopta el convenio E Pa(j) =0, cuando r = 1.
j=t
(2) El caso particular e = 1 no lo tratamos, pero es especialmente simple, ya
que corresponde al criterio segiin el cual todas las decisiones son equivalentes.
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Dado un problema de decision de matriz A, y conservando toda
la notacién anterior, construimos el siguiente cuadro:

Fa, (1), ..., Fo, (my) =1

ng (1), oney Fk (mk): 1

«donde s; y m,; son, respectivamente, la variacion natural y el niime-
ro de elementos distintos de la fila d;, (¢ = 1, ..., k).

Para cada d; se considera la particién [0, 1) siguiente:

0 Fo; (1) Fo;(2), ..., Fo (mi—1) 1
[ )—[— )—I )—— )

7 T t
%; (1) %3 (2) IEERE 85y ()

adjudicando el correspondiente @', (;, a cada subintervalo, tal como
z
se indica en la figura.

A continuacién se considera la interseccion & de todas estas par-
‘ticiones, obteniéndose el diagrama:

0 1
1 1

4) | a5 cee e EXERERRERRY ' o1 (m)
2 2

d,) %50 (2) cre yeerseetesieeninees , @Gy (m)
3 k&

) 4o, Cer e Trerrrrerees ’ Foy tmp)

Si ¢ varia dentro de cada intervalo de &, la ordenacién entre los

d; inducida por el correspondiente criterio R — ¢ sera la misma que

la ordenacién de los valores a's (;, adjudicados a dicho intervalo en
3

las k particiones.
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Para comprobar la sencillez del algoritmo, damos el siguiente

ejemplo :

6, 6 6, 0,

~— p — ~—"
d) [1 6 5 4
) |4 10 9 1
d) | 6 6 12 2
d) \5 9 9 3

0.1
0.2
0.3
0.4

[

ORDENACION DE

ORDENACION DE

ORDENACION DE PROBABILIDADES

UTILIDADES ESTADOS
1<4<B5<6 (1,43 2 0.1 0.4 0.3 0.2
1<4<9<10 (41,32 0.4 0.1 0.3 0.2
2<6<12 (4, : 3) 0.4 0.140.2 0.3
3<5<9 (4, 1, g) 0.4 0.1 0.240.3
01 05 08 ORDENACION DE LOS ELEMENTOS DE Q
g, %4 05 08 0.1<0.4<0.5<0.7<0.8<1
04 07 1
( 04 05 1
0 01 04 05 0,7 0,8 1
= - = : -
4) (B 1 [F| 4 % 5 5 % 6 &
0 . 00
- = = E =
dy) § 1 1 g 4 g 9 9 % 10 %
- | E _ = =
= = = £
| - - -
) |5 2 2 6 6 |5 12 2 |5
a) |g| 3 3 5 9 9 9 |2
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Asi, por ejemplo, V <€ [0,5, 0,7), el criterio R — ¢ realiza la or-
denacidon: d, < d, <<d,~ d,. ‘

Y reciprocamente, si se fija la ordenacion: d, < d, < d, < d, se
obtiene que V <€ [0,7, 1), el criterio R — ¢ ofrece tal ordenacién.

Todo el algoritmo puede aplicarse al criterio (R —¢)*, con
¢ # 0, sin méis que cambiar los intervalos [F, (r — 1), F,,!.(r)), por
los (F,, (r — 1), F.. (r)]. En cuanto al criterio (R — ¢)*¥, con.e = 0

e 7% 1, hay que realizar la particién en intervalos abiertos y puntos..
y yq P

3. El criteric R— ¢ en ambiente de incertidumbre. Confron-
tacién con la axiomatica de Milnor

El problema que planteamos ahora es encontrar un conjunto de
axiomas sobre la ordenacién < entre las filas de un problema finitos
de decisién, de modo que éstos generen una distribuciéon de proba-
bilidades p,, ..., pn sobre los estados de la naturaleza, y un ¢ € [0, 1.}
de modo que la ordenaciéon inducida por el criterio R — ¢ coincide
con la preferencia dada <.

Es sabido que Milnor (1954), propuso diez axiomas para carac-
terizar los criterios de decisiéon en ambiente de incertidumbre total,
cuando el conjunto de estados de la naturaleza es finito, y las con-
secuencias de los actos vienen medidas por sus utilidades en el sen-
tido de Von Neumann-Morgenstern.

La conclusion de Milnor es que no existe ningin criterio que
satisfaga los diez axiomas y en consecuencia la solucién racional es.
contradictoria.

Sin embargo, si se prescinde de algunos de ellos, quedan carac-
terizados algunos de los criterios clisicos mis importantes, como los
de Laplace, Wald, Hurwicz y Savage. Recientemente, F. J. Girén
(1973) ha demostrado que también el criterio Bayes viene caracteri-
zado por un subsistema de estos diez axiomas.

Para el criterio R — ¢ puede comprobarse (ver J. A. Cristobal,
Tesis Doctoral, 1977) que verifica este sistema axiomatico salvo el
de linealidad de columnas y los que caracterizan la ignorancia com-
pleta (simetria y duplicacién de columnas).

En resumen, todos estos resultados pueden condensarse en el si-
guiente cuadro:
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Criterios
Axiomas Laplace Wald Hurwicz Savage Bayes R-¢

1. Orden X X X X X X

2. Simetria X X X X

3. Dominancia fuerte X X X X X X

4. Continuidad X X X X X X

5. Linealidad X X X X X X

6. Adicion de filas X X X X X

7. Linealidad columnas X X X

8. Duplicacién columnas X X

9. Convexidad X X X X X
do. Adicion filas especiales X X X X X

TeEOREMA.—Ningtn subsistema de los siete axiomas de Milnor
que verifica el criterio R — ¢, caracteriza dicho criterio.

DemMosTrRACION.—En efecto, ya que en caso afirmativo, este cri-
terio contendria como caso particular al de Laplace, porque este
altimo cumple todos estos axiomas y dos mas; dicho de otra mane-
ra: dado un problema de decisién finito, existiria un ¢ € [0, 1] y
una distribucién de probabilidad (p,, ..., p,) sobre los estados de la
naturaleza, de modo que el criterio R — ¢ correspondiente coincidi-
ria con el de Laplace. Esto no puede suceder como se desprende del
siguiente contraejemplo :

0, 0,
~— N
d) (2 3 Ordenaci6n Laplace: d; ~ dy > dy
— d, dy, si e
A=)t . el %d‘Zd’ si eii
d)y\1 2 Ordenacién R-¢ t L =
e=1: dy~d,

El mismo resultado es valido para los criterios (R —e)* ¥y
(R —¢)**. La consecuencia de este teorema es que se debe ampliar
la axiomatica de Milnor para que sea posible extraer un subsistema
de axiomas que caractericen estos criterios R —e, (R—¢)* y
(R — &)**,

DEerFiniciON.—Dado un problema finito de decisiéon de matriz
A = (a'), cuyas k filas d; presentan la ordenacién <, se dice que
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ia t-tupla (a;’: g eens aZ), con i,, iy, ..., i, distintos entre si, forman una

cadena de orden t de A, si sus elementos estan ordenados no decre-
cientemente y cumplen:

) 3
a/: < ays <> d,-r < d’} .

s

Notemos que si <X no es completo, no puede haber cadenas de

orden k de A. Ahora bien, aunque <X sea completo, tampoco queda
garantizada la existencia de cadenas de orden maximo.

DEFINiCION.—Sea (A, <) como en la definicidon anterior. Llame-
mos ¢; a la variacidon natural de la fila d;, y sea

— (g i 7
¢c=(a a vaay a't
( %, (r)? % (r2)? ) °,' (’t) ) ’
t

una cadena de A. Se denomina conjunto factible de la cadena ¢ a la

region de R" determinada por la intersecciéon del simplex n-dimensio-
nal, con el conjunto de los {p,, ..., p.} que verifican:

mix Fos, (;— 1)< min  Fo, (ry).
1£LjLe Y 1ejLe 5

Notemos que este conjunto, o es vacio, o es un poliedro convexo,
por ser interseccion del simplex de R” con #* semiespacios cuya in-
ecuacion es

r.~1 7.

J J

E 701..(u)< E goi () (AHd=1,2,..., ¢}
u==z1 7 u=1 !

Axioma 1.—Existen en A, cadenas ¢ de orden maximo k.

Axioma 2.—El conjunto factible de ¢ es no vacio, para alguna
cadena de orden k de A.

TeoreEMA.—EIl criterio R — ¢ verifica estos dos axiomas y viene
caracterizado por ellos.

DEMOSTRACION.—Sea €€ [0,1) v (p,, ..., p») una distribucion de
probabilidades sobre los estados de la naturaleza. El conjunto de
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utilidades R — ¢ de todas las filas ordenadas de menor a mayor,
forma una cadena de A, por definicién del criterio. Sea tal cadena:

— (a 7,
= (aalil (r)* o aot (rp) )-
&
Como
c€ () [Fe, (i — 1), s, ().
1£LiLk 7 '
se obtiene:

mix Fs, (rj— 1) << min Fq, (7).
1<LjLe Y 1LjLe Y

Por tanto el punto (p,, ..., p.) pertenece al conjunto factible de ¢,
luego queda probado que el criterio R — ¢ verifica los dos axiomas.

Por otra parte, el axioma 1 garantiza la existencia de cadenas de
orden k. Sea:

o oa'k B

c=(a
ci/, (rk)

%
o ()
una de estas cadenas, que ademas verifique el axioma 2.

Como

méx Fo, (r;—1)< min Fo, (ry),
\ZiZh Y 1Zizh G

sea ¢ tal que:

mix Fo, (ri—1)<e<< min Fs. (r).
1£j£6 % 1LjLe Y

Entonces se tiene:

k
e E n [Fa',. ("] — l)l F"i' (f/)),
7

J=1 7
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«con la condicién
F) f
%a, (r) Seen= 8k
z
&

2

{por ser ¢ cadena).

Por consiguiente, el criterio R —¢, con distribucién de proba-
bilidad (py, ..., p»), un punto cualquiera del conjunto factible de ¢,
realiza la ordenacion d, < ... Sdi, quees la presentada en un prin-
«cipio (pues ¢ es cadena).

Resultado completamente anilogo se obtiene para el criterio
(R —¢)*. En cuanto al criterio (R — ¢)** hay que sustituir en los
axiomas la matriz A del problema por lo que llamamos matriz am-
pliada A, y que definimos en la siguiente manera: -

DEFiNicION.—Sea un problema finito de decision representado por
la matriz A. Se llama matriz ampliade A, a aquella que tiene por fila
4-ésima :

Y oee oy

. N e, % @ 5@t % e @ m,—1) T Bo.(m)
@'y ieay B 5 y 5 f 5 LA

Notemos que cuando no todos los m, sean iguales, en la matriz
A quedan unos huecos en las dltimas columnas, en los que no se
pone ningun elemento.

DEerFiNicrON.—Sea ¢ una cadena de una matriz ampliada A. Se
llama conjunto factible de ¢ a la regién de R* determinada por la
interseccion del simplex n-dimensional con el conjunto de los pun-
tos {p,, ..., p»} que verifican:

a) F,, (r) = F,, (5), si los elementos

Pos(r) T %oyt 1) , 5t 5,641
2 2

]

se encuentran en c.

b)

mix Fo. (rj —1) < f (2, ... 60 < min Fa_ (s,
je] J isr %57
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donde

— 1 | 4% .
J ;]Ia{}(rj)sci

¥y f(p1 ---s pn) es el valor comin determinado en (a) (si existe; en
‘caso contrario el conjunto factible es vacio).

Afiadiendo estos resultados a los obtenidos por Milnor y Girdn,
podemos construir el siguiente cuadro:

R-¢

Criterios — 8
Axiomas Laplace  Wald urwicz Savage Bayes (RYE)‘ (R

- g)¥

T
W - O

W W -3 D O W DN =

Orden

Simetria

& X

gy

Dominancia fuerte
Continuidad
Linealidad
Adicion filas

Linealidad columnas

RO

I H "RV
® VR
VRO ®
MM R

Duplicacién columnas

Convexidad

VRXRIR
><

>
b

Adicién filas especiales X
Existencia cadenas
Existencia cadenas ampl.

Conj. fact. no vacio

MU X AHRY XX

MR MR M

Conj. fact. ampl. no vacio

alle MO oMM >

® ®
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