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Introduccion

Es sabido que el estudio de ciertas propiedades de tipo cualitative
en ecuaciones diferenciales ordinarias no auténomas, viene resuelto
de modo satisfactorio en el marco de los movimientos topoldgicos
mediante la adopcién de un flujo construido al efecto. Destacan a
este respecto los trabajos de Sell (basados originariamente en una
idea de Miller) y La Salle quienes, mediante los conceptos de «siste-
ma dinimico skew-producto» y «proceso» respectivamente, propor-
cionan el marco adecuado para el estudio de las aludidas propieda-
des en la ecuacién y’ = F (¢, y) bajo el supuesto de que F verifique
las condiciones oportunas en un conjunto de la forma[0, o) x W
(siendo W un abierto de R”). Precisamente, este tiltimo hecho re-
sulta ser decisivo en las antedichas construcciones, pues el suponer
F definida en un conjunto de esa forma facilita la construccién de
un espacio de funciones & verificando la condicién esencial de ser
invariante mediante el flujo:

6:(F,79) €EF X R*»o(F,)=Fr€ &
donde se ha denotado por F; la aplicacién:
Fz:(t,9) € [0,00) X W > Fc(t.9)=F (¢ +1,5) € R~

No obstante, el planteamiento de algunas cuestiones y ejemplos
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en relacién con la inestabilidad (estudiadas en la seccion segunda) ha
puesto de manifiesto la conveniencia de generalizar la construcciéon
de Sell a situaciones en las que el conjunto de definicién de F es de
un tipo mas general que el aludido con anterioridad. El primer apar-
tado del presente trabajo se dedica a dicha generalizacién mientras
que en el segundo se analiza el papel desempefiado por las ecuaciones
difrenciales «limiting» en el estudio de un cierto tipo de inestabili-
dad. Conviene advertir que, dada la complejidad de este altimo con-
cepto los resultados aqui expuestos admiten un gran ntmero de va-
riantes que, para simplificar, ha parecido oportuno no detallar.

1. Una generalizacién del semisistema «skew-product» aso-
ciado a una ecuacién diferencial no auténoma

Considerando un dominio D < R**!, adoptaremos en lo sucesivo
las siguientes notaciones:

H:. =]y € R* | (x,y) € Df
e =D 0 fity) € Rt | e=<f = hng) |y € HY

tNt
De={(t.5) € R*¥1 | (£ +1,) € D

Ho=Ju  o.=Jo-

T 0 >0

Supongamos que se verifican las siguientes condiciones (en cuyo
caso diremos que D es positivamente expansivo).
i) Para cada © > 0, H; es un dominio.
ii) r<<mn => H. C H,.
iii) Existe una funcién ¢ : 1€ R* — ¢ (1) € R+ creciente tal que:

9 (1) = ¢ (n) <> He=Hy

Cabe hacer, respecto de las anteriores hipétesis, las observaciones
siguientes :
1. De ii) se deduce trivialmente que:

T << n=> Dy Cﬁz,vD:CDn
y ademas
D+:[O‘w) X Hy
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2. En el supuesto de que se den las condiciones i) y ii), hay ca-
sos en los que la existencia de ¢ viene garantizada de modo trivial;
por ejemplo, cuando para cada © > 0 H. es acotado, basta con to-
mar la funcién:

¢ (1) =d[&F (Hy), F (H)]

3. Diremos, utilizando un abuso de lenguaje, que, cuando =<1,
se verifica la inclusién:

C (D4, R%) < C(Dx, R7)

4. Sabido es que, en cada espacio € (Dr, R"), la topologia com-
pacto abierta (o de la convergencia uniforme sobre compactos) es
metrizable ; sea d. la mtérica natural introducida en [10].

Considerada la ecuacién diferencial
¥y =F(y

diremos (siguiendo las notaciones de Sell) que F es admisible cuan-
do F€ € (Dy, R") y ademis la anterior ecuaciéon diferencial admite
solucién finica pasando por cada punto (%, v,) '€ D,, definida en el
intervalo [¢,, 00).

Es evidente que, cuando F es admisible, cada una de las aplica-
ciones F. definida por

F:(t,9) =F (¢ +9)

verifica en D. las condiciones i) y ii).

Entonces, si:
F)={Fc |t20, y M=7*(@F) U CDsR")

asignaremos a cada par G,, G, € M, el ntimero real o (G,, G,) que
vendra definido, segun los casos, del modo siguiente:

a)

@ (M)
An (F‘c, Fy,) + f 2=sd s
% (m)
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cuando :
Gl = Ft, G, = F"l
m =min (t,n), M=max(,7)
b)
i
4z (Fz,G)+ f 2-sds
? (x)
cuando:

GI=F-:, Gg:G e C(D+, R")
lim o) =7/<L 4o

nN>o

¢) d, (G, Gy cuando G, y G, pertenecen a C (D,, R").
Aunque no se trata de una métrica, es ficil de comprobar que
mediante la relacion:

3G,¢(—>G<‘F> lim p (Gg, G) =0
k> »
se define una convergencia en M que lo convierte en un espacio de
Frechet (véase p. e. [6]) y, como es natural, al referirnos en lo con-
tinuidad, compacidad, etc..., entenderemos dichos conceptos en su

versidon secuencial ; con una demostraciéon analoga a la dada en [10]
para un resultado similar puede comprobarse :

TeoreEMa 1.1.—La aplicaciéon
2:(G,#) € MX R+ >1(G, =G, € M

define en M un semisistema dinamico (en la notacién de [6], un
D,-semisistema dinamico).

TeoreMA 2.1.—Una condicién necesaria y suficiente para que el
movimiento y* (F) sea compacto, es que la aplicacién:

F:(t,) € Dy—>F(#,5) € R*
verifique :

i) Para cada y, € H,, la aplicacién ¢ —> F (¢, y,) es acotada y
uniformemente continua en su intervalo maximal de definicién.
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‘ii) Para todo m > 0 fijado, cada una de las aplicaciones
Ft:y € Hy > F: (y) =F(r,y9) €R"
ses continua, uniformemente respecto de © > .

OBSERVACION.—No es dificil de comprobar que las condiciones del
anterior teorema son equivalentes a las de que: «F sea acotada y
:uniformemente continua sobre cada conjunto de la forma [z, 00) x
x K< D,, siendo K< H. compacto».

DeMoSTRACION.—Nos referiremos solamente, y muy brevemente,
:a la condicién suficiente cuya demostracién no constituye nada mas
que una sencilla adaptacién del teorema de Ascoli.

Adviértase en primer lugar que la familia {F: |t > 4} (es decir,
las restricciones de F. a Dy) es un conjunto relativamente compacto
en € (Dy, R?).

Tomemos entonces una sucesion {tm} —> 0 (que podemos su-
poner monétona creciente) y consideremos la sucesién {F: }; te-
‘niendo en cuenta la observacion anterior, admitird una subsucesién,
sea {F~'»}, que ademds de converger en el espacio de Frechet M
a un elemento F* € C (D, , R"), puede ser determinada verifican-
«do la condicién adicional

dx, (Fu, Fy*) <1

Existira anidlogamente una subsucesién de {F 15}, que denotaremos
por {F1%,}, convergiendo en C (D', R") a un elemento F¥, y
tal que:

d"l (F“'v FE*) < 1/2

‘Es claro entonces el procedimiento segtin el cual es construida una
sucesion {F <%}, subsucesion de la de partida, con cada F <%, defi-
‘nida en D 147} y tal que:
k-1 (Fok, F*) <C 1/4
dik=1 (Fed, FY) <1/

‘Evidentemente la aplicacion F¥*€ C (D,, R"), cuya restriccién a

D 17| coincide con F¥, es el limite de una subsucesién de {F ,}*-!
Ppues

lim (,(-“'t/’z. F*) =0

k> 0
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La hipétesis de compacidad del movimiento vyt (F) es suficiente,.
a pesar de la sencillez de la estructura topoldégica del espacio fase,.
para asegurar la verificacion de dos propiedades que seran decisivas:
en el apartado siguiente:

1. El conjunto limite positivo
L+ (F)=|{F* € M| Existe |t,}J—>w con |[F:{—>F*cC{D4,R"

es positivamente invariante (véase [6]).
2. lim p (= (F, ), L* (F)) = 0 (dem. rutinaria).

T=> ®©

Cuando para cada F*€ L* (F) la ecuacidén diferencial «limitingm-
y=Fy

admite, por cada punto (¢, y,) € D,, solucién tnica, definida em
[#,,00) diremos, como ya es sabido, que F es regular; cuando L* (F)
estd constituido por un fnico elemento, diremos que F es asintdtica—
mente auténoma.

Supdéngase que F es regular; construimos entonces, para cada:
v, '€ H,, el conjunto:

E(y)=1(9G) | G=TFx si 3 € He {U (30,L.% (F) (*)
y de ahi el
e= J E0or
Y0 € Hy
Al definir:

£ [(91 Gy (32 Gl = Il 4y — 93 Il + p (G4, Gy)

para cada par de elementos (y,, G,), (¥, G,) de E, resulta ser éste-
un espacio de Frechet y la demostracion del siguiente teorema tam-
poco tiene dificultades.

TeoremA 3.1.—La aplicacién = : E x Rt —» E dada por:

% [(v, G). /] = (& (¢, G), Gy

(*) Hemos escrito
(90 L* (F) = 1(55,G) | G € L* (F){
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define en E un semisistema dindmico. (Se ha denotado por & (¢, y, G)
el valor en t de la solucién de y* = F (¢, y), verificando las condi--
ciones iniciales (0, v).)

2. Ecuaciones diferenciales «limiting» y algunos tipos de ines--

tabilidad

Sea la ecuacion diferencial y* = F (¢, y) con F regular en D, (que
se supone positivamente expansivo) verificando la condiciéon adicio--
nal de que F (¢, §) = 6. Sean '

D Ewy) ¥y DT

las respectivas soluciones de v = F (¢, v) y de y = F: (¢, y) pasan-
do por (z, y,). :

DerFinicion 1.2.—Se dira que la solucién nula es #ltimamente e--
totalmente inestable cuando existe 5 > 0 tal que:

Para cada y,€ B (6, 3) — {6} existe 7 (y,) con la condicién de-
que para todo < > t (y,), se verifique la desigualdad

I @t ny)ll=e
en algtn punto ¢ = ¢, (1, ¥,) > .

OBsErvacionNEs.—Es evidente que, cuando se da la situacién an--
teriormente definida, podemos suponer que:

a) 1O @# o) ll<<e para 2 €[4 (ty]=]
b) " ¢ (ty ‘:»yo) " } € para 14 6 [tl (tv J’o)a f: (‘C»}'o)] = I!

donde denotaremos por I, (1, ¥,), I, (t, ¥,) las longitudes respectivas-
de los anteriores intervalos.

Obviamente, si la solucién nula es tltimamente e-totalmente ines—
able, también lo es para & < ¢ y, naturalmente,

fj (Ts Yor E'S é tl (tnym E), tz (t\ Nos 5’; AN i'z (‘C. Moo e,

No obstante, salvo cuando exista peligro de confusién, no se espe--
cificard en ¢; el nlimero ¢ al que corresponde.
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Cuando la ecuacién diferencial es auténoma, la anterior definicién
-sufrird las consiguientes simplificaciones pudiendo, en ese caso, su-
;primirse el término «ultimamentey.

DEerFinicION 2.2.—Diremos que la solucién 6 es #ltimamente e-casi-
completamente inestable cuando ademas de verificar las condiciones
+de la definiciéon 1 se tiene:

i) lim Sup 4(t,3) =Ly <+

T > 0

ii) lim /3 (t, 99 =
T )

DerFinicioN 3.2.—La solucion 0 es dltimamente e-completamente
“nestable cuando ademas de verificar las condiciones de la definiciéon 1
-se tiene:

i) lim Supl, (v, v,) =1 (y,) < + 00.

T—> ©

ii) La desigualdad b) es valida en el intervalo [t (5, ¥,), 00).

Supondremos en lo sucesivo que el movimiento y* (F) es compac-
“to y que (aunque podrian obtenerse resultados para situaciones mas
generales) la ecuacién es asintéticamente auténoma, con ecuacién
«limiting» vy’ = F* (y) (representaremos sus soluciones por &¥%).

TeEoREMA 1.2.—La solucién trivial de y* = F¥ (y) es e-totalmente
inestable si y sélo si:
i) La solucién trivial de y" = F (¢, y) es tiltimamente &-totalmen-

“te inestable para todo & < ¢ (a cada & corresponde un § para el que
se da la condicion de la definicidn).

ii)y Para cada y,€ B (6, 3) — {6} el conjunto
Ve (530080 | %2 < (30, 9

«es relativamente denso en [t (y,, £), &) con un intervalo de inclu-
sion, sea su longitud I (y,), independiente de &.

DeMosTrACION.—Las condiciones impuestas al principio y el lema
de Kamke, nos garantizan que, fijado J = [0, T) y n > 0, existe
-t, € R+ tal que:

) 1) 8 Q¥ 0,4 | £ € ] = D2
TR 9 Bt 0y — OF 0w £ wfEd
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«con lo cual la demostracion del teorema, como seguidamente se pone
«de manifiesto, no encierra grandes dificultades.
a) Supongamos pues que existe 3 > 0 tal que para

Jo0 € B(6.9) — 6

:se verifica :
D E30.5) I >

siendo ¢, (y,) > 0.
Puesto que de la desigualdad 2) se deduce la

| @*0,9) 1l —m £l @< & 0,9l wZET

bastaria con haber elegido al principio T > ¢, (y,) para, de ese modo,
-obtener el punto:

t(ny) =1+ 4 (9 € [t.t+T]
«<n el que:
e=NZll Q30,9 I =1 @ (¢ (x5 T3 I

‘Los dltimos detalles que permiten concluir esta demostracion son
‘triviales.

b) Supodngase que se cumple la condicién enunciada en el teore-
‘ma para ¥ = F (¢, y) y tomese T > [I(y,). Entonces, de la desigualdad

M@= (0,50 Il —n < || @*(2,0,59 |l

:se desprende la existencia de ¢, (t,, 9,, £) '€ [0, T] satisfaciendo:

e — N=< || @* (¢ (Tor 0r & 0,50 i

y mediante un sencillo razonamiento, al ser 4> 0 y & < ¢ arbitra-

tios, puede encontrarse entonces un % (y,) € [0, T] en el que se da
1a desigualdad:

e || O*(40,9) |l

‘TEorREMA 2.2.—Condicién necesaria y suficiente para que la solu-
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cién trivial de y° = F* (y) sea e-completamente inestable, es que di-
cha solucién sea fltimamente &-casi-completamente inestable en la:
y = F (¢, y) para todo & <e, con I (y,) independientemente de & < e.

DemostrAcCION.—Como es evidente, basta con efectuar algunas
consideraciones que hagan valida la demostracién del teorema an-
terior a este caso particular.

a) Debido a la e-completa inestabilidad en la ecuacién y" = F*(y),.
la desigualdad:

1 Q*(# 0,90 Il =<
es valida para todo ¢ > t, (v,) y consecuentemente
| B+t Ze—n=c¢

en el intervalo [¢, (y,), T]. Dado que T puede ser elegido arbitra—
riamente es muy sencillo el probar que:

i) lim Z (v, 50, 6) = ®,
T-> ®

i) lim Sup 7, &t 50, ) < %y (30)

T—> ®

b) Sean &, 3, < (v,), ! (y,) los elementos que intervienen en la:
formulacion de la condicién suficiente del teorema. Como 1, (utili-
zado en la demostracién del teorema anterior) puede ser elegido de
modo tal que:

1) }(1» ®’ (tuouyo)) l ¢ 6 J (C D"
2) 12 (20,59)— 0*(%0,9) | <n ¢€]7
3) Jc[0,7,(x, o)

4) i (tyee)<I(y)+1

=1 =

se obtiene
E—n=<Il2*(0,5)
para

2 €[/(3)+1,T]

y, puesto que ello es valido para todo 7 > 0, < y T >0, resul-
ta que:
e |l &*(# 0,50 Il

para todo ¢ en [l (y,) + 1, 00).
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