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Introducción 

Es sabido que el estudio de ciertas propiedades de tipo cualitativo 
en ecuaciones diferenciales ordinarias no autónomas, viene resuelto 
de modo satisfactorio en el marco de los movimientos topológicos 
mediante la adopción de un flujo construido al efecto. Destacan a 
este respecto los trabajos de Sell (basados originariamente en una 
idea de Miller) y La Salle quienes, mediante los conceptos de «siste
ma dinámico skeiw-producto» y «proceso» respectivamente, propor
cionan el marco adecuado para el estudio de las aludidas propieda-
des en la ecuación 3;' = F (t, y) bajo el supuesto de que F verifique 
las condiciones oportunas en un conjunto de la forma [0,130) x W 
(siendo W un abierto de R*"). Precisamente, este último hecho re
sulta ser decisivo en las antedichas construcciones, pues el suponer 
F definida en un conjunto de esa forma facilita la construcción de 
un espacio de funciones ^ verificando la condición esencial de ser 
invariante mediante el flujo : 

CJ : (P", x) Ç ^ X R-̂  - > a (F, x) = Fx' € ^ 

donde se ha denotado por Ft la aplicación: 

^x:(t,y) € [0,00) X W-^Fx(Ay) = F(/-f-T,3^) C R«. 

No obstante, el planteamiento de algunas cuestiones y ejemplos 
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en relación con la inestabilidad (estudiadas en la sección segunda) ha 
puesto de manifiesto la conveniencia de generalizar la construcción 
de Sell a situaciones en las que el conjunto de definición de F es de 
un tipo más general que el aludido con anterioridad. El primer apar
tado del presente trabajo se dedica a dicha generalización mientras 
que en el segundo se analiza el papel desempeñado por las ecuaciones 
difrenciales «limiting» en el estudio de un cierto tipo de inestabili
dad. Conviene advertir que, dada la complejidad de este último con
cepto los resultados aquí expuestos admiten un gran número de va
riantes que, para simplificar, ha parecido oportuno no detallar. 

1. Una generalización del semisistema «skew-product» aso
ciado a una ecuación diferencial no autónoma 

Considerando un dominio D c: R''+^, adoptaremos en lo sucesivo 
las siguientes notaciones : 

Dr=:\{t,y) Ç R«+i I {t-^x,y) £ Ux ( 

H ^ = y Ht D + = y Dx 

Supongamos que se verifican las siguientes condiciones (en cuyo 
caso diremos que D es positivamente expansivo). 

i) Para cada T > O, Hx es un dominio, 
ii) T < Yi = > ' Hx c H,j. 

iii) Existe una función 9 : T € R + —> 9 ( T ) ' € R + creciente tal que: 

cp(x) = (p(y])<í>Hx=H^ 

Cabe hacer, respecto de las anteriores hipótesis, las observaciones 
siguientes : 

1. De ii) se deduce trivialmente que : 

t < Y] =í> Dr, C Dx , Dx C DT, 

y además 

D+ = [0,oo) X H+ 
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2. En el supuesto de que se den las condiciones i) y ii), hay ca
sos en los que la existencia de 9 viene garantizada de modo trivial ; 
por ejemplo, cuando para cada T > O Hx es acotado, basta con to
mar la función : 

cp(x) = ^ [^ (Hon^(Hx) ] 

3. Diremos, utilizando un abuso de lenguaje, que, cuando T < 7)̂  
se verifica la inclusión : 

e(DTi,R«)c:e(Dx,R«) 

4. Sabido es que, en cada espacio C (DT, R"^), la topología com
pacto abierta (o de la convergencia uniforme sobre compactos) es 
metrizable ; sea dx la mtérica natural introducida en [10]. 

Considerada la ecuación diferencial 

y = F(t,y} 

diremos (siguiendo las notaciones de Sell) que F es admisible cuan
do F'€ C (DQ, R"") y además la anterior ecuación diferencial admite 
solución única pasando por cada punto (¿o, 3;̂ ) € D^, definida en el 
intervalo [ÍQ, ICX)). 

Es evidente que, cuando F es admisible, cada una de las aplica
ciones Ft definida por 

Fx(/,jy) = F ( / + x,jy) 

verifica en D^ las condiciones i) y ii). 

Entonces, si : 

Y-H(F) = ¡Fx I t ^ 0 ¡ y M=:7+(F)U C(D+,R«) 

asignaremos a cada par Gi, G '̂C M, el número real p (Gi, G^) que 
vendrá definido, según los casos, del modo siguiente : 

a) 

<p(M) 

^fn(FxyFn)+ I 2-''ds 
9 M 
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cuando : 
Gj = Fx, G| = Fr] 

m = min (x, r^^ M = max (x, rj) 

b) 

/ 
^x(Fx,G)+ J 2-'ds 

cuando : 

<p(x) 

G, = Fx, G2 = G C C ( D + , R « ) 

lim cp (y]) = / ^ - j - 00 

c) d^ (Gi, G2) cuando Gj y G2 pertenecen a C (D^, R*"). 
Aunque no se trata de una métrica, es fácil de comprobar que 

mediante la relación : 

\Q^^Q<^ lim p(G,fe,G) = 0 

se define una convergencia en M que lo convierte en un espacio de 
Frechet (véase p. e. [6]) y, como es natural, al referirnos en lo con
tinuidad, compacidad, e t c . , entenderemos dichos conceptos .en su 
versión secuencial ; con una demostración análoga a la dada en [10] 
para un resultado similar puede comprobarse : 

TEOREMA 1.1.—La aplicación 

Tc : (G, /) C M X R+ - ^ ic (G, )̂ == G, C M 

define en M un semisistema dinámico (en la notación de [6], un 
Dg-semisistema dinámico). 

TEOREMA 2.1.—Una condición necesaria y suficiente para que el 
movimiento 7+ (F) sea compacto, es que la aplicación : 

^'(t.y) € Do-^F(/,^) 6 R« 

verifique : 
i) Para cada 3/0 € H+, la aplicación t —> F (í, y.^) es acotada y 

uniformemente continua en su intervalo maximal de definición. 
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ni) Para todo y\ > O fijado, cada una de las aplicaciones 

Fx:y e Hn-^Ft ( jv) = F(x .^)€R« 

*es continua, uniformemente respecto de T > T). 

OBSERVACIÓN.—No es difícil de comprobar que las condiciones del 
anterior teorema son equivalentes a las de que: «F sea acotada y 
-uniformemente continua sobre cada conjunto de la forma [T, OO) X 
X K cz DQ, siendo K c: Hx compacto». 

DEMOSTRACIÓN.—Nos referiremos solamente, y muy brevemente, 
a la condición suficiente cuya demostración no constituye nada más 
que una sencilla adaptación del teorema de Ascoli. 

Adviértase en primer lugar que la familia {Fx | T > 7|} (es decir, 
las restricciones de Fx a D,̂ ) es un conjunto relativamente compacto 
ên e (D ,̂ R )̂. 

Tomemos entonces una sucesión {T^} —> î o (que podemos su
poner monótona creciente) y consideremos la sucesión {Fx } ; te
niendo en cuenta la observación anterior, admitirá una subsucesión, 
sea { F T V } , que además de converger en el espacio de Frechet M 
a un elemento F*i € G (Dx^, R""), puede ser determinada verifican-
*do la condición adicional 

^ x , ( F x V ^ , * ) < l 

Existirá análogamente una subsucesión de { F T ^ } , que denotaremos 
por {FT%„} , convergiendo en C (D T \ , R"") a im elemento F^^ y 
i:al que : 

^tt, (Fx«„ Fg*) < 1/2 

Fs claro entonces el procedimiento según el cual es construida una 
sucesión {FT^^AT}, subsucesión de la de partida, con cada F T^̂  defi
nida en D T^Z] y tal que : 

Evidentemente la aplicación F*'€ (? (D+, R"), cuya restricción a 
_} coincide con F% es el límite de una subsucesión de {F T»Í}^~' 

f)ues 

lÍTTl oí'x^.F*) = O 
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La hipótesis de compacidad del movimiento Y"̂  ( F ) ^S suficiente,, 
a pesar de la sencillez de la estructura topológica del espacio fase^. 
para asegurar la verificación de dos propiedades que serán decisivas» 
en el apartado siguiente : 

1. El conjtmto límite positivo 

L+(F) = | F * Ç M | Existe \z„\-^ <x> con | F x J - > F*ic= e(D4. , R«) 

es positivamente invariante (véase [6]). 

2. lim p (ir (F, T), L + ( F ) ) = O (dem. rutinaria). 

Cuando para cada F+ '€ L+ (F) la ecuación diferencial «limiting» 

y = F(/,-yj 

admite, por cada punto (ÍQ, yo) € D+, solución única, definida em 
[ío,iOü) diremos, como ya es sabido, que F es regular; cuando L+(F)* 
está constituido por un único elemento, diremos que F es asintótica-
mente autónoma. 

Supóngase que F es regular ; construimos entonces, para cadá^ 
y^ '€ H+, el conjunto : 

E (̂ o) = 1(^0' G) I G = Ft si ^0 € Hx ¡ U (̂ 'e «L"*" (F)) (f). 

y de ahí el 

yo € H + 

Al definir: 

P [(̂ 1, Gj), (y,, G,)] = II r, - 2̂ 11 + P (Gp G,) 

para cada par de elementos (y^y d ) , (y2, G2) de E, resulta ser éste-
un espacio de Frechet y la demostración del siguiente teorema tam
poco tiene dificultades. 

TEOREMA 3.1.—La aplicación TC : E x R*+" —> E dada por :: 

7c [ K G),/] = ( 0 (/, V, Q , G,) 

(*) Hemos escrito 

(^0, L+ (F)) - KJVO-G) 1 G Ç L+(F)( 
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define en E un semisistema dinámico. (Se ha denotado por 0 (t, y, G) 
el valor en t de la solución de y' = F (í, y), verificando las condi^ 
Clones iniciales (O, y).) 

2. Ecuaciones diferenciales «limiting» y algunos tipos de ines
tabilidad 

Sea la ecuación diferencial y' = F (t, y) con F regular en D^ (que 
se supone positivamente expansivo) verificando la condición adicio
nal de que F (ty 0) = 0. Sean 

las respectivas soluciones de y' = F {t, y) y de y' = Ft {t, y) pasan
do por (T, y^). 

DEFINICIÓN 1.2.—Se dirá que la solución nula es últimamente e-
totalm^ente inestable cuando existe 5 > O tal que : 

Para cada y^ € B (0, S) — {6} existe T (3;o) con la condición de^ 
que para todo T > T (yo), se verifique la desigualdad 

en algún punto t = t^ (T, ^Q) > T. 

OBSERVACIONES.—Es evidente que, cuando se da la situación an
teriormente definida, podemos suponer que : 

a) II O (/, T, i'o) II < e para / ç [t, /, (x, ^o1 = U 

b) II 0 (A -c.jyo) II ^ 6 para t Ç [t^ (x,yQ\ t^ (T,jyo)] = h 

donde denotaremos por l^ (T, yo), l^ (T, yo) las longitudes respectivas 
de los anteriores intervalos. 

Obviamente, si la solución nula es últimamente e-totalmente ines^-
table, también lo es para e < e y, naturalmente, 

No obstante, salvo cuando exista peligro de confusión, no se espe
cificará en ti el número e al que corresponde. 
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Cuando la ecuación diferencial es autónoma, la anterior definición 
^sufrirá las consiguientes simplificaciones pudiendo, en ese caso, su-
¡primirse el término «últimamente». 

DEFINICIÓN 2.2.—Diremos que la solución 6 es últimamente e-casi-
completamente inestable cuando además de verificar las condiciones 

'de la definición 1 se tiene: 

i) lim Sup /j (x, jvo) = ^%) < + <» 

ii) lim ¡2 i^^yo^ = ^ 
X - > 00 ' 

DEFINICIÓN 3.2.—La solución 6 es últimxi^nente e-completamente 
'inestable cuando además de verificar las condiciones de la definición 1 
rse tiene : 

i) lim Sup /i (T, y.^) = I (yo) < + oo. 
X-> CD 

ii) La desigualdad b) es válida en el intervalo [ti (T, yo), DO). 
Supondremos en lo sucesivo que el movimiento y^ (F) es compac-

-to y que (aunque podrían obtenerse resultados para situaciones más 
generales) la ecuación es asintóticamente autónoma, con ecuación 
«limiting» y' = F"^ (y) (representaremos sus soluciones por 0^). 

TEOREMA 1.2.—La solución trivial de y' = F* (3;) es e-totalmente 
inestable si y sólo si: 

i) La solución trivial de y' = F (¿, y) es últimamente ê-totalmen-
"te inestable para todo ê <C e (a cada ê corresponde un 8 para el que 
se da la condición de la definición). 

ii) Para cada 3;̂  € B (6, 5) — {6} el conjunto 

«es relativamente denso en [T (^O, ê), oc) con un intervalo de inclu
sión, sea su longitud I (y.o), independiente de e. 

DEMOSTRACIÓN.—Las condiciones impuestas al principio y el lema 
de Kamke, nos garantizan que, fijado J = [O, T) y r\ > O, existe 

-TQ € R+ tal que : 
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<:on lo cual la demostración del teorema, como seguidamente se pone 
Mde manifiesto, no encierra grandes dificultades. 

a) Supongamos pues que existe S > O tal que para 

yo€ B(e,o)-¡6í 

se verifica : 
ll0(^W.O,:yo)!l^2 

siendo t-^ (yo) > 0. 
Puesto que de la desigualdad 2) se deduce la 

II 0* (A 0,jyo) II - ^ ^ II 0x (̂> 0,̂ o) II V ^ € J 

"bastaría con haber elegido al principio T > ¿̂  (y^) para, de ese modo, 
obtener el punto : 

ti{^.yo) = '^ + hiyo^e hx + T] 

-en el que : 

e - r| ^ li 0 t (ft (yo\ O, yo) II = II 0 (̂ î d, jKo). ^^yo) II 

Los últimos detalles que permiten concluir esta demostración son 
'triviales. 

b) Supóngase que se cumple la condición enunciada en el teore
ma para y' = F(t,y) y tómese T > / ( y o ) . Entonces, de la desigualdad 

l l0x(/ ,O,>roHI-r)^ | |0*(/ ,O,^o^l | 

se desprende la existencia de t^ (%Q, y^, f) <€ [O, T] satisfaciendo : 

e^r]<||0*(/i(To,^o^6l,O,^o)ll 

y mediante un sencillo razonamiento, al ser -̂i > O y ê <C e arbitra
rios, puede encontrarse entonces un "t (y.g) € [O, T] en el que se da 
la desigualdad : 

é < II 0*(í', 0,̂ 0̂)11 

TEOREMA 2.2.—Condición necesaria y suficiente para que la solu-
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ción trivial de y' = F^ (3?) sea e-completamente inestable, es que di
cha solución sea últimamente e-casi-completamente inestable en lai 
y' = F {t, y) para todo £ <C e, con / (3/0) independientemente de ê < e. 

DEMOSTRACIÓN.—Como es evidente, basta con efectuar algunas 
consideraciones que hagan válida la demostración del teorema an
terior a este caso particular. 

a) Debido a la e-completa inestabilidad en la ecuación y' = F*(y)„. 
la desigualdad : 

II 0*(/, 0,3̂ 0) 11^^ 

es válida para todo t ^ t^ (VQ) y consecuentemente 

II 0(x + AT3'o)ll>£-r].= ¡ 

en el intervalo [t^ (yo), T ] . Dado que T puede ser elegido arbitra
riamente es muy sencillo el probar que : 

i) lim /aí'^'^o^e) = ^^ 
t - > oo 

ii) lim Sup /j (x,̂ o> e) ^ 1̂ (yo) 

b) Sean ê, 8, T (y^), I (y^) los elementos que intervienen en Ia¿ 
formulación de la condición suficiente del teorema. Como TQ (utili
zado en la demostración del teorema anterior) puede ser elegido de-
modo tal que : 

1) ){/,0*(/,O,yo))l / € J!cDx 

3) J c [O, /g (I, yo, s)) 

4) /,(T,yo,í)</(yo^ + l 

t>T«=C> 

se obtiene 

para 

£ - 7 ] < | | 0 * ( / , O , y o ) l 

^€[/(yo) + l,T] 

y, puesto que ello es válido para todo TQ > O, ê <; e y T >• O, resul
ta que : 

e < 110*(AO,yo) II 

para todo t en [I (y,,) + 1, 00). 
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