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Given a positive integer n, let V be topological w-dimensional manifold, non 
compact and countable in the infinity. Let G be the space dual of C ( [0 ,1]) . In 
ithis paper we prove that SVÍ (V), space of Radon measures on V with the strong 
topology, is isomorphic to G^. 

Dado un entero positivo n, sea V una variedad topológica w-dimensional, no 
^compacta y numerable en el infinito. Sea G el espacio de Banach conjugado de 
^<3 ([O, 1]). En este articulo probamos que SVÍ (V), espacio de las medidas de 
Radon sobre V con la topología fuerte, es isomorfo a G^. 

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui están definidos sobre 
el cuerpo P de los números reales o de los números complejos. 
Dados los espacios vectoriales topológicos localmente convexos E 
y F, escribimos E ^ F para expresar que E y F son isomorfos. Po
nemos E^^^ y E^ para la suma directa y el producto topológico, res
pectivamente, de una infinidad numerable de espacios iguales a E. 

Dado un espacio topológico cualquiera M, denotamos por C (M) 
el espacio vectorial de las funciones continuas definidas en M y con 
valores en P, con la topología compacta abierta. G^ (M) es el espa
cio de las funciones continuas y acotadas en M y con valores en P, 
con la topología de la convergencia uniforme. Obviamente, si M es 
compacto, (? (M) = (?* (M). Si Q es un subconjunto cualquiera 

<le M, ponemos Q para el interior de Q. 

El lema siguiente es un afinamiento de un resultado de Bor-
suk [2], para cuya demostración modificamos un método utilizado 
por Arens [1]. 
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LEMA.—Sean A y B dos subconjuntos en un espacio métrico M 
de manera que se cumplen las siguientes condiciones : 

1. A es cerrado. 

2. A 3 B. 

3. A'^Byé0, 

Entonces existe un operador lineal T de G^ (A) en C^ (M) tal' 
que si f'€ C (A), 

sup \\(Tí){x)\ : x C .4/j = sup j | f (x) | : x € ^ j , 

y si f (x) = O para x€ A -^ B, se tiene que (T í) (x) = O, para-
xQM-^B, 

DEMOSTRACIÓN.—Sea d la distancia en M. Para cada 4r € M -^ A. 

ponemos 

B:, = }z Ç;M^ A:d(x,z)< -^d (x, A^B) 

E n el espacio métrico M -^ A, 

j B, : :̂  6 M ^ A j , (1)̂  

es un recubrimiento abier to . Pues to que M -^ A es paracompacto [4]^ 

existe un refinamiento abier to ? / , localmente finito, de (1). 

P a r a cada U € í ¿ , elegimos un elemento x (U) en M ~ A. 

tal que 

Bx{u) :D\J, 

o 

y un elemento a (U) en A ->w B de tal forma que 

d(x{l]), a(V))^-^d{x{l]), A^B) ; (1). 

sea 

/^ (x) = d(x,M^V), ^ c M - A, 
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entonces 

^ W = 2 * / u W ' ^ € M~ A, 

fu j 

ês una partición continua de la unidad en M -^ A. 
Ponemos, para cada / de (S^ (A), 

í ^ /(a(U))^^(Ar), X ^ M ^ A 

( T / ) ( : ^ ) = j U 6 2^ 

( f(x\ X 6 A. 

Veamos primero que T / es un elemento de (?(M). Si ^ ^ M - ^ A , 

^existe un entorno V de z, V c M -^ A, tal que 

se reduce a una suma finita en dicho entorno, de donde se deduce, 
teniendo en cuenta la continuidad de ^u en V, que T / es continua 
en z. Si ^ '€ A y existe un entorno de z contenido en A, T / coincide 
con / en dicho entorno, de aquí que T / sea continua en z. Si ^ € A 

o 

y cada entorno de z corta a M -v. A, se tiene que ^ € A -^ B ; dado 
un e > 0 , hallamos un 8 > 0 tal que si ÍÍ € A y d{z,u)<iZ, entonces 

l / W - / ( « ) l < s ; 

sea W un entorno de z que verifique : 

d («, x) < - ~ - , si X ^ W. 
o 

Dado un x en W pueden ocurrir los dos casos siguientes : 
1) X € A. Entonces : 

I (T / ) (z) - (T / ) (X) I = l / W - / W I < e, 
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2. jr '€ M '^ A. Si U € ?/• y ji; í U, se tiene que ^u Q^) = 0, y 
si x'^ U, resulta que x€ B:c(u), por lo que 

d {z, a (U)) é.d{z,x)-^d (x, a (U)) Z,d(z,x)^d {x, x (U)) ̂ d{x (U)), a (U)) ^ 

1 o 5 
^ ^ ( ^ , ; ^ ) + - — ^ ( : r (U), A ^ B ) + -—âr(:^(U), A - B) = ^ (^, ^ ) + 

4 4 

4 - ¿/(^(U), A - B ) , ¿/(jtr(U), A ' - B ) ^ ¿ / ( í ^ ( U ) , 2)^¿f(íf(U),je) + í / ( í r , 2 ; ) ^ 

1 
^ — ^ (^ (U), A - B) + ^ (A;, 2̂ ), 

de aquí que 

4 
¿/ (:̂ , 2) ^ ¿/ (jc (U), A — B), 

y, por tanto, 

3 4 
d{z,ai:S^)) 4:d{z,x)-\- • d{x,z)^Zd{z,xXl, 

por lo que 

!/(;.)-/(^(U))|<e. 

Entonces, 

!(T/)W-(T/)W| = | ^ f{a\3))g^{x)-f{z) ^ gu(^)\^ 

Por consiguiente, T / es continua en ^. Luego T / ' € (? (M). Obvia
mente, T es lineal y 

| ( T / ) ( ^ ) | = |/(:xr), si X ̂  A, 

| ( T / ) ( ^ ) | = | ^ /{amg^ix) l ^ s u p j | / ( V ) i : V C A j . ^ ^ M ^ A , . 

U C ^ 
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de aquí que / € C* (M) y 

sup j I ( T / ) (:r) I : ;3í ç M ¡ = sup j \f{x) | : ^ ^ A j . 

Finalmente, si / (jir) = 0 para x Ç: A^B, se tiene que / {a (U)) = 0,. 
U € ? / , de aquí que 

(Tf){x)= ^ /amg^{x)=:0, si : ^ Ç M ^ A . 
U C ^ 

En todo lo que sigue, X es un espacio topológico de Hausdorff,. 
localmente compacto y que posee una sucesión (K„)̂ ==,i de compactos-
metrizables tales que 

1) K, = 0. 

2) El conjunto Kn+i^Kn no es numerable, n = 1,2, ... 

3) K„+i ^ K^. 

4) U Kn = X. 

SK (X) es el espacio vectorial de las funciones continuas y de 
soporte compacto, definidas en X y con valores en P,®dotado de la 
topología ordinaria de límite inductivo. 9VÍ (X) es el espacio vecto
rial de las medidas de Radon sobre X, P-valoradas, es decir, SVÍ (X) 
es el dual topológico de ¡K (X). A dicho espacio de medidas de 
Radon le suponemos dotado de la topología fuerte. G es el espacia 
de Banach conjugado de G ([O, 1]). 

Denotamos por En el subespacio de C (K^n+i) formado por aque
llas funciones que se anulan en K^n-i ^̂  = 1» 2, ••• Necesitaremos el 
siguiente resultado [5] : a) Para cada entero positivo n, el espacia 
En es isomorfo a C ([O, I']). 

Para cada entero positivo n construimos una función continua fn 
en X, valorada en [O, 1] , que toma el valor uno en Ko^+i y el valor 
cero en X "̂  K,2,n+2. Aplicamos el lema anterior y obtenemos un ope
rador S„ de C (K'^n+i) en C (K^n+s) con las propiedades enunciadas 
en dicho lema, siendo 
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Sea Xn el operador lineal y continuo de C (K^^+i) en 9 í (X) tal 
que, si / '€ e (K^n+i), 

í (p« (X) ( S „ / ) (x), X ^ Kgn + g 
(Tn/)(X) = 

i O, ^ € X - K 2 « + 8 

TEOREMA 1.—£/ espacio 3ï (X) es isomorfo a G ([O, l]y^\ 

DEMOSTRACIÓN.—Dada la función f de ¡H (X), sea /^ la restric
ción a K3 y sea fn+i la restricción de 

/ - T i / i - T 2 / 2 - . . . - . T „ / „ , (2) 

a Kgin+a, n = 1, 2, ... La función / — Ti /^ de 9Y (X) se anula en Kg 
y, por tanto, está en Eg. En general, (2) está en 9Y (X) y se anula 
en K^n+i, por lo que f^+i pertenece a En+i-

La aplicación 9 de 9 í (X) en Ĵ Ĵ  E^ definida por 

es, evidentemente, lineal, inyectiva y continua. 

Si / '€ OT (X), podemos hallar un entero positivo n^ tal que / tie
ne su soporte en K2,no+2- Por otra parte, T|„ fn se anula en X '^ K2d+2J 
por lo que 

/ —- Tj / i — T, / , — . . . — T„o / « j , 

tiene su suporte en K2„̂ +2- Por consiguiente, fn^+i se anula en 
K n̂o+s ^ K2.n̂ ,̂2, de aquí que 

( Tno + 1 /«9 + 1 ) (A:) = O, si X £X^K2nQ + 2 ' 

Entonces, 

/ — Tj / I — T2 / a — . . . — Tno /fíQ — TftQ +1 /«a +1 = O, 

luego 

/„ = o, « = «o 4- 2, «o + 3. • • • 5 
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tes decir, 

« — 1 

00 

Puesto que la topología de 0 Ê^̂  es más fina que la inducida 
n = l 

CO 

*cn este espacio por la de ^.X ^^^ resulta que la aplicación Z de 
00 

^ (X) en 0 En, definida por 

Z : / - ( / i , / 2 , . . . , / « , . . . ) , 

?es lineal, inyectiva y tiene su gráfica cerrada. Veamos ahora que Z 
es suprayectiva. Tomamos un elemento 

y ponemos 

= 2 '^"^^ 
« = 1 

Es inmediato que g pertenece a 3{ (X). Por otra parte, Tn gn se 
:anula en Ka^^-tipara n ^ p, p = 1, 2, ..., de aquí que la restricción 
de ^ a Kg coincide con g^, la restricción de ^ — T^ ^^ a K^ coincide 
con ^2 y? î'i general, la restricción de 

^ — Ti ^̂ i — T2 ^2 — . . . — T« ^ „ , 

a K̂ n+g es igual a f n+i-. Luego 

f ig') = iêi^ ^ 2 . " M g», . . . ) . 

Finalmente, puesto que ¡H (X) es un espacio (L F) y, de acuer-
ído con el resultado aí), 

« = 1 
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se aplica el teorema de la gráfica cerrada para espacios (LF) [3], y 
se obtiene que 

5 í ( X ) ^ e ( l O , 1])(N). (3> 

c. q. d. 

COROLARIO 1.1.—Dado un entero positivo n, sea V una variedad' 
topológica n-dimensional, no compacta y numerable en el infinito^ 
Entonces 

^{V)^ e ( [ o , i ] ) w . 

COROLARIO 2.1.—Dado un entero positivo n, sea ü un abierto nœ 
vacio del espacio euclideo n-dimensional R^. Entonces 

SK(Ü)^ e ( [0 ,1] )W. 

TEOREMA 2.—El espacio SVÍ (X) es isomorfo a G^. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta tomar en (3) los duales fuertes, c. q. di. 

COROLARIO 2.1.—Dado un entero positivo n, sea V una variedad' 

topológica n-dimensional, no compacta y numerable en el infinito.. 

Entonces 

COROLARIO 2.2.—Dado un entero positivo n, sea Q un abierto no^ 
vacio del espacio euclideo n-dimensional i?". Entonces 

Bibliografía 

[1] ARENS, R . : Extensions of functions on fully normal spacesi 
«Pacific J. Math.)), 2, 11-22 (1952). 

[2] BoRSUK, K. : Über isomorphic der Funktionalrdume. ((Bull, 
Inst. Acad. Pol. Sci.)), 1-10 (1933). 

[3] GROTHENDIECK, A. : Produits tensoriels topol'ogi'ques et' espacer 
nucléaires. ((Mém. Amer. Math. Soo ) , n.^ 16 (1955). 

[4] STONE, A. H. : Paracompactness and product spaces. ((BuUl. 
Amer. Math. Soo) , 54, 969-977 (1948). 


