
1.A PROPIEDAD DE RADON-NIKODYM, 4f-DENTABILIDAD 
Y MARTINGALAS EN ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS 

Baltasar Rodríguez-Salinas 

Recibido: 7-XI-79 

iln this work it is given a definition for the Radon-Nikodym property in locally 
^convex spaces which coincides with the definition already known for Banach spaces. 
"The fundamental- theorems relative to cr-dentability and martingales are extended 
.¿for the quasi-complet spaces with the P. R. N. according to this definition. 

En este trabajo se da una definición para la propiedad de Radon-
2\^ikodym en espacios localmente convexos que coincide con la ya 
^conocida para espacios de Banach. Para los espacios casi completos 
con la P. R. N. según esta definición se extienden los teoremas 
fundamentales relativos a la er-dentabilidad y a las martingalas. 

§ 1. El teorema de Radon-Nikodym para la integral de Gro-
thendieck 

Sea (Q, E, ¡i) un espacio de medida finito que supondremos com
pleto para asegurar la existencia de un lifting p sobre el álgebra oC|̂  

*de las funciones reales o complejas medibles acotadas. (Véase A. y 
C. lonescu Tulcea [12], 43-53. Sea E un e. 1. c. que supondremos 
siempre Hausdorff. 

Ahora vamos a exponer algunas definiciones dadas en Rodríguez-
'Salinas [16] y [17]. 

1. DEFINICIÓN.—Sea E un e. 1. c. polar semi-reflexivo. Una fun
ción / : O -—^ E se dice simple y se escribe / '€ S (E, E) si es límite 
uniforme de una red de funciones simples ordinarias (de clase 0). 
Una función / se dice ¡i-medible y se escribé / € M (S, (A, E ) si, para 
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cada e > o, existe K € S tal que |i. (Ü \ K) < s y / XK ^ S (S, E)^ 
siendo XK la función característica de K. Una función / se dice 

\i-medible y se escribe / C M (S, [Ji, E) si es límite uniforme de una 
red (/Oí €i de funciones [i-medibles fi € M (E, |JL, E ) . Una función f 
se dice ¡¡i-integrable y se escribe / € o C ( S , (Jt, E) si es ,p.-medible e 

integrable Pettis. Una función / se dice ,\i4ntegrable o integrable 

Grothendieck y se escribe f € X (S, p., E) (véase [17]) si / es límite-
uniforme de una red (//)»€ i ^^ funciones fi'£ j£ ÇZ, \L, E) y, para, 
cada A € S, existe el límite 

lim im f fid ^=^ f fd^^E. 

Una función / se dice absolutamente \i-integrable y se escribe 
/ € £^ (2, |jt, E) si es ]jt-integrable y /> o / es integrable para toda se-
minorma continua p sobre E. Esta condición equivale a que cada» 
/^-variación | Wĵ  |j; sea finita, siendo 

^/(A)= I f^v-^ 

para A € S. De manera análoga, se define la ,\i-integrabilidad abso

luta y £^ (S, {I, E). 
Sea E un e. L c. casi completo. Una función / : Q—^'E se dice 

p,-m.edible y se escribe 

/ € M (2, li, E) si / eÜ {% |x, E), 

y, para cada e > O, existe K € 2 tal que \i (û \K) < e y / (K)» 

es débilmente relativamente compacto. Una función / se dice ^-inte
grable y se escribe 

/ € i ( 2 , fi, E) si / C X'(2, IX, E) n M (S, IX, E). 

Una función / se dice absolutamente ^-integrable y se escribe 

/ Ç ^ (S, ix, E) si / 6 ^» iS, IX, E) n M (2, |x, E). 

file:///i-medible
file:///i-inte
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2. DEFINICIÓN.—Un subconjunto A de E se dice deniable sí, 
para cada entorno U de O en E, existe x € A tal que 

donde co X es la envoltura convexa y cerrada de X ci E. Un sub-
conjunto A de E se dice fs-dentable si, para cada entorno U de O en 
E, existe ^ '€ A tal que 

^ € o ( A \ ( i c + U)), 

siendo ^ (X) el conjunto de las sumas convergentes 

00 

1 

con x,n € X y números reales X,„ > 0 tales que 

m 

t 

3. PROPOSICIÓN. 

3.1. Si co (A) es deniable, entonces A es deniable. 

3.2. Si A es un conjunto no deniable, existe un entorno U de 0 

en E tal que A c: co (A\ (yi + U)). 

3.3. Si A y B son subconjuntos de E y A + B es deniable, 
también lo son A y B, 

DEMOSTRACIÓN.—Se puede proceder como para los espacios de 
Banach. 

Sea m : 2 —> E una medida vectorial y 

A (H) = A H {m) = j - ^ ^ : H 3 A € 51+ L 
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para H € E+, siendo 

2-^= j A 6 S:tx{A)>0 I . 

4. DEFINICIÓN.—Una función / : O —> E se dice (m, ^)-enca-
jada si m es ,|jL-continua y, para cada />-bola cerrada 4r + U que con
tenga a A (H) con H € S+, se tiene 

para casi todo í € H, siendo /> una seminorma continua sobre E y 
U = {jr € E : ^ (jir) < 1}. 

5. PoPOSiciÓN.—Si E es un e, 1. c. polar semi-reflexivo, toda 

función f € oü (2, !|Ji, E) está (m, ,]i)-encajada para m = mf. 

DEMOSTRACIÓN.—En efecto, si 

/ €^ (2 , | t , E) 

W //^l^.€- + U, 
A 

para todo A € S+ y H € S+, siendo U un entorno absolutamente 

convexo y cerrado de O en E, se tiene 

— j TZ^o/d^ Ç^TZ^ix+U), 

A 

siendo TZU la aplicación canónica E-—> Ku y, por tanto, 

y 

/ ( O C I ^ + U, 

para casi todo í € H y, por consiguiente, / está (m, ![JL)-encajada 
para m = m/. 



LA PROPIEDAD DE RADON-NIKODYM 6 ^ 

6. TEOREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo, m: S — > E una 
m^edida p-continua, U un entorno absolutamente convexo y cerrada 
de O en E y TZjj la aplicación canónica E — > Eu. Entonces cada una 
de las siguientes condiciones implica la siguiente: 

6.1. Para todo S € 11+ existe T '€ 2+ tal que T c: S y AT (m) es 
relativamente compacto, 

6.2. Para todo S € 2:+ existe T € 2+ tal que T a S y AT (m) es 
débilmente relativamente compacto, 

6.3. Para todo U y para todo S € i:+ existe T € 2+ tal que 
Tez S y 

"K^ o A j, (m) = Aj^ {TÍJJ O n i \ 

es dentable. 

6.4. Para todo U y para todo 5 •€ L+ existe T^^"^ tal que 
TŒSy 

Tíjj Q Aj. im) = Aj.{%^ o m), 

es (s-dentable, 
6.5. Para todo U y para todo 6''€S+ existe T € 2 + y x£E tales 

que T cz S y 

Aj.(m)czx-{-ü'. 

6.6. Si f es una función (m, iLyencajada, se tiene 

DEMOSTRACIÓN. 

6.1 = = > 6.2. Evidente. 
6.2 = > 6.3. En efecto, si AT (m) es débilmente relativamente 

compacto, 

TCy o A T (m) = AT (iCy o » Í ) , 

es débilmente relativamente compacto. Entonces, como Eu es un es
pacio de Banach, izu o AT (m) es dentable. 

6.3 = > 6.4. Evidente. 
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6.4 = > 6.5. En efecto, si 

iCy O As (m) = As (iCy o w) C Eu 

es <í-dentable y Ü = -Ĵ U ( U ) , existe 

¿ = ic„ {X) € Eu y T 6 S^ 

tales que 

T c : S y AT (íTy o «Í ; C i»? + U, 

entonces AT (m) cz x + U. 
6.5 = = > 6.6. Por el axioma de Zorn, para cada U existe una 

familia maximal {SÍ)Í g i de conjuntos disjuntos Si '€ 2+ y una fami
lia (yi)i ÇI de elementos y.i € E tales que A (SÍ) C: ŷ  + U para todo 
¿ '€ I. Esta familia es, evidentemente, contable y entonces por la ma-
ximalidad de ella se tiene 

i^(s \Us,) = o. 
i 

Por ser / una función (m, (A)-encajada existe T Í c SÍ tal que 

|i(S..\T,-)==0 y / ( / ) € ^ / + U. 

para todo ¿ € T¿. Sea 

Z = fí\ U T,' 

entonces [x (Z) = O y 

según hemos probado en [17], siendo p el funcional de Minkowski 
de U y XA la función característica de A. Además 
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Ipara todo t € Ù puesto que 

/(T,-)ci^H-U y ^ i I iL€^ . - + U. 

ILuego / es limite uniforme de la red (fp)p. Para terminar basta tener 
en cuenta que 

/ (^ (A n Tí) - - ^ ^ í ^ { i (A n T )̂ ^ 2^ (A n Tí) 

¡para todo A € S y todo i € I y, por tanto, que 

y 

I / ¿ 3 f { i = l i m j /^d^ = m{A) 

îpara todo A € 2. 
7. PROPOSICIÓN. 

7.1. 6'í f 3; g son dos funciones (m, \x)-encajadas y se verifica 6.5, 
se tiene f = g, e. d. para toda seminorma continua p sobre E se 
tiene 

P(f ( t ) -g( t ) ) = 0 

para casi todo t € O. 
7.2. .Si f es una función (m, \iyencajada 3; g = f, entonces g ^^ 

también una función (m, p)-encajada. 

DEMOSTRACIÓN.—^7.1. Sea 

U = J J ^ Ç E : / ( A : ) ^ 1 | . 

De forma análoga que en el teorema 6 se prueba que existe una fami
lia contable (S/)¿ g i de conjuntos dis juntos S¿ € S"̂  y una familia 
^i)t e I de elementos y, € E taies que A (Si) cz yt + JJ para todo 

*̂ € I y i i ( f í \ U s,) = o. 

file:///iyencajada
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Entonces, como 

/ ( O €^v+U, g{t) € > - + U 

para casi todo t '€ S/ (i •€ I), se tiene 

/ ( / ( n - ^ ( 0 ) ^ 2 

para casi todo ^'€ O. Sustituyendo p por 2 w/? resulta igualmente 

n 

para casi todo ¿ ' € 0 y todo ÍÍ'€ N y, por consiguiente, 

/ ( / (^)~^(0) = o 

para casi todo i € O. 

7.2. Con la misma notación que en 7.1 sea A (S) cz 3; + U . 
Entonces 

para casi todo í € S. Como 

para casi todo í € O y todo ti € N, resulta 

para casi todo r € S y todo n € N y, por consiguiente, 

para casi todo í € S. 

8. DEFINICIÓN.—Sea p un lifting sobre el álgebra «Cĵ  de las funr-
ciones reales o complejas medibles acotadas. (Véase A. y C. lonescif 
Tulcea [12], 43-53.) Para este lifting de igual modo que en el teo
rema 21 de [16] y que en el teorema 14 de [17], se define otro 
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lifting sobre el conjunto de las funciones acotadas escalarmente m e -
dibles / : O —> E, que también denotaremos por p, de forma que 
P (/) : O —> E" (bidual de E) y 

<pifhx>{t) = p{</,x'>)(t) 

para todo í € Q y todo x' € E'. Entonces 

p ( / ) (û)c5^/(Û), 

siendo co / (A) la envoltura convexa y cerrada de / (A) en E" dota-
do de la topología natural. (Véase Kôthe [13], 300.) 

En este trabajo dotaremos siempre a E" de la topología natural,. 

9. PROPOSICIÓN. 

9.1. Supongamos que se verifica 6.5, Sea í: O — > E una fun
ción acotada integrable Pettis y (m, ]x)-encajada para m = mf. En
tonces para toda seminorma continua p sobre E" se tiene 

p(p ' ( f ) ( t ) - f (t)) = 0 

para casi todo t € O. 
9.2. Sea f: O — > E una función acotada integrable Pettis y 

g : ü —> E una función tal que 

P(p(f) (t)-g{t)) = 0 

para casi todo t € O 3; toda seminorma continua p sobre E'', enton
ces g es (m, ii)-encajada para m = mf. 

DEMOSTRACIÓN.—En primer lugar, de 

J <f,x'>d^ = <m (A), x' > , 
A 

para todo A € i: y todo x' € E', se deduce 

<p{/),x'>{S)czx' {As{m)) (x' € E'̂  

p ( / ) ( S ) C c o As(m) ( C E ' ) 
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para todo S € 11+. Por tanto, p (/) es (m, |jL)-encajada si se considera 
^fn: E — > E''. Entonces basta proceder como en la proposición 7. 

§ 2. Espacios con la propiedad de Radon-Nikodym 

10. DEFINICIÓN.—Se dice que \i es una medida de control de una 
-^tnedida vectorial m : E —> E o que m está controlada por ĴL si m 
es fjL-continua y AQ (m) es un conjunto acotado, e. d. si, para toda 
--seminorma continua p sobre E, existe una constante Cj, > O tal que 

^para todo A € S. 

Un e. 1. c. E se dice que tiene la propiedad de Radon-Nikodym, 
^tn abreviatura P. R. N., si para todo espacio de medida finito 
(O, 2 , (x) y toda medida vectorial m: S — > E controlada por (Ji 

<í<existe una función acotada f€£ (S, |JL, E " ) tal que 

m(A)= f/^v- ( = ^/(A)) 

para todo A € S. 

11. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. casi completo. Entonces son 
^equivalentes : 

11.1. E posee la F , R, N. 

11.2. Toda martingala 

( f i , S i ) i e i ( Ï / C I ) 

i€on valores en E, tal que las funciones U están uniformemente aco

dadas y converge en «Ĉ  (S, ĴL, £") a una función acotada f: Q — > £ ' ' . 

A demias en este caso 

i 

¡para todo i € / , siendo d (SÏ) la sub-a-álgebra de S engendrada por 
iSfL y E (f, Si) la esperanza condicional de i respecto de Si. 
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DEMOSTRACIÓN. 

11.1 :—>• 11.2. Supongamos p(fi(t))<Cp para casi todo i '€û, 
todo / € I y toda seminorma continua p sobre E". Para cada m.i : 
Sí —> E definida por 

,.(A)= J/i^V- (A e^i). 

se tiene 

¡para todo A € Si y, por la definición de martingala, para todo 

í SI 

existe 

l im í%/ ( A ) = WQ ( A ) . 
i 

Como, evidentemente, 

por el teorema de extensión de Carathéodory-Hahn-Kluvanek (véa-
t«e [6], pág. 27) existe una extensión contablemente aditiva 

m =: tftQ de WQ a o ( ^ ) , 

'que satisface también 

P(m(k))^Cp^{k). 

l luego m es una medida vectorial controlada por jjt. Entonces, por 
liipótesis, existe una función acotada 

/ € ^ í a ( ^ ) , | j L . r ' ) , 

ta l que 

^(A)= j fd^ 
A 
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para todo A € a (5Ï). Para cada A '€ Ŝ  se tiene 

A A 

luego fi = E (/, S¿). Entonces, si 

para toda 

resulta según se sabe 

li."̂  l l / » - / l l í = 0 . 

para cada seminorma continua p sobre E''. 
11.2 = > 11.1. Sea m: 2 — > E una medida vectorial contro^ 

lada por ¡L. Para cada partición finita 'K (€ ff^) de O en conjuntos d e 
£+ ponemos 

A e « H- i ' ^ / 
XA 

Si TTj < ^2, todo A € Tüj se puede expresar como unión de elementos-
de 11,2 : A = Aj'U Ag U ... U An, y por tanto 

Como para cada partición ic € á^, <s (%) coincide con el álgebra en
gendrada por it, que a su vez es simplemente la familia de las unio
nes finitas de elementos de TZ, resulta que (Z ,̂ ^ (̂ ))7c € ^ ^s una mar
tingala con valores en E uniformemente acotada, pues p (/^ (t)) < Ca
para todo í'€ O, luego por 11.2 la red {ftz)%^ff> converge a unai 
función / en 

^» (o (Ux), li, E")=X^ (S, {i, E"). 
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.Además 

m{A) = \im \f^d^=\fd^ ( = w/-( A ) ) 

A A 

-para todo A '€ E, puesto que si TÛ  = {A, Ü \ A} se tiene 

m ( A ) = / / . ^ ^ 
A 

para toda ir >"7̂ o-

12. COROLARIO.—Si E es un e. l. c. casi completo que posee la 
JP. R. N. y 

^es casi completo para la topología inducida por 

•y la homología inducida por 

<dada una medida m : S —> E controlada por ^ existe una función 
-^ac otada (. 

Ml que m = nif. 

DEMOSTRACIÓN.—Es inmediato. 

13. LEMA.—Sea A un suhconjunto convexo, cerrado, no denta-
éle y con interior no vacío en un e. L c. E. Entonces existe un en
lomo ah s olut amiente convexo y cerrado U de 0 en E tal que 

A = CO ( i \ ( x + . ¿ 7 ) ) , 

';para todo x € ^ . 



78 BALTASAR RODRÍGUEZ-SALINAS 

DEMOSTRACIÓN.—Procederemos como Davis y Phelps [5]. De 3.2: 
se deduce que existe un entorno absolutamente convexo y cerrado 
U de O en E tal que 

A =z^{A\{x + V)) 

para todo x € A. Sea 

X Ç: A y B = A \ ( j « r - f U ) . 

Entonces 

A = ¿¿r{B), B = (A n (x + vyy=:^Â\ix + v), 

Por otra parte, B ci B. En efecto, sea y€B, Si ^ ' € A ( ^ 0 ) ef 
o 

segmento [^, 3;) está contenido en A y si (yn)T es una sucesión eiĵ  
[^, 3̂ ) convergente a 3; se tiene yn € (4r 4- U)'' para n > n^. P o r 
tanto, 3; es límite de puntos de 

B = A\{x + V), 

es decir 3; '€ B. Por tanto, 

B C B C CO ( B ), 

luego 

CO ( B ) c coTíB). 

Como el interior de un convexo coincide con el interior de su adhe
rencia siempre que dicho interior sea no vado, se tiene 

A —(¿ôTfB ))^C(c*^ ( ! ) )< '« CO (B) = eo ( Â \ (AT + U ) ) . 

La otra inclusión es evidente. 

14. TEOREMA.—Sea E un e. I, c. casi completo.. Entonces sonf 
equivalentes : 
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14.1. E posee la F , R, N, 

14.2. Toda martingala 

( f i , S i ) i e / , 

con valores en E, tal que las funciones U están uniformemente aco-^ 
tadas, es una red de Cauchy en 

£' (S , ji, E). 

14.3. Toda martingala 

(fn»5n)iitiVi 

con valores en E, tal que las funciones ín esián uniformemente aco-^ 
tadas, es una sucesión de Cauchy en 

1^(1^)1. E). 

14.4. Todo acotado no vacío B c: E es fs-dentuUle. 

14.5. Para todo acotado contable no vacio B a E y todo entor-^ 
no U de O en E, existe x € 5 tal que 

x^ca {B\{x+U)). 

14.6. Para todo acotado no vacío B cz E y todo' entorno U df 
O en £ , existe x € B tal que 

X $ CO (B\(x+[/)). 

14.7. Para todo acotado no vacío B cz E y todo entorno abso
lutamente convexo y cerrado U de O en E, se tiene que ^^ (B) esr 
dentable, siendo TCU la aplicación canónica E—> Eu, 

DEMOSTRACIÓN. 

14.1 = í > 14.2. Se deduce del teorema 11. 

14.2 = > 14.3. Evidente. 

14.3 :zi=> 14.4. Procederemos como Huff" flO] y Egghe -[7i]I 
Si 14.4 no fuese cierta existiría? mt conjunto acotado" no^ vacío B c r E l 
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y un entorno absolutamente convexo y cerrado U de O en E tal que 

X € o(B\{x + V)) 

para, todo x€ B. Tomemos ^o'^ B- Existe entonces una sucesión de 
.Xi '€ B y otra de números reales ot¿ >> O tales que 

CO CO 

í - 1 « = 1 

:Sea IQ = [O, 1) y dividamos IQ en una sucesión de intervalos semi-
. abiertos y disjuntos 1/ tales que 

a(I ,-) = a / | i ( í o } = a,-, 

'donde ¡i es la medida de Lebesgue. Cada ;r¿, a su vez, es tal que 
' existe una sucesión'de ^¿y'€ B y otra de números reales a¿y > O que 
verifican 

7 = 1 / = i 

Dividamos cada intervalo I¿ en una sucesión de intervalos serniabier-
tos y disjuntos lij tales que 

y procedamos análogamente. Sea entonces SQ = {[O, 1)} y, çn ge
neral, Sjt la tr-álgebra engendrada por los conjuntos I¿, ...¿ y defi-

: namos 

donde la suma sé extiende a todos los índices i^ ... 4- Está claro que 

J>{/A (t))á: sup | / ( :^ ) : :̂  6 Bj ^ C;., 

para todo k, siendo p el funcional de Minkowsky de U. Además, 
^da.d.o 
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«e tiene 

.-u 

^1 

Huego 

\'^h....i,j)=^n..,s,j\'(h,...i) 

^....., 

l o que prueba que (/¿, Eit)* g N es una martingala con valores en E, 
uniformemente acotada. Sea t '€ [O, 1) y supongamos, por ejem
plo, que 

^ei,- , . . . , . . e l , . . . . 
'k-' ' l - - - * , f e 

Entonces 

luego * 

/ ( A + i ( O - A ( 0 ) > l , 

para cada ¿ € IQ y cada ¿ '€ N. Esto prueba que 
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para cada IÍ € N y, por consiguiente, que (/«)? no es de Cauchy 

en £^ (S, [JL, E) en contradicción con 14.3. 
14.4 = > 14.5. Evidente. 
14.5 zz=> 14.6. Supongamos que 14.6 no fuese cierta. Entonces 

existe un conjunto acotado no vacío B c: E y un entorno U de O eni 
E tal que 

X e 00 {n\{x + V)) 

para todo x^B. Sea XQ^B, entonces XQ es combinación lineaí 
convexa de elementos de 

CO (B\{xo + U)). 

Continuando de este modo, se construye un subconjunto contable no-
vacío Bo de B, formado por los puntos de B que aparecen en cada 
una de las combinaciones lineales convexas consideradas. Este con
junto no cumple 14.5, pues por construcción todo x '€ BQ es combi
nación lineal convexa de elementos de 

CO ( B o \ (x + ü)). 

14.6 ==> 14.7. Sea B = ^u (B) no dentable y 

D = [ ^ (B + Ú)]o = [co (B + ü)]o, 

en Eu, donde Ù = itu (U). Por 3.1 y 3.3, co (B + Û) es no denta
ble en Eu, luego por el lema 13 existe un s > O tal que 

D = co ( D \ ( ¿ + 6Ú)) 

para todo x€I). Sea 

D = [co (B + U)]o, 

entonces 

7t„(D) = [co(B4-Ü)lo=:D, 
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y 

0 = DflTT-Mco ( D \ ( í + s Ü ) ) 

C Dfl CO [ 7 ü 7 M u ) \ { : ^ + ^U)l 

C CO ( D \ ( J C + £ U ) ) 

para todo x ^ T> y x = ^u {x)j en contradicción con 14.6. 
14.7 rzizz> 14.1. Sea m: S —> E una medida controlada por \i. 

Por el teorema de Radon-Nikodym para medidas escalares, para 
cada 4r' '€ E' existe una función escalar integrable f^^ tal que 

< w ( A), x'>= j f^.d^ 
A 

para todo A C S . Inmediatamente resulta 

A 

para todo 

A £ S^ = j A : S 3 A Ç S+ I y S 6 :S+ 

y, por tanto, 

para casi todo ¿'€S€S^". Sea p un lifting sobre el álgebra £^ de las 
funciones reales o complejas medibles esencialmente acotadas. En
tonces 

P ( / . ' ) iO € x' {As{m)) 

para todo 

/ € S n p (s) € s+. 

Se ve fácilmente que 

•̂ ' —^ P ( / . ' ) ( 0 
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es una forma lineal sobre E'. Por tanto, existe una función / : 
a —> E'^ tal que 

< / ( 0 , ^ ' > = P {/,') ( O € X' {As{m}) 

para todo ¿ € S (1 p (S) y todo x' € E', de donde se deduce, por 
ser AQ (m) acotado en E, 

/ {t) 6 CÔ As ( ^ ) e E" 

para todo r € S fl p (S) y todo S € S+ siendo co As (m) la envoltura 
convexa y cerrada de As (m) en E". 

Como 14.7 = > 6.3 = í > 6.6 y según acabamos de ver / : O —> E" 
€s una función (m, [x)-encajada, se deduce que existe una función 

acotada f £ £ ÇE, ¡L, E " ) tal que m = nif. 

15. COROLARIO.—Si E es un e. 1. c. casi completo son equiva
lentes : 

15.1. E posee la P. R. N, 
15.2. Todo subespacio F de E con un sistema funda^nental de 

entornos de O cerrados en E posee la P. R. N. 
15.3. Todo subespacio separable F de E con un sistema funda

mental de entornos de O cerrados en E posee la P. R. N. 

DEMOSTRACIÓN. 

15.1 = í > 15.2. En primer lugar, F es casi completo por tener 
un sistema fundamental de entornos de O cerrados en E. Por otra 
parte, es obvio que la propiedad 14.4 para E implica la misma pro
piedad para F. Entonces, según el teorema 14, dicho subespacio F 
posee la P. R. N. 

15.2 = > 15.3. Evidente. 
15.3 :=z=>' 15.1. Por el teorema 14 basta demostrar que para todo 

subconjunto contable, no vacío y acotado B de E vale 14.4. Si F es 
el subespacio vectorial cerrado de E, engendrado por B, F es sepa
rable y B es acotado en F, luego verifica 14.5 en F y, por consi
guiente, en E. 

16. DEFINICIÓN.—Si 

/ Ç ¥ ( 1 , j,,E"), 
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se escribe p [/] = / para denotar que existe una sucesión (K^) f de 
conjuntos disjuntos Kn € 2 tales que 

00 

1 ^ ( S \ ^ K « ) = 0, 
1 

cada / (Kn) es acotado en E y 

de modo que 

00 

1 

en casi todo Q. 

17. TEOREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo con la P. R. N. 

Entonces si f € M ("2, ji, E'') es integrable Pettis con 
irif : s — > E 

y (i^n)f ^^ una sucesión de conjuntos disjuntos K^ 6 2 íai gwe cada 
f (i^n) ^^ acotado en E, 

la función 

1 

3' satisface 

p [ g ] = g jy IDf = mg . 

DEMOSTRACIÓN.—Por poseer E la P. R. N. y ser m/ : S —> E, 

para cada seminorma continua p sobre E^', existe una función 
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con m = mf, los Km ^ "̂̂  disjuntos 

A,-«cH« = p (K«), H- ( H „ \ U A,-«) = 0 , Z = Û \ y A/« 
i i, n 

y 

para todo r € Q. Entonces es fácil ver que 

ntf ( A ) = lim \ gp d ^ =:z Mg ( h) 

para todo A € S. Finalmente, como 

9 (^ X H J = P (-^XK^)' 

se deduce que p [^] = g. 

18. TEOREMA.—5^a E un e. 1. c. casi completo con la P. R. N. 
3; m : £ —> E una añedida vectorial ¡i-continua. Entonces, si m está 
localmente controlada por [x, e. d, si para cada 9̂ € E+ existe 

T € Eg tal que Ar (m) es acotado, existe f € «ü (S, [JL, E " ) ¿a/ gwí? 
m = my 3̂  P [f] = f. 

DEMOSTRACIÓN.—Por el axioma de Zorn existe una familia maxi
mal (Ki)¿ g I de conjuntos disjuntos K^ € £+ tales que cada A (K^) 
es acotado y p (K¿) = K^. Esta familia es, evidentemente, contable 
por lo que es fácil ver que la hipótesis hecha implica que 

V L ( Q \ | J K , ) = O. 
i 

Sea m, la restricción de m a £¿ = EK.. Entonces por el teorema 14 
existe una función acotada 

/ , € ¿ ( I , . , 11, E") 
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tal que p (ft) = fi si se pone /¿ = 0 fuera de K^, y 

m(A n K,.) = mi (A Ç) K,-) = / /, d ^ 

A il Ré

para todo A € S. Pongamos 
tel 

entonces 

9 ( / X K . ) = P { / / ) = / ' = / X K , . ' 

puesto que 

p(K,-) = K,-, p [ / l = / y / € M(E,ii, E"). 

Además / '€ ¡«ü (S, [ji, E''). En efecto, para cada x' € E', ;i;' o m es 
una medida escalar y, por tanto, de variación finita, y se verifica 

A I e I A n K,-

2 6 1 

= ^ J <A ^'>d^= J </, x>du. 
«• e I A n K,- A 

para todo A € S puesto que 
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Luego / : Û —s- E" es integrable Pettis con m — nif, y segi'm el 
teorema 17 se tiene 

/ 6 ^(2,11, E"). 
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