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iIn this work it is given a definition for the Radon-Nikodym property in locally
sconvex spaces which coincides ‘with the definition already known for Banach spaces.
"The fundamental. theorems relative to o-dentability and martingales are extended
dor the quasi-complet spaces with the P. R. N. according to this definition.

En este trabajo se da una definicién para la propiedad de Radon-
Nikodym en espacios localmente convexos que coincide con la ya
sconocida para espacios de Banach. Para los espacios casi completos
con la P. R. N. segtin esta definiciéon se extienden los teoremas
fundamentales relativos a la ¢-dentabilidad y a las martingalas.

§°1. El teorema de Radon-Nikodym para la integral de Gro-
thendieck L

Sea (Q, T, ) un espacio de medida finito que supondremos com-
pleto para asegurar la existencia de un lifting p sobre el algebra L}
de las funciones reales o complejas medibles acotadas. (Véase A. y
C. Tonescu Tulcea [12], 43-53. Sea E un e. 1. c. que supondremos

siempre Hausdorff. '

Ahora vamos a exponer algunas definiciones dadas en Rodriguez-
“Salinas [16] y [17]. .

1. DeriniciON.—Sea E un e. 1. c. polar semi-reflexivo. Una fun-
cion f: Q@ — E se dice simple y se escribe f€ S (Z, E) si es limite
uniforme de una red de funciones simples ordinarias (de clase 0).
“Una funcién f se dice p-medible y se escribe f€ M (Z, p, E) si, para
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cada ¢> 0, existe K€X tal que ¢ (Q\K)<e y fyx€S (=, E),
siendo yx la funcién caracteristica de K. Una funcién f se dice

w-medible y se escribe f€ M (5, u, E) si es limite uniforme de una
red (f):¢: de funciones p-medibles f; € M (2, g, E). Una funcién f
se dice p-integrable y se escribe f€ L (Z, p, E) si es p-medible e

integrable Pettis. Una funcién f se dice p-integrable o integrable

Grothendieck y se escribe f€ .E (Z, u, E) (véase [17]) si f es limite:
uniforme de una red (fi)..: de funciones f,€ L (%, ¢, E) y, para.
cada A € T, existe el limite

Ii:n!f,-dp.:[fdpEE.

Una funcién f se dice absolutamente p-integrable y se escribe
f€ L (Z, p, E) si es p-integrable y p o f es integrable para toda se-
minorma continua p sobre E. Esta condicién equivale a que cada
p-variacién | my |, sea finita, siendo

mr (A) = [fdp,
A

para A € . De manera aniloga, se define la p-integrabilidad abso-

luta y L1 (2, g, E).
Sea E un e. 1. c. casi completo. Una funcién f: Q — E se dice:

w-medible y se escribe

SEME WE) si /€M, B),

y, para cada ¢>0, existe K€X tal que p (Q\K)<e y f (X))

es débilmenté relativamente compacto. Una funcién f se dice p-inte-
grable y se escribe

JELE WE) si f€LEKENMSEyE).

Una funcién f se dice absolutamente p-integrable y se escribe

JELEWE) si fEL S KB NMEYE).
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2. DerFiniciON.—Un subconjunto A de E se dice dentable i,
para cada entorno U de 0 en E, existe # € A tal que

x ¢ co (AN (¢4 V),

donde co X es la envoltura convexa y cerrada de X < E. Un sub-
conjunto A de E se dice ¢-dentable si, para cada entorno U de 0 en
E, existe '€ A tal que

* ¢ o (AN (x+0),

siendo ¢ (X) el conjunto de las sumas convergentes
-]
popws
1
con #, € X y ntimeros reales X, > 0 tales que

»
Zl,.:l.
1

3. PRrOPOSICION.

3.1. Sico (A) es dentable, entonces A es dentable.
3.2. St A es un conjunto no dentable, existe un entorno U de 0
en E tal que A < co (A\ (x + U)).

33. Si Ay B son subconjuntos de E y A + B es dentable,
también lo son A y B.

DEmosTrRACION.—Se puede proceder como para los espacios de
Banach.

Sea m: = — E una medida vectorial y

m(A)

A (H)= Ay (m) = " (A)

:HD A € I,
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para H € X+, siendo
St={A€ET:p(A)>0].

4. DerinictoON.—Una funcién f: Q —> E se dice (m, w)-enca-
jada si m es p-continua y, para cada p-bola cerrada # + U que con-
tenga a A (H) con H € =+, se tiene

f

f(t)€x+U,
para casi todo t€ H, siendo p una seminorma continua sobre E y

U={x€E:p @) <1}.
5. Porosicion.—Si E es un e. 1. c¢c. polar sewmi-reflexivo, toda

funcidn f € L (E, n, E) estd (m, yu)-encajada para m = my.

DemosTtrAaCION.—En efecto, si

f €LE wE)

1
_— a U,
) [raves+
A >.
para todo A€Xt y He€Z* siendo U un entorno absolutamente

convexo y cerrado de 0 en E, se tiene

1
)

fﬂuofdp. € xu'(x;{—U),

A

siendo =y la aplicaciéon candnica E —» Ey y, por tanto,

Iuof(t) E “u (x_*_U)r

f(t)cx+4U,

para casi todo t€ H y, por consiguiente, f estd (m, p)-encajada
para m = my.
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6. TeOREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo, m: £ — E une
medida p-continua, U un entorno absolutamente convexo y cerrado
de 0 en E y =y la aplicacion candnica E — Ey. Entonces cada una
de las siguientes condiciones implica la siguiente :

6.1. Para todo S € =t existe TE€ZY tal que T < S y Ar (m) es
relativamente compacto.

6.2. Para todo S'€ =% existe T€ Xt tal que T< S y Ar (m) es
débilmente relativamente compacto.

6.3. Para todo U y para todo S€X*+ existe T €+ ifal que
TcSy ‘ :

L7 AT(m)=AT (’KUO m),

es dentable.

6.4. Para todo U y para todo S €T+ existe T €X' tal que
TcSy :

Ty 0 AT(m)=A7‘(WUo m))_

es s-dentable.
6.5. Para todo U y para todo S€Xt existe TEXZH y X€E tales
que TC S vy

A, (m)ycx+4U.

6.6. Sif es una funcién (m, w)-encajada, se tiene

fef(z’PvE) y m=mf,

DEMOSTRACION.

6.1 ==> 6.2. Evidente.
6.2 =—> 6.3. En efecto, si Ay (m) es débilmente relativamente
compacto,

Ty o At (m) = Az (ty o m),

es débilmente relativamente compacto. Entonces, como EU es un es-
pacio de Banach, =y - Ar (1) es dentable.

6.3 =—> 6.4. Evidente.
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6.4 —=> 6.5. En efecto, si
Ty o0 As (m) = As (t, 0 m) C Eu
es c-dentable y U = =y (U), existe

x=m,(x) €Eu y TEZI*

tales que

TcCS y AT(TEuom)C:;‘-I—Un

entonces Ar (m) < x + U.

6.5 =—=>.6.6. Por el axioma de Zorn, para cada U existe una
familia maximal (S;); 1 de conjuntos disjuntos S;'€ T+ y una fami-
lia (y:): ¢1 de elementos y, € E tales que A (S;) < y;: + U para todo
1€ I. Esta familia es, evidentemente, contable y entonces por la ma-
ximalidad de ella se tiene

AN U s;)=0.

Por ser f una funcién (m, p)-encajada existe T, < S; tal que

pENT)=0 y f(#)€y+V,

para todo ¢ € T,. Sea

Z2=0\ U T:,
entonces w (Z) =0y
m(Ti)
Je= Z - 7.1-.+fxz € L E),
o n (T 4

segun hemos probado en [17], siendo p el funcional de Minkowski
de U y ya la funcidn caracteristica de A. Ademas

p(fa(t)—f(2) £2
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jpara todo ¢ € Q puesto que

m(

N = s 1. T) .
F(THycy+-U y (1) Ey'>+U-

Luego f es limite uniforme de la red (f,),. Para terminar basta tener
€n cuenta que

m (T,)

Ty PANT S 20 N T

pim(ANT) —

para todo A€ X y todo 1€ 1 y, por tanto, que

P(m(A)—- ffp’dp)'ézpm)
A

Affdu: lim [f»du=m(A)

ppara todo A € Z.

7. PROPOSICION.

7.1. Sify g son dos funciones (m, p)-encajedas y se verifica 6.5,
se tiene £~ g, e. d. para toda seminorma continua p sobre E se
itiene

p(t)—g)=0

para casi todo t € Q.
7.2. Sif es una funcién (m, p)-encajada y g = f, entonces g es
gambién una funcién (m, p)-encajada.

DEMOSTRACION.—T7.1. Sea
U={x€E:px)<1].

De forma analoga que en el teorema 6 se prueba que existe una fami-
lia contable (S;);c: de conjuntos disjuntos S,€ =+ y una familia
{(¥): e1 de elementos y, € E tales que A (S,) €y, + U para todo

£€Il y “(Q\U S.')=0.
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Entonces, como

f(f) €y+U, g(2)€y+U

para casi todo t€ S; (i€ I), se tiene

p(f(2)—g(2) L2

para casi todo ¢'€ Q. Sustituyendo p por 2 p resulta igualmente

1
P(f(f)—g'(f))é—"{‘
para casi todo t€Q y todo n'€ N y, por consiguiente,

p(f(t)—g(2)=0

para casi todo t € Q.

7.2. Con la misma notacién que en 7.1 sea A(S)cy + UL
Entonces

f(2)ey+U

para casi todo ¢t € S. Como

g(t)y—rs(¢) € Uln,

para casi todo ¢€ Q y todo n€ N, resulta

gnrey+ (14+0-)u
para casi todo €S y todo n€ N y, por consiguiente,
g(t)€y+U
para casi todo ¢ € S.

8. DEFINICION.—Sea p un lifting sobre el dlgebra Ly de las fun-
ciones reales o complejas medibles acotadas. (Véase A. y C. Tonescir
Tulcea [12], 43-53.) Para este lifting de igual modo que en el teo-
rema 21 de [16] y que en el teorema 14 de [17], se define otro
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lifting sobre el conjunto de las funciones acotadas escalarmente me--
dibles f: Q — E, que también denotaremos por p, de forma que
e (f) : @Q—— E” (bidual de E) y

<p(/he>(t)=p(< fid'>)(7)

para todo t € Q y todo #’ € E’. Entonces
0 (/) (@) < cof@,

siendo co f (A) la envoltura convexa y cerrada de f(A) en E” dota-
do de la topologia natural. (Véase Kdéthe [13], 300.)
En este trabajo dotaremos siempre a E” de la topologia natural..

9. PROPOSICION. (

9.1. Supongamos que se verifica 6.5. Sea f: Q —> E una fun-
cidon acotada integrable Pettis y (m, p)-encejade para m = my. En—
tonces para toda seminorma continua p sobre E” se tiene

pp(f) (t)—f(t)=0

para casi todo t € Q. _
9.2. Sea f: Q—> E una funcidn acotada integrable Peltis y-
g: Q— E una funcidn tal que

p(p(f) (t)—g(t)=0

para casi todo t'€ Q y toda seminorma continua p sobre E”, enton—
ces g es (m, p)-encajada para m = m;.

DeMOSTRACION.—En primer lugar, de

f<f~x'>du=<m(A>.x'>,
A

para todo A € £ y todo #' € E’, se deduce

<p(Sf)*>(S)c«" (As(m) («" € ED

p(f)(S)cCco As(m) (CE"
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:para todo S € =+, Por tanto, p (f) es (m, w)-encajada si se considera
«m: T —> E”. Entonces basta proceder como en la proposicién 7.

:§ 2. Espacios con la propiedad de Radon-Nikodym

10. DeriniciON.—Se dice que p es una medida de control de una
-medida vectorial m: £ — E o que m estd controlada por p si m
-es p-continua y Ag (m) es un conjunto acotado, e. d. si, para toda
-seminorma continua p sobre E, existe una constante C, > 0 tal que

Pm(ANZLCpp(A),

~para todo A € X.

Un e. L. c. E se dice que tiene la propiedad de Radon-Nikodym,
-en abreviatura P. R. N., si para todo espacio de medida finito
(Q, %, n) y toda medida vectorial m: = — E controlada por p

-existe una funcién acotada f€ L (g, 1, E”) tal que
m(A)= ffdp. (=ms(A))
A

-para todo A € .

11. TeoREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo. Entonces son
«equivalentes :

11.1. E posee la P. R. N.
11.2. Toda martingala

(fi, Zidier (SC¥)

«on valores en E, tal que las funciones f; estdn uniformemente aco-
dadas, converge en L'(Z,p, E”) a una funcién acotada f: Q—> E”.

Ademds en este caso
re(o(Un)ne) » Edsy=n,
i

para todo 1€ 1, siendo o (A) la sub-c-dlgebra de T engendrada por
Ay E{, %) la esperanza condicional de f respecto de I,
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DEMOSTRACION.

11.1 ==> 11.2. Supongamos p (f;(¢)) <C, para casi todo t€Q,
todo I €I y toda seminorma continua p sobre E”. Para cada wm:
%; — E definida por

m;(A):ff,-dp. (A € %),
A

se tiene

p(mi(A)) £Cpp(A),

jpara todo A € %, y, por la definicién de martingala, para todo

AEﬂl:UE.’.

el
«existe

lim m; (A)=my(A).

«Como, evidentemente,

2P (my(A)) £Cpp (A),

por el teorema de extensién de Carathéodory-Hahn-Kluvanek (véa-
se [6], pdg. 27) existe una extensiéon contablemente aditiva

m=m, de my a o(A),
«que satisface también
pin(A)) < Cp(A).

Luego m es una medida vectorial controlada por p. Entonces, por
‘hipétesis, existe una funcién acotada

f € -@(G(a)v}’-»E”)y
tal que
m(A)= | fdqn
[
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para todo A € ¢ (A). Para cada A€ I, se tiene
fﬁdp=mdAﬁ=mM)=ffdw
A A
luego f; = E (f, £;). Entonces, si

|l/ll’f= [p(/)dp (2 (f)=2p0f)
&

para toda

f E -C-l (zv Py E”)v

resulta segun se sabe
. ?
im || fi —F I} =0,
7

para cada seminorma continua p sobre E”.

11.2 ==> 11.1. Sea m: X ——» E una medida vectorial contro~
lada por . Para cada particion finita = (€ &) de Q en conjuntos de
I+ ponemos

_ S ma)
fn % P‘(A) XA

Si w; < =, todo A €=, se puede expresar como unién de elementos:
de =,: A=A UA,U...UA,, y por tanto

m(Ag
(A

Affn,du==z::

Como para cada particién = € &P, ¢ (n) coincide con el 4lgebra en-
gendrada por =, que a su vez es simplemente la familia de las unio-
nes finitas de elementos de =, resulta que (fz, ¢ (%)) ¢ » €5 una mar-
tingala con valores en E uniformemente acotada, pues p (fx (¢)) < Cp-
para todo t€ Q, luego por 11.2 la red (fx)res converge a una
funcién f en :

)
p(Aj)=m(A)= fﬂldp..
> /

L (o (Un)yp, E) =L (I, p, E).
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Ademas
wimr=iim [ fap= [rau (=m(a)
= A A
-para todo A € X, puesto que si =, = {A, Q \ A} se tiene
ma)= [ rodw
A
-para toda = >=,.

12. CororLAr10.—Si E es un e. l. c. casi completo que posee la
P.R.N. y
.E‘(E‘P,,E) n -Et (E’P-v E)v

s casi completo para la topologia inducida por .

L(3uE)

-y la bornologia inducida por

£ (5, p, E),

dada una medida m: = —> E controlada por p existe una funcion
«acotada

f € L(Zp E),
Aal que m = m,.
DEMOSTRACION.—Es inmediato.
13. Lema.—Sea A un subconjunto convexo, cerrado, no denta-
ble y con interior no vacio en un e. l. ¢c. E. Entonces existe un en-

torno absolutamente convexo y cervado U de 0 en E tal que

A= co(d\(x+0)),
-para todo x € A.
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DEMOSTRACION.—Procederemos como Davis y Phelps [5]. De 3.2

se deduce que existe un entorno absolutamente convexo y cerrado
U de 0 en E tal que

A=co(A\(x+U))
para todo x € A, Sea
x*x €A y B=A\(x+U).
Entonces
A=0 (B), B=(AN(x+U))=A\ (x4U).

Por otra parte, B C B. En efecto, sea y€ B. Si z€ A (F !Zf_) el

(=]
segmento [z, y) estd contenido en A y si (¥,)7 €s una sucesion em
[2, ¥) convergente a y se tiene y, € (# + U)° para n > n, Por
tanto, y es limite de puntos de

B = AN\ (¢4 V)

5
es decir y € B. Por tanto,

luego

co (B) c co (B).

Como el interior de un convexo coincide con el interior de su adhe-
rencia siempre que dicho interior sea no vacio, se tiene

A= (o (B))° = (¢o (B))o = co (B) = co (A\ (x+U)).
La otra inclusién es evidente.

14. TeorEMA.—Sea E un e. l. c. casi completo. Entonces som
equivalentes :
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14.1. E posee la P, R. N.
14.2. Toda martingala

(fi,Ziies,

con valores en E, tal que las funciones f; estdn uniformemente aco--
tadas, es una red de Cauchy en

-El (2| hy E)*‘

14.3. Toda martingala
(fa, Zo)ne v,

con valores en E, tal que las funciones f, estén uniformemente aco+
tadas, es una sucesion de Cauchy en

L£1(2,p, E).

14.4. Todo acotado no vacio B < E es s-dentable.

14.5. Para todo acotado contable no vacio B < E vy todo entor-
no U de 0 en E, existe x € B tal que

x g co (BN (x4 U)).

14.6. Pare todo acotado no vacio B < E y todo’ entorno U de-
0 en E, existe x € B tal que

x § co (B\_(x+ I)).

14.7. Para todo acotado ne wvacio B < E y todo entorno abso-—
lutamente convexo y cerrado U de 0 en E, se tiene que my (B) es
dentable, siendo my la aplicacién condnica E —s Eg.

DEMOSTRACION.
14.1 =—=> 14.2. Se deduce del teorema 11..
14.2 =—> 14.3. Evidente.

14.3 =—> 14.4. Procederemos como Huff [10] y Egghe [T7].
Si 14.4 no fuese cierta existiria un: conjunto acotado:novacto' B < EX
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_y un entorno absolutamente convexo y cerrado U de 0 en E tal que

x €3(BN\ (¢x+1U))

-para todo x € B. Tomemos #, € B. Existe entonces una sucesion de
x;'€ B y otra de nimeros reales =, > 0 tales que

o

@
2
0i =1 xp= E o x; y xigxy+U.

i=1

z

-

‘Sea I, = [0, 1) y dividamos I, en una sucesiéon de intervalos semi-
.abiertos y disjuntos I; tales que

y.(I,-):a,-p.(lo)=a.'.

~donde p es la medida de Lebesgue. Cada #, a su vez, es tal que
-existe una sucesién'de #;;'€ B y otra de nimeros reales «;; > 0 que
verifican
0 o
> '
Z, aij =1, —w= 2 a;j %ij ¥y ¥ ¢ xi+U.
7=1

i=1

Dividamos cada intervalo I, en una sucesion de intervalos semiabier-
“tos y disjuntos I;; tales que

v (L) =a;5 p (1),

y procedamos andlogamente. Sea entonces I, = {[0, 1)} y, en ge-
neral, ¥, la s-algebra engendrada por los conjuntos Liiy defi-

:namos

f,,=27‘|;1‘ x. . (£=1),

""k fee iy

‘donde la suma se€ extiende a todos los indices ¢, ... 5. Estd claro que
P(Sr(2)) L sup {p(x):x € B} £GCp,

para todo k, siendo p el funcional de Minkowsky de U. Ademas,
~dado

1. . € X
&

fleaed
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se tiene
@©0
Loa=U ...
2 eas ? L A
et Oy TR
y
py ) = e )
-si
-
Kipoon i = 2 Gf e ipf Xi o)
j=1
Juego
[}
f SThyy dp= 25 P“(lz‘,...ikj)xi,...ik;:
I . j=1
ity

@
= p (Iil...;;__) 2 Fivenniyi Xiveigi =

j=1

=p‘“i....1‘k)xi1...ik= f Je 4w
iy

L7

1o que prueba que (fi, Ti)e ¢ n €5 una martingala con valores en E,
uniformemente acotada. Sea € [0, 1) y supongamos, por ejem-
plo, que

el i c g

Entonces

Selt)=w, 5 ¥ Jea (D)=,

luego .

P (Jae: (2)— /2 (2))>1,

-para cada ¢ €1, y cada k€ N. Esto prueba que

1
I furs —Fulll = fp (Fursi — fuydu>1
0
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para cada n€ N y, por consiguiente, que (f,); no es de Cauchy

en L' (2, u, E) en contradiccién con 14.3.

14.4 =—> 14.5. Evidente.

14.5 ==> 14.6. Supongamos que 14.6 no fuese cierta. Entonces
existe un conjunto acotado no vacio B < E y un entorno U de 0 en:
E tal que

x € co (BN (x+1U))

para todo € B. Sea #,€ B, entonces x, es combinacién lineal
convexa de elementos de

co (BN (%o +U)).
Continuando de este modo, se construye un subconjunto contable no-
vacio B, de B, formado por los puntos de B que aparecen en cada.
una de las combinaciones lineales convexas consideradas. Este con-

junto no cumple 14.5, pues por construcciéon todo x '€ B, es combi-
nacién lineal convexa de elementos de

co (By \ (x4 U)).
14.6 = 14.7. Sea B = =y (B) no dentable y
D={[co (B+U)Jo=[co (B+ T)],

en Ey, donde U = =y (U). Por 3.1 y 3.3, co (B + U) es no denta—
ble en Ey, luego por el lema 13 existe un ¢ > 0 tal que

D~=co(5\(§—|—eﬁ))

para todo #€ D. Sea
D =[co (B4 U)]°,

entonces

7y (D) = [co (B + U)o =D,
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D=DN=;'[co(D\(x+¢c0))
cbneo[rgt(D)\ (x+cU)]
< co (DN (x+¢U))

para todo ¥ € D y # = =y (&), en contradiccién con 14.6.

14.7 =—> 14.1. Sea m: T —> E una medida controlada por .
Por el teorema de Radon-Nikodym para medidas escalares, para
cada "€ E’ existe una funcién escalar integrable f,, tal que

<m (A), x'>= ff,.dp
A
para todo A € X. Inmediatamente resulta

o [ et e T

A
para todo
AeSt=|A:soDAae| y sex
y, por tanto,
fo (£) € & (As (m))

para casi todo ¢€ S€X*. Sea ¢ un lifting sobre el algebra L} de las

funciones reales o complejas medibles esencialmente acotadas. En-
tonces

p (fo) () € &' (As(m))
para todo
t€SNp(S)€ 3.

Se ve facilmente que

' —p (f) ()
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es una forma lineal sobre E’. Por tanto, existe una funciéon f:
Q—— E™ tal que

S ) >=0p(f)(2) €x (As(m))

para todo t€ S Np(S) y todo 4" € E', de donde se deduce, por
ser Ag (m) acotado en E,

f (%) € co As (m) C E”

para todo t € SN (S) y todo S € =+ siendo co Ag (m) la envoltura
convexa y cerrada de As (m) en E”.

Como 14.7 => 6.3 => 6.6 y segun acabamos de ver f: O — E”
es una funcién (m, p)-encajada, se deduce que existe una funcidon

acotada f € £ (2, u, E”) tal que m = my.

15. CoroLARIO.—Si E es un e. l. c. casi completo son equiva-
lentes :

15.1. E posee la P. R. N.

15.2. Todo subespacio F de E con un sistema fundamental de
entornos de 0 cerrados en E posee la P. R. N.

15.3. Todo subespacio separvable F de E con un sistema funda-
mental de entornos de 0 cerrados en E posee la P. R. N.

DEMOSTRACION.

15.1 ==> 15.2. En primer lugar, F es casi completo por tener
un sistema fundamental de entornos de 0 cerrados en E. Por otra
parte, es obvio que la propiedad 14.4 para E implica la misma pro-
piedad para F. Entonces, seglin el teorema 14, dicho subespacio F
posee la P. R. N.

15.2 =—> 15.3. Evidente.

15.3 ==> 15.1. Por el teorema 14 basta demostrar que para todo
subconjunto contable, no vacio y acotado B de E vale 14.4. Si F es
el subespacio vectorial cerrado de E, engendrado por B, F es sepa-
rable y B es acotado en F, luego verifica 14.5 en F y, por consi-
guiente, en E.

16. DerINicION.—Si

FEM (Y, pEY,
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se escribe p [f] = f para denotar que existe una sucesion (K,)y de
conjuntos disjuntos K, € X tales que

p(Q\ZK,.)=O,

cada f (K,) es acotado en E y
p(fZKn):Q———>E”

de modo que
r=20 0 (f 1)
1

en casi todo Q.

17. TeoRrREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo con la P. R. N.

Entonces si £ € M (X, w, E”) es integrable Pettis con
mg: 3 —> E

y (Ku)y es una sucesion de conjuntos disjuntos K, € T tal que cada
f (Ko) es acotado en E,

@

p(Sfag,)  Q—>E" e (e U &)=0

1

la funcion

L

8= o (f7,) €L (SpE

1

y satisface

plel=g8 y mi=mg.

DemosTrRACION.—Por poseer E la P. R. N. y ser my: £ —» E,
para cada seminorma continua p sobre E”, existe una funcién
m(Ain)
& = ® (Ain) XAi"+glz

iy n
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con m = my, los A,, € T+ disjuntos

AincHy=p (Ka), v (BN |J ain) =0, z=0\ U 4

p(gs(t) —g(#)) <1l

para todo t € Q. Entonces es facil ver que

8 € -'c(Zy 133 E")v

’”f(A)=1i;“ fgpdu=mg(A)
A

para todo A € X. Finalmente, como

P&y )= p (S yg )
se deduce que o [g] = g.

18. TeorREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo con la P. R. N.
ym: X —> E una medida vectorial p-continua. Entonces, st m estd
localmente controlada por w, e. d. si para cada S €T+ existe

T € X% tal que Ar (m) es acotado, existe f€ L (=, u, E”) tal que
m = m; % p[f]:f

DemosTrRACION.—Por el axioma de Zorn existe una familia maxi-
mal (K;); . de conjuntos disjuntos K, € £+ tales que cada A (K,)

es acotado y p (K,) = K,. Esta familia es, evidentemente, contable
por lo que es facil ver que la hipdtesis hecha implica que

e (e U ) =o

Sea m; la restriccion de m a &, = ZKi' Entonces por el teorema 14
existe una funcién acotada

fi € L(Z mEY
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tal que p (f)) = f. si se pone f;, = 0 fuera de K,, y

m (A NK)=m(ANK)= f fidy

ANK;

para todo A € . Pongamos

f=2 f

igl
entonces
e(Sw)=e (f)=Li=T tgp»

puesto que

p(Ki)=Ki, p[fl=F vy fEM(IuE).

Ademis f€ .L£ (2, u, E”). En efecto, para cada &' € E’, #" o m es
una medida escalar y, por tanto, de variaciéon finita, y se verifica

f|<f,x'>ldu= Zf | < fiw>|dp=
A

iel ANK;

=D |xom|(ANK)=|xom|(a)

iel

<m(A)#>= D <m(ANK).Y>=

iel

=Zf <f,x'>dp.=f<f,x'>dt\x
A

iel ANKg

para todo A € = puesto que

p(Q\UK.‘)=0.
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Luego f: Q — E” es integrable Pettis con m = my, y seglin el
teorema 17 se tiene

s €L(%p E).
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