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In this paper it's studied the Radon-Nikodym theorem for measures m : 2 —> E 
with values in a locally convex Haus^orff space, when the averange range of m 

on S, Ag (fn), is locally relatively compact and weakly relatively compact. Similar 
theorems have been recently given by Gilliam [5]. Nevertheless as we use indue 
tive limits, suggested by a Bombal's paper [2], and we give a characterization in 
the second case, we believe that we obtain new results about question. Proofs are-
made with the help of a lifting, this fact let us to study when a measure m = m, 

for a function f>£jC (^, ju, E) is a measure mg for a function g^^Jd (S, }JL, F ) ( F C E ) ^ 
when the locally convex spaces E and F induce the same topology on the closedr 
absolut convex hull aco m (S) = m {^^^ of m (S) in E. 

En este trabajo se estudia el teorema de Radon-Nikodym para 
medidas m : S —> E con valores en un espacio localmente convexo 
E, que supondremos siempre Hausdorff, cuando el conjunto As (m)' 
de los promedios tiene la propiedad local de ser relativamente com
pacto y la de ser débilmente relativamente compacto. Teoremas se
mejantes han sido dados recientemente por Gilliam [5]. Sin embargo 
como por una parte utilizamos límites inductivos, inspirados en um 
trabajo de Bombai [2], y por otra damos una caracterización en eF 
segundo caso, creemos que obtenemos resultados nuevos sobre esta 
cuestión. Las demostraciones las realizamos con ayuda de un lifting. 
Este uso nos ha permitido estudiar cuándo una medida m = za
para una función f ^ £ (S, (x, E) es una medida mg para una fun
ción g € X (S, PL, F) (F Cl E) cuando los e. 1. c. E y F inducen la-
misma topología sobre la envoltura absolutamente convexa y ce
rrada aco m (S) = m (S)̂ *̂  en E de m (S).' (Para las notaciones véase 
más adelante o Rodríguez-SaHnas [11].) 
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§ 1. £1 teorema de Radan-Nikodym para las funciones |i-inte-
grables 

Sea (Ü, 2, [j.) un espacio de medida finito que supondremos com
pleto para asegurar la existencia de un lifting p sobre el álgebra £^ 

cde las funciones reales o complejas medibles acotadas. (Véase A. y 
«C. lonescu Tulcea [TQ, 43-54). Sea E un e. 1. c. que como hemos 
dicho supondremos Hausdorff. 

Ahora vamos a exponer algunas definiciones dadas en Rodríguez-
Salinas [11]. 

1. DEFINICIÓN.—Una función / : O —> E se dice simple y se 
e^escribe / € S (2, E) si es límite uniforme de una red de funciones 
simples ordinarias (de clase 0). Una función / se dice [t-medible y 
se escribe / € M (S, p., E) si, para cada e > 0, existe K '€ S tal que 
(x (0 \K) < £ y / XK '̂  S (2, E), siendo XK la función característica 

ode K. Una función / se dice ¡L-medible y se escribe / € M (S, ¡i, E) 
si es limite uniforme de una red (/Oîei de funciones JJL-medibles 

;;/i € M (2, I|JL, E). Una función / se dice \L-integrable y se escribe 
(if'€ .£ (2, !^, E) si es [jL-medible e integrable Pettis (o escalarmente 
integrable), es decir : 

(i) Para cada 4r''€ E' (dual de E), la función (/, ^ ' ) es integrable. 
,(ii) Para cada A € 2, existe m/ (A) € E tal que 

{mf{\),x')=J{/,W)d^ 

^para todo x' € E^ 
Entonces se define la integral por 

/ . / ¿ / | i = w/(A). 
A 

^Una función / se dice ii-integrable y se escribe f € £ (2, [ji, E) si 
jf es límite uniforme de una red (/<)/€! de funciones /¿ '€ £ (2, ifji, E) 
y, para cada A € 2, existe el límite 

lim jfid)x== j/d^ 6 E. 

file:///L-integrable
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XJna función / se dice absolutamente ii-integrable y se escribe 
l/'€ of̂  (E, \Lj E) si es (A-integrable y p o f es integrable para toda 
seminorma continua p sobre E. Esta condición equivale a que cada 
/^-variación | mŝ  |p sea finita. De manera análoga, se define la [i-

integrabilidad absoluta y £^ (S, ifJt., E). 
Como toda función [x-medible integrable Pettis es |jL-integrable y 

toda función iji-integrable es integrable Pettis, según la proposi
ción 13 y teorema 14 de [11], se tiene 

£(% ^, E) = M (2, |JL, E) n -^ (S , |i. E) 

2. DEFINICIÓN.—Sea EQ límite inductivo lim E^ de e. 1. c. tales 

^que cada Ei c E y la inyección canónica E/ ^—> E es conti
nua. Una función / : O —> E se dice (E^ymedible y se escribe 
[/€ M (E, (Jt, (E,)) si, para cada s > O, existe K c S y E¿ (i € I) 
tales que ¡i (Q\K) < E y / XK '̂  M (£, Ĵi, Ef). Una función / se dice 
{Kiyintegrable y se escribe f'€£ (S, [JL, ( E / ) ) si 

iPor tanto, 

£{2, |i, (E,-)) = M (E, II., (E/)) n £il. 11, E). 

Igualmente, se define 

£^ {% }i, (E,-)) = M (S, 11, (B/̂ ) n ^ (5:, il. E). 

Una (Ri)-medida sobre S es una aplicación m : O —> E tal que, 
para cada sucesión (An)f de conjuntos dis juntos An '€ S existe un 
E , con la propiedad de que m (A«) '̂  Ei para todo w '€ N y la serie 

CO 

1 

tes sumable en Ej. 
Sea m : O —> E una medida vectorial y 

ím{K) ) 
A (Hf = AH W = \ : H 3 A ç S+ 

g)ara H € S+, siendo S+ = {A € E : \i (A) > 0}. 
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Recordemos que m se dice [L-continua o absolutamente continuad-
respecto de ¡L si iL (A) = O implica m (A) = 0 (A € E). 

3. LEMA.—Sea E un e. 1. c. polar semi-reflexivo. Si m: 1. —>• K 
es una medida ¡i-continua con la propiedad de que AQ (m) es rela
tivamente compacto, existe una función sim-ple f € S (S, E) tal que-

{A)= J íá^{= m{A)= ¡ f d | i . ( = m f ( ^ ) ) 

para todo ^ € E. 

DEMOSTRACIÓN.—Por el teorema de Radon-Nikodym para funcio
nes escalares, para cada x' € E', existe una función escalar integra
ble fx, tal que 

A 

para todo A € E. Inmediatamente, resulta 

~JJK) I /*' ^^ ^ ^' (Afí(w)) 
A 

para todo A € S+ y, por tanto, 

/ , ' ( / ) e x' (AQ {m}) 

para casi todo t € Q. Sea p un lifting sobre el álgebra o^^ de las:'-
funciones reales o complejas medibles esencialmente acotadas. En
tonces 

pi/x') ( O € x'{AQ{m}) 

para todo t € O. 
Se ve fácilmente que 

•Pi/x'){t) 

es una forma lineal sobre E'. Por tanto, existe una función? 
/ : O —> E"^ tal que 
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;̂ para todo í € Ü y todo ^ ' € E', . de donde se deduce que, para 
todo t € O, 

/ { / ) £ AQ (»/)OO = acó AQ (m) d E, 

^or ser E polar semi-reflexivo y AQ (m) relativamente compacto. 
Xuego / (O) es un conjunto precompacto. 

Para demostrar que / ' € S ( S , E), bastará probar, según la pro
posición 3 de [11], que p « (/ — jr) es H-medible para todo jr € E 
y toda seminorma continua p sobre E. Sea 

..Entonces 

/ ( / ( / ) - ^ ) = sup l | ( / ( 0 - ^ , ^ ' > | : ^ ' € UM = 
= sup p (f{t) -x'), 

J ^ 

*^donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos finitos J 
vde W y 

p^{x)= sup l\{x,x')\ : x' £ 3 I , 

'Como 

p { { / - X , x ' ) ) { t ) = pi/:c^ - {X,X')) { t ) = ( / - X , x ' ) { n 

para todo í € Û, se tiene 

/ ( / , o ( / - : r ) ) = ^ j o ( f - x ) 

y del teorema 3 del capítulo III de [7] resulta que 

/ o ( / — AT) = s u p / , o if—x) 
I 

-es una función S-medible. 

á. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. y m: S -—^ E una (EJ-medida 

-vectorial ¡L-continua. Si cada Ei es polar semi-reflexivo, las siguien
tes propiedades son equivalentes : 

4.1. Existe f € £ (S, [x, (£0) tal que m = mf. 



4 6 BALTASAR RODRÍGUEZ-SALINAS 

4.2. Para cada e>>0 existe X"E'€S+ y un espacio Ei con i = i(s) 
tales que fx (Q\Kt) <i s y A (Kz) es relativamente compacto en Ei^ 

4.3. Para cada S € S+ existe T '€ E+s = {^ : 6" =) y! € 2+} y un 
espacio Ei tales que A (T) es relativamente compacto en Ei. 

Si se cumplen estas condiciones se tiene í € £ (S, p., E,Q) siendo^ 
EQ = lim Ei y existe una subfamilia contable f £ J j ç j de (EÍ)Í^I tal' 

que f'€ oC (S, |ji, (£j)). Si m: S^—>E es de variación acotada, en
tonces f € £^ (2, [JL, (£j)). Si £'o = lim Ej se tiene í '€ .£ (2, (x, 5'o) 

siendo -S'o ^̂^ clausura de E'Q en EQ dotada de la topología induci
da por E,Q. 

DEMOSTRACIÓN. 

4.1 = > 4.2. Basta tomar Ke '€ 2+ de modo que p. (0\Ke) < gx 

y / XKg ̂  S (2, Ei) (i = i (s)) pues entonces A (Ke) 'C co / (Ke) es 

relativamente compacto en Ef. 

4.2 =>• 4.3. Evidente. 

4.3 = > 4.1. Por el axioma de Zorn existe una familia maxi
mal (Kj)j g j de conjuntos disjuntos K; € 2+ tales que cada A (Kj} 
es relativamente compacto en un Ej (i = i (/)). Esta familia es, evi
dentemente, contable por lo que es fácil ver que 4.3 implica que-
Z = û\'U Ky es de medida nula. Sea mj la restricción de m a 

J 

2K. ( = {A n Kj : A € 2}). Entonces por el lema 3 existe una fun
ción fj € S (2K . > Ei) tal que j 

m{A n Kj) = mj(A f) Ky) = f/jd^ 
A f l K . 

J 

para todo A € 2. Pongamos j¡ = O fuera de K; y 

j e J 

entonces, evidentemente, / € M (2, |JL, ( E / ) ) por ser (E^i c I un con
junto dirigido y las aplicaciones E¿, •—>Ej para f < ; continuas. 

Además f € £ (2, {JL, EQ) c i j? (2, pt,, E). En^ efecto^ para cadas 
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x' € E'o, x' ^ m es una medida escalar y, por tanto, de variacióm 
finita, y se verifica 

^ / e J A n K .̂ 

= y I ^' a ;« ; (A n K^ = í ^' o--»̂  I (A)̂  
j € J 

(̂ « (A), x') = 2 ^ (/« (A n %), ^') = ^ / (/ ' ^')-^ l̂  = / (//^') ^ F̂ -
j e J ; 6 J A n K . ^ 

para todo A € S puesto que 

i e J 

Luego / : O — ^ Eg es integrable Pettis y f € OC(S,|JL, EQ) según» 
la proposición 13 de [11]. 

Finalmente, si se cumplen las propiedades 4.1-4.3, se ve inme^ 
diatamente por la demostración anterior que existe una subfamiliat 
contable (E;)ygj de (Ei)igi tal que / € c^ (E, [x, (E;)), Por tanto, 
si E'o = lim E;, f'^X (E, [x, E'^). Si m: S — > E es dé variación^ 

acotada, / '€ oĈ  (S, IJJL, (E^)). 

5. OBSERVACIÓN.—Si para cada sucesión ( Q f de índices K'^t 
hay un i € I que verifica %n !< i para todo n '€ N, existe un E¿ tal 
que ' / € M (S, ]JL, EO, y también )§€ «e (S, ^, E,) y m (S) c: Er si 
Eí es cerrado en E^. Si además cada E¿ es casi completo y, cuando-* 
m (S) c Ei, m: S •—> E¿ es de variación acotada, se puede asegu
rar que existe un E^ tal que / € oĈ  (S, î ', E^Jl Esto último resulta; 
de los teoremas 16 y 18 de [11]. 

6. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. casi completo, F un subespacio 
cerrado de E, dotado de una topología más fina que la inducida' 
sobre él por E y m = mt para f € i? (E, |x, £ ) . Si E y F in
ducen la misma topología sobre Va envoltura absolutamente convex a-
y cerrada B = acó m (S) (c: F) We m (E)̂  en E, existe una función-
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, :g-^f tal que p [g] = g, g^X (£, [i, F) y m, = m^. (Véase [11] 
.definiciones 19 y 28.) 

Supongamos que, para toda sucesión x = (x^)^ € / ^ ( £ ) co7i 

XB'€ B para todo n € N, se tiene x ' € / ' v ( F ) . Entonces, si 

f '€ oü̂  (E, {X, £ ) , resulta g € i?^ (E, jji, F). F^ía conclusión también 

.es cierta si m : S — ^ F ^j de variación acotada. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea q una seminorma continua sobre F y 
U = {x € F : q (x)'^ 1}. Entonces existe, para cada n€ N, una 

: seminorma continua p^ sobre E tal que 

:Sea 

y TTu la aplicación canónica E —> Eu • Por ser / ,{ji-medible se 

tiene que -nu ° / es [x-medible. Luego existe un conjunto Zn de me-

'dida nula tal que / (û\Zw) se puede cubrir por un conjunto contable 

de /?n-bolas de radio 1/4 ^ (O). Como 

Bc=|i(Q|/(Q\Z«)oo, 

se deduce que B se puede cubrir por un conjunto contable de g-bolas 
de radio 1/(2 n). Entonces EB se puede cubrir por un conjunto con
table de g-bolas de radio 1/2, y la clausura EB de EB en F (o E) 
se puede cubrir por un conjunto contable de g-bolas de radio 1. 

Como 

|i(A) / fd^^ 6EB 

para todo A € S+ y EB es un subespacio cerrado de E, por el teore
ma 25 de [11] se deduce que existe una función [x-medible 

00 

1 

tal que g = fy p [g] = g y g (ù) c: EB'C: F . Entonces g (O) se pue-
-de cubrir por un conjunto contable de g-bolas de radio 1. 
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Vamos a demostrar ahora que q ° (g — ^) es E-medible para 
lodo jr '€ F . Como U es cerrado en E se tiene 

Ç {g it) ~ ^) = sup\ 1 < / ( ¿ ) - ^ W , ^ ' > I :^ ' € U 0 1 = s u p ^ , ( ^ ( / ) - ^ ) 
I 

<ionde U° es el conjunto polar de U en E' y el último supremo se 
toma sobre todos los subconjuntos finitos J de U^. Por tanto, si 
H,„ = p (K„), del teorema 3 del capítulo III de [7] se deduce que, 

"para cada n € N, 

Ç o (g- x) 1H„ = sup çj o — x)ln^ 

es una función E-medible puesto que 

para todo x' '€ E' y 

9 iÇ] o {g - x) y-H„) = çj o (g — x) 7H„ . 

CO 

Entonces, siendo ^ = O fuera de M Hn, resulta que q ^ (g — x) 

es una función S-medible. 

De los resultados probados anteriormente se deduce que existe 
una familia contable (A¿)igi de conjuntos disjuntos A /€ S+ y una 
familia (3/1)/ei de elementos 3/1 € EB <= F tales que Z = Q\'U A¿ es 

i 

-de medida nula y 

íig{^)—yí) ^ 1 para todo / ^ A/ (/ ^ I). 

Entonces, si 

— / 
A» 

g{t)dxi{t) {te I), 

como U es cerrado en E se tiene 

Ç (Xi - >V) ££ 1 (I Ç I) 
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y, por consiguiente, 

q {g (/) — xi) ^ 2 para todo / ^ A,- (/ 6 I). 

Luego 

í̂? = ^ ^ a A , . + ^ X z 

satisface 

para todo ¿ '€ Û. 

Vamos a probar que ^^ >€ £ (2, [JL, F ) . En efecto, por ser E casí 
completo, se tiene según el teorema 2 de Tweddle [M], que m (S)' 
es débilmente relativamente compacto en E. Entonces por el teore-^ 
ma de Krein se concluye que B = acó m (S) es débilmente compac
to en E. Por ser B débilmente compacto en E e inducir E y F la 
misma topología sobre B se tiene que B es débilmente compacto 
en F. (Véase [6] II.8. Ex. 2 y [8] V. 24.3 (7)). Entonces,. 
gq € i? (S, [X, F) puesto que 

^ Xi vL (A n A,-) 

es sumable en F para todo A € S ya que, para cada subconjunto> 
finito J de I la suma 

2 ,^p |A (A n A/) 
.vMAnA,-)= 2 . ^^(A,)€B, 

y B es débilmente compacto en F y F es casi completo. (Véase [9], 
lema 4 y teorema 1). Efectivamente, si a¿ = ![x (A fl A/)/[ji (Ai) y 
oc/̂  > ûCĵ  > ... > â  se tiene 

s =z ( a/, — ai, ) w ( A/, ) 4- ( a/2 — a^ ) m {A{^ IJ A/2 ) + • • • + 

+ í«'«_, " "^^-J^ (Â -i U . . . U A,-̂ _̂ )̂ fa/^;«(A/, U . . . A/J £ B. 
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Entonces ^ '€ £ (2, (JL, F ) por ser g: O —> F límite uniforme 
en F de la red {gq)q de funciones ¿f̂  '€ oC (E, p,, F) y 

lim / gqd^^==- J gd^:=m{A) 
^ A A 

para todo A € E, puesto que 

A 

por ser U cerrado en E y g (gq (t) — g (t)) < 2 para todo t € O*. 

Supongamos ahora que, para toda sucesión x = (x^yt € IN ( E ) 

con jr,n € B para todo ti € N, se tiene 4 r '€ l J (F) . Entonces, si 

/ € £^ (E, (jt, E) se verifica 

j í{?í)^^'= y^ í^^í)]^ (Al) = V ^ (»í {A,-)̂  < + 00 , 

puesto que 

^ p{m (A,.)) ̂  2 ^ / ^ ^ / ) ^ ! ^ = f P[f)d^<+ 00 
i í A,- à 

para toda seminorma continua p sobre E y cada m (Ai) '€ B. Cornos 
además 

j Ç i ^ q — g ) ^ ^ ^*^ j í/{JL = 2 | J L ( Q i < + CO, 

resulta 

para toda seminorma continua q sobre F. Luego g € ¿^ (E, (x, F ) . 

Por otra parte, si m: S^—> F es de variación acotada, tambiérií 

g € £'^ (E, pi, F) puesto que 
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para toda seminorma continua q sobre F en virtud del teorema 16 
de [11]. 

7. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. casi completo para la topología 
de Mackey T (E, E')y F un subespacio de E, dotado de una topolo
gía m^ás fina que la inducida sobre él por E con un sistema funda
mental de entornos de O cerrados en £ , 3; m : 2 —> E una m^edida 
con valores en E. Si E y F inducen la mism^u topología sobre la 
envoltura absolutamente convexa y cerrada B = a c o m ( S ) (a F) de 
m (S) en E, m: 2 — ^ F es una m^edida con valores en F. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta seguir un razonamiento desarrollado en el 
teorema 6. 

8. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. polar semi-reflexivo, D un 
subconjunto absolutamente convexo acotado y cerrado de E, y 
m : s — ^ £j3 una medida de variación acotada. Sea m = mf para 
una función i'^ £ (S, (x, E) y F un subespacio de E, dotado de una 
topología m.ás fina que la inducida sobre él por E con un sistema 
fundam^ental de entornos de O cerrados en E, tal que induce sobre 
D (c: F) la m^isma topología que E. Entonces, existe una función 
p.-medible g ^ í que verifica p [g] = g 3; g € .£^ (S, [x, F). 

DEMOSTRACIÓN.—Evidentemente, m : 2 —> F es una medida [i-
continua de variación acotada. Además, para cada S € S+, existe 
T ' '€2^ con A(T') relativamente compacto en E. Como m: S^—>E 
es de variación acotada, dado T' existe T € Ŝ » tal que A (T) es 
acotado en ED y, por tanto, X > O de modo que A (T) c: X D. 
Como F induce sobre X D la misma topología que E y E es polar 
semi-reflexivo, resulta que A (Ty^ es compacto en F. Por el axioma 
de Zorn existe entonces una sucesión (K.n)r de conjuntos disjuntos 

00 

K,„'€ 2+ tales que A (KnY^ es compacto en F y |x ( a \ \J^n) = 0. 
1 

Luego 

D 

s:=^pir^K„)£M(l,^,E) 

es una función tal que g ^ f y ç [g] = g. Como 
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para todo A € E^ y H.„ = p (K„), por el teorema 25 de [11] resulta 

g (H«) = 9 ify-K„) (H«) a A {K«r c: X« D 

para todo n € N y, por consiguiente, 

Además g£M (S, \i, F) porque cada g yn^'^ S (S, F) según la 
proposición 3 de [11], ya que g (H„) es precompacto en F y de 
igual modo que en el teorema 6 se puede probar que q " (g — x) 
es S-medible para un sistema fundamental de seminormas continuas-
q sobre F y todo x € F. 

Finalmente, como m : 2 —> F es una medida de variación aco
tada y m = nig, de los teoremas 11, 16 y 18 de [11] resulta que 
^ € ^ M 2 , | x , F ) . 

§ 2. Funciones fi-mtegrables 

9. LEMA.—Si E es un e. l, r. casi completo y m : 2 —> E es 
una medida vectorial, para toda sucesión (^n)* de conjuntos disjun-
tos ^n '^S y para toda sucesión (an) de números reales y 0 < a n ' < l y 
la serie 

^, a„ m (A„) 

es sumable. 

DEMOSTRACIÓN.—Por ser ^ ^ m (An) sumable, para cada semi-

norma continua p sobre E existe un subconjunto finito H de N tal que 

para todo subconjunto finito J de N disjunto con H. Como E es 
casi completo será suficiente probar que para estos conjuntos J se 
tiene 

pi^^nm (A„)) ^ 
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En efecto, si J = {n^y %, ..., nk} y ^n^ > ^, > ... > ^n. se tiene 

fe — X 

n € J ¿ — 1 

con Si = m (An, U ... U A„.) y, por consiguiente, 

n € J ,• =r 1 

10. TEOREMA.—Si E es un e. 1. c. casi completo y una función 

f € ¿ (S, |JL, E) si y sólo si se verifican: 

10.1. Para todo entorno absolutamente convexo y cerrado U de 
O en E, iTu ° f € ô  (S, (x, JBU) siendo T̂U to aplicación canónica 
E —> £u. 

10.2. Para íoc/o A € E, ejirúí^ m (̂ 4) € £ ¿a/ gwe 

TCO o ^ (A) : = I TCu O y ^ í ^ | l . . 

DEMOSTRACIÓN.—Es obvio que si / '€ oC (S, [i, E) se tiene que 
cada TTu ° / € ce (S, [JL, EU) y, por tanto, ^u ° / '€ -ü (S, (Ji, Eu) por 
ser Eu un espacio normado. 

Recíprocamente, supongamos que se verifican 10.1 y 10.2. En
tonces, para cada seminorma continua p sobre E, existe una familia 
(Aí)/^! de conjuntos disjuntos A¿ € 11+ y otra familia {yijiç^i de 
elementos yt^: E tales que I es contable, Z = 0 \ M A J es de me-

/ € I 

dida nula y 

/ ( /W -yi) ^ 1 para todo / C A,, {i ç I). 

Entonces si ponemos Xi = m (AÍ)/[JI (A^) para i € I, se tiene 
p (xi — y i) :< 1 y, por tanto, p (/ (t) — Xi) < 2 para todo t € Ai 
(i € I), de donde se deduce que la función 
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«es una función {x-medible tal que p(fp(t) — f(i))}(<2 para todo 
i € O. Esta función es {¿-integrable puesto que, para cada A € S, la 
.^erie 

es sumable según el lema 9. Entonces como (fp)p es una red de fun
ciones fp '€ oC (S, [Ji, E), uniformemente convergente a /, y 

P J 
Um I fp ds^ = w(A) 

^ J 
A 

para todo A € S, puesto que 

A A A 

íSi 

y />u es la norma de Eu asociada a U. 

^ 3. Funciones ti-integrables 

Sea E un e. 1. c. casi completo. 

11. DEFINICIÓN.—Una función / : O —> E se dice \i-niedihle j 

se escribe / € M (E, iji, E), si / € M (X, |JL, E ) y, para cada e > O, 

^existe K "€ S tal que p, (ü \K) < e y / (K) es débilmente relativa

mente compacto. Una función / se dice p4ntegrahle y se escribe 

/ '€ £ (S, jx, E) si / € oë(2, {JL, E) n M (2, [JL, E ) . Una función / se 

-dice absolutamente \i4ntegrable y se escribe / '€ oĈ  (E, pi, E) si 

/ € ¿ 1 (S, [ji, E) n M (S, [x, E). S (S, E) es el conjunto de todas las 

funciones / : O —> E escalarmente medibles tales que / (û) es débil

mente relativamente compacto. Es fácil probar que toda función 

-f € S (S, E) es integrable Pettis por suponer E casi completo. 

file:///i-niedihle
file:///i4ntegrable
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12. DEFINICIÓN.—Dos funciones f y g: Û-—> E se dicen débil-^ 
mente p.-equival ente s y se escribe fciig si 

para todo 4;' € E'. 

13. PROPOSICIÓN.—Para funciones ü —> E cualesquiera se ve
rifica: 

13.1. Si fi :^ £2 y gi'^^ g2, -Ĵ  - í̂̂ ^^ a fi + b gi ~ a fg + b g j . 

13.2. 5¿ fn^gn û̂̂ û̂̂  todo ii'€ N, lim f̂  = f 3; Hm g^ = g, ^ r 
n 

tiene í c^ g, 

13.3. 5¿ f 3; g ^(9^ integrables Pettis 3; f cr g, se tiene 

J f^^ = j ^^y-

para todo 4̂ '€ 2. 

DEMOSTRACIÓN.—De igual forma que la proposición 20 de [ U J 
es evidente. 

14. TEOREMA.—Sea p liti lifting sobre el álgebra de las funcio

nes reales o com^plejas m^edibles acotadas. Para este lifting p existe-

otro lifting sobre S (S, E), que también denotaremos por p, con las-

propiedades : 

14.1. Si í^S (S, E) se tiene p (f) '€ 6̂  (S, £ ) . 

14.2. p (f) í- f. 

14.3. í:^ g si y sólo si g (f) = p (g). 

14.4. p ( a f + b g ) = ap ( f ) + b p (g). 

14.5. Ip (9 f) = ip (19) ip (f) para toda función real o compleja 2 -

medible y acotada 9. 

14.6. h o p (f) = ip (h o f) para toda función real o compleja 

(T (£ , E'ycontinua h sobre E. En particular, para h = x ' € £ ' y 

cuando h ^^ íítia seminorma <s (E, E'ycontinua p ^o&r^ E. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en el teorema 21 de [ l l i j 
utilizando la topología débil a (E, E'). 
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15. DEFINICIÓN.—Si / es una función |jL-medible, se escribe 
p [yi] = / para denotar que existe una sucesión (K„)f de conjuntos 

disjuntos K,„ € X tales que \L ( 0 \ ( jKn) = O, / XK„ ^ S (S, E) y 
1 

oo 

1 

en casi todo O. 

16. PROPOSICIÓN.—Si p [f] = f, p [gi] = g y i ^ g , se tiene 

{ =z g en casi todo O. 

DEMOSTRACIÓN.—Resulta fácilmente como la proposición 2á 
de [11]. 

17. TEOREMA.—5^a f'€ o¿ (S,]JL, £ ) y F un subconjunto ^{E,E')-

cerrado de E tal que 

jh) í^'^^^' 

para todo A € S+. Entonces 

17.1. Existe una función )^-medible g ĉ  f tal que p [g] = g y 

g (t) € F para todo t € Ü. 
17.2. Para todo <s (£ , E')-entorno de O ^^ tiene f (t) € F + ¡7̂  

/jara ca^í todo t '€ O. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en el teorema 25 de [l l í j 
utilizando la topología débil a (E, E'). 

§ 4 . El teorema de Radon-Nikodym para las funciones |i-inte»^ 
grables 

18. LEMA.—Sea E un e. 1. c. casi completo. Si m : Q—>£ es 

una m^edida vectorial tal que AQ (m) es débilmente relativamente 

compacto, existe una función í '€ ¿^ (S, |jt., £ ) fl 5 (2, E) tal que 

m ( ^ ) = j fd i i (==mf ( ^ ) ) , 
A 

para todo ^ '€ S 3? f (Q) c: co AQ (m). 
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DEMOSTRACIÓN.—Procederemos, en primer lugar, de manera aná
loga como en el lema 3. Por el teorema de Radon-Nikodym para 
Jas funciones escalares, para cada x' € E', existe una función escalar 
integrable jx» tal que 

<m (A), jT') = J / , ' rf |jL, 
A 

para todo A € S. Inmediatamente, resulta 

^̂ (A) J /^' ^V- ^ "^^ (As W) ' 
A 

para todo A '6 E+ y, por tanto, 

/ . ' ( O € x'{AQ(m)), 

para casi todo t € O. Sea p un lifting sobre el álgebra £^ de las 
funciones reales o complejas medibles esencialmente acotadas. En
tonces 

p{/x'){t) e x' (AQ(m)), 

para todo t € Û. 
Se ve fácilmente que 

• p f / * ' ) ( 0 , 

^s una forma lineal sobre E'. Por tanto, existe una función 
/ : O —> E'* tal que 

</W,^'> = p ( / y ) ( 0 € :*^'(AQ(W)), 

para todo t € Q y todo ^ ' € E', de donde se deduce por el teorema 
<ie Krein que 

/ ( / ) € Añ (»í)00 = acó Afí (/«) d E , 

por ser E casi completo y A (m) débilmente relativamente com
pacto. 
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Para demostrar que /̂  <> (/ — -ÍT) es S-medible para toda seminor-
.ma continua p sobre E y jr € E, basta proceder de manera comple-
i:amente análoga como en el lema 3. 

Por otra parte, si 

V =]x Ç:?. : p{x) ^ \ \ , 

y TCu es la aplicación canónica E —> Eu, se tiene que 

Afí (TCy o w) = ity (Afí {m)) 

-es débilmente relativamente compacto en Eu y, por tanto, se puede 
*^cubrir AQ (m) por un conjunto contable de /^-bolas de radio 1/4 y, 
por consiguiente, también se puede cubrir / (O) c: AQ (mY^ por un 
conjunto contable de p- bolas de radio 1. Entonces existe una fami
lia contable (Ai)/ g j de conjuntos disjuntos A, '€ S+ y otra familia 
'{3'Oíei de elementos 3;̂  € E tales que Z = 0\'U Af es de medida 

i 

nula y se verifica 

J> {/(t) — yi) ^ I para todo / C A / . 

:Sea Xt = m (A/)/|JL ( A Í ) , entonces p (xi — yi) < 1 y si se pone 

fp= y ^' / A , + / iz 

se tiene como en el teorema 10 que (fp)p es una red de funciones 
fp'€ oC (2, (x, E) uniformemente convergente a /. Por tanto, para 
cada A € S, existe 

I¡m I fp d ]). ^ E (compleción de E). 

'Vamos a probar que 

lím / fpd\^ — m (A) 
P ^ 
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para todo A'€ E. En efecto, si x' € E' y x' es la extensión continua^ 
de x' a Ê, se tiene 

(m (A), P> = j </, >> ^ .̂  = lim J </̂ , í'> ^ iJt = <Hm J fp d ^, í'> 
A A ^ h 

y, por tanto, 

lim \ fp d ^ = m (A). 

A 

Entonces / '€ oC (S, ix., E) y 

A 

para todo A '€ X. Además / (D) «c: co AQ (m) es débilmente relativa

mente compacto. Por tanto, / '€ ¿^ (E, i[ji, E) fl S (S, E). 

19. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. casi completo. Entonces se-
verifica : 

19.1. Si í€S (2, £ ) , se tiene p (f) € £^ (S, | i , £ ) fl 5 (S, E). 

19.2. KS¿ f'€ M ( S , (JL, E) es integrable Pettis y {K^f es una sw-
cesión de conjuntos dis junto s Kjy^H tal que cada í {K^ es débil-

mente relativamente compacto y \i ( 0 \ M K^) = O, la función 

1 

00 

1 

3; satisface í c^ g y g [g] = g. 

19.3. Si f € M (E, (X, £ ) y p o f .̂y integrable para cada semi-
norma continua p sobre E, f .̂y integrable Pettis. Si además^' 
p[f ] = f , f '€ i f^(E, (x, £ ) . 

DEMOSTRACIÓN. 

19.1. Basta proceder como en el lema 18. 
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19.2. Basta construir una red {gp)p de funciones gp€ £ (S, (JL, E ) 
:tal que 

p{gp{t)-s{t)) ^ \ 

para todo ¿ '6 H„ = p (K,„) y ti € N. 

19.3. Se puede proceder como en el teorema 18 de [11], tenien-
<io en cuenta 19.2. 

20. DEFINICIÓN.—Sea EQ límite inductivo lim E^ de una familia 

de e. 1. c. tales que cada Ei c: E y la inyección canónica Ef ^^—^^ 

es continua. Una función / : €l—> E se dice (Ei)'^-medible y se 

^escribe /'€ M (E,;(ji, (E¿.)) si, para cada e > 0 , existe Ki€i: y E¿ ( i € I ) 

tales que [x (ù \K) < e y / XK'^ M (2, ,[Ji, E/). Una función / se dice 

^(E/) -integrable y se escribe / € £ (S, [x, (E^)) si 

Por tanto, 

/ ( S , ^, ( E / ) ) = M(S. iJL, (E/)) n =¿"(3, ix, E). 

Igualmente, se define 

.ÍMS,{x, (E,.)) = M(S, |x, (E,.))n if̂  { ,̂ li, E). 

21. TEOREMA.—Sea E un e, 1. c. y m: T, —> E una {E^-medida 

•vectorial ¡i-continua. Si cada Ei es casi completo, las siguientes pro
piedades son equivalentes : 

21.1. Existe f '€ i? (S, !{JL, (EI)) tal que m = mj* 

21.2. Para cada e > 0 ^;ri.yí^ i^.£'€2+ y ti^ espacio Ei con i = i(s) 
ia/^^ que ¡i (ü\Ke) <. e y A (Ks) es débilmente relativamente com 
pacto en Ei. 

21.3. Para cada S € 1+ existe T '€ Es y ^^ espacio Ei tales que 
A (T) es débilmente relativamente compacto en Ei. 

Si se cumplen estas condiciones se tiene i '€ £ (2, ,[J., £,O) siendo 
£Q = lim El y existe una subfamilia contable (£j)jgj de (£i)iei tal 

.que f € oé (S, |jt, (£j)). Si m: S^—>£ .̂5 de variación acotadaj 
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f € X'' (S, [X, (£j)). Si E\ = lim £j ^^ tiene f '€ <¿ (2, ifx, Ê'o) siendo^ 

É'.o /a clausura de £'o ^^ -̂ o dotada de la topología inducida por E^,^ 

DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en el teorema 4, teniendo^ 
en cuenta el lema 18 y el teorema 19. 

22. OBSERVACIÓN.—Si para cada sucesión (i^) ̂  de índices in '6 L 
hay un i '€ I que verifica 4 < i para todo n '€ N, existe un Ei tal. 
que / '€ M (S, î Jt, E/), y también / € «£ (E, ,^, Ef) y m (S) c E^ si Ej 
es cerrado en EQ. Si además cada E^ es casi completo y, cuando 
m (2) c: E,, m'. 2^—> Ef es de variación acotada, se puede asegu
rar que existe un E| tal que / '€ «¿^ (2, ,pi, E,). Esto último resulta. 
del teorema 16 de [11] y del teorema 19. 

23. TEOREMA.—Sea E un e, 1. c. casi completo, F un subespacio-

cerrado de E, dotado de una topología más fina que la inducida so

bre él por E y m = nif para f "€ £ (2, ^, E). Si E y F inducen la 

mism^a topología sobre la envoltura absolut amiente convexa y cerra

da B = acó m (2) de m (2) en E, existe una función g Í:̂  f tal que 

P [§•] = g". §"'̂  -^ (^, ^^ F) y mt = mg. 

Supongamos que, para toda sucesión x = (xn)^'^/]y (£) con 

Xn'6 5 para todo n'€ N, se tiene x ' € / ^ ( F ) . Entonces, sí 

f'€ ¿^ (2, ifjt, E) resulta g*€ X^ (2, \i, F). Esta conclusión también 

es cierta ^i m : 2 —> F es de variación acotada. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en el teorema 6, utilizan
do el teorema 17. 

24. TEOREMA.—Sea E un e, 1. c, casi com^pleto, D un subcon-

junto absolutamente convexo acotado y cerrado de E, y m: ü—>Ejy 

una 'medida de variación acotada. Sea m = mf para una función 

f'€ oü (2, [X, £ ) y F un subespacio de E, dotado de una topología 

m^ás fina que la inducida sobre él por E con un sistema fundamentaV 

de entornos de O cerrados en E, tal que induce sobre D (cz F) la 

misma topología que E. Entonces, existe una función ^p.-medible 

g Í::̂ :: f que verifica p [g] = g y g^^ £^ (2, \i, F). 

DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en el teorema 8, teniendo^ 
en cuenta los teoremas 17 y 19. 



EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM PARA LAS MEDIDAS CON VALORES 68^-

25. PROPOSICIÓN.—Sea E un e, 1. c. casi completo, D a E un 
conjunto absolutam^ente convexo acotado, cerrado y m^etrizable y 
m : o —> EB una medida de variación acotada. Si m = nif para una 
función f'€ =¿ (S, [Jt, £ ) , existe un conjunto absolutamente convexo 
acotado completante B 'CZ E que absorbe a D, y una función 
g: o — > EB integrable Bochner de modo que m = nif. 

DEMOSTRACIÓN.—Esta proposición, que coincide esencialmente 
con la proposición 7 de [2] en virtud del teorema 22, se puede pro
bar como consecuencia del teorema 24 siguiendo el proceso de Bom-^ 
bal para construir F en [2], 

26. OBSERVACIÓN.—Como la topología débil es la misma para 
todas las topologías compatibles con un mismo par dual y todo es-̂  
pació casi completo es casi completo para la topología de Mackey, 
se deduce que los resultados de esta sección son válidos para las^ 
topologías de Mackey de los espacios considerados. 
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