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In this paper it’s studied the Radon-Nikodym theorem for measures m: X —> E
with values in a locally convex Hausdorff space, when the averange range of m-
on S, Ag (m), is locally relatively compact and weakly relatively compact. Similar
theorems have béen recently given by Gilliam [5]. Nevertheless as we use induc
tive limits, suggested by a Bombal’s paper [2], and we give a characterization in
the second case, we believe that we obtain new results about question. Proofs are-
made with the help of a lifting, this fact let us to study when a measure m = m;

for a function € .L (2, p, E) is a measure my, for a function g'€.L (S, p, F)(F C E)
when the locally convex spaces E and F induce the same topology on the closed’

absolut convex hull aco m () = m ()0 of m(3) in E.

En este trabajo se estudia el teorema de Radon-Nikodym para
medidas m: ¥ — E con valores en un espacio localmente convexo
E, que supondremos siempre Hausdorff, cuando el conjunto As (im):
de los promedios tiene la propiedad local de ser relativamente com--
pacto y la de ser débilmente relativamente compacto. Teoremas se-
mejantes han sido dados recientemente por Gilliam [5]. Sin embargo-
como por una parte utilizamos limites inductivos, inspirados en um
trabajo de Bombal [2], y por otra damos una caracterizacion en el
segundo caso, creemos que obtenemos resultados nuevos sobre esta
cuestion. Las demostraciones las realizamos con ayuda de un lifting.
Este uso nos ha permitido estudiar cuando una medida m = m
para una funcién f €.L (5, p, E) es una medida m, para una fun-
cién g€ L, p, F) (Fc E) cuando los e. 1. ¢. E y F inducen la
misma topologia sobre la envoltura absolutamente convexa y ce-
rrada aco m (£) = m (£)* en E de m (). (Para las notaciones véase:
méis adelante o Rodriguez-Salinas [11].)
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§ 1. El teorema de Radon-Nikodym para las funciones p-inte-
grables

Sea (Q, X, p.) un espacio de medida finito que supondremos com-
pleto para asegurar la existencia de un lifting p sobre el algebra Ly
«de las funciones reales o complejas medibles acotadas. (Véase A. y
«C. Ionescu Tulcea [7], 43-54). Sea E un e. . c. que como hemos
dicho supondremos Hausdorff.

Ahora vamos a exponer algunas definiciones dadas en Rodriguez-
*Salinas [117].

1. Derinicion.—Una funcién f: Q —> E se dice simple y se
«escribe f€ S (T, E) si es limite uniforme de una red de funciones
simples ordinarias (de clase 0). Una funcién f se dice p-medible y
-se escribe f€ M (2, p, E) si, para cada ¢ > 0, existe K€ = tal que
p(@Q\K)<ey fyx€S (T, E), siendo yx la funcién caracteristica
ode K. Una funcién f se dice w-medible y se escribe f€ M (E, ., E)
si es limite uniforme de una red (f)i.r de funciones p-medibles
€ M (£, , E). Una funcién f se dice p-integrable y se escribe
if€ L (Z,p, E) si es p-medible e integrable Pettis (o escalarmente
.integrable), es decir:

(i) Para cada 2#"€ E’ (dual de E), la funcién (f, #’) es integrable.

(i) Para cada A € X, existe m; (A) € E tal que

im0, %) = [ (A1) au
A

-para todo "€ E’.
Entonces se define la integral por

[rau=m.
A

“Una funcién f se dice p-integrable y se escribe f€ L (T, u, E) si
7f es limite uniforme de una red (f.):: de funciones f, € £ (%, ., E)
7y, para cada A € ¥, existe el limite ’

lim ff,-dp: ffdp € E.
A A
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Una funcidén f se dice absolutamente p-integrable y se escribe
Ff€Lr (T, n, E) si es p-integrable y p o f es integrable para toda
seminorma continua p sobre E. Esta condicién equivale a que cada
p-variacién | my |, sea finita. De manera aniloga, se define la p-
integrabilidad absoluta y L' (T, ., E).

Como toda funciéon p-medible integrable Pettis es p-integrable y

toda funcién y-integrable es integrable Pettis, segin la proposi-
cién 13 y teorema 14 de [117], se tiene

L 1LE)=ME kE N LS B

2. DerinicroN.—Sea E, limite inductivo lim E, de e. 1. c. tales
—_—

wque cada E,c E y la inyeccién candnica E, ©——» E es conti-
nua. Una funcién f: Q@ — E se dice (E,)-medible y se escribe
fE€M(, 1, (E)) si, para cada >0, existe K= y E, 1€1)
tales que p (Q\K) <ey fyx€ M (5, ., E)). Una funcién f se dice
{E,)-integrable y se escribe f€ .L (T, u, (E))) si

FE M, (F) N LE wE).
Por tanto,

L& E)=ME p ENN LEpE.
Igualmente, se define
LS, 1 (B =M (Z, 1, (B) N L1 (S, . E).

Una (E;)-medida sobre £ es una aplicacién m: Q@ — E tal que,
para cada sucesion (A,)7 de conjuntos disjuntos A,'€ X existe un
E, con la propiedad de que m (A,) € E, para todo n'€ N y la serie

D m (A =m(A)
1

«s sumable en E,.
Sea m: Q—> E una medida vectorial y

m (A)
tHD A €X*
w(A)

A(H):AH(m);-;

ipara H € Z*, siendo =t = {A€Z:u (A) > 0).
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Recordemos que m se dice p-continua o absolutamente continua
respecto de p si w (A) = 0 implica m (A) = 0 (A € X).

3. LeMa.—Sea E un e. l. c. polar semi-reflexivo. Si m: & —s E’
es une medida p-continua con la propiedad de que Agq (m) es rela-
tivamente compacto, existe una funcién simple £ € S (T, E) tal que-

m(A)=ffdp(=mf(A))
a
para todo A € Z.

DeMosTrACION.—Por el teorema de Radon-Nikodym para funcio-
nes escalares, para cada x” € E’, existe una funcidén escalar integra-
ble f., tal que ’

»(m(A)\x')': ffx'd}l
A
para todo A € . Inmediatamente, resulta
1 ’
T A ffx' dp € x' (Ag(m))
A .

para todo A € I+ y, por tanto,
fe () € & (A (m)

para casi todo ¢ € Q. Sea p un lifting sobre el algebra L£f de las:
funciones reales o complejas medibles esencialmente acotadas. En-
tonces

p(fx) (2) € x' (Ao (m))

para todo t € Q.
Se ve facilmente que

x'—p (fx)(2)

es una forma lineal sobre E’. Por tanto, existe una funcién:
f: Q— E™* tal que

(f(£), &) =p(for)(2) € «' (Ao (m)
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-para todo t€ Q y todo 2" € E’, de donde se deduce que, para
‘todo ¢t € Q,

S (%) € Ag (m)® = aco Ag (m) CE,

por ser E polar semi-reflexivo y Ag (m) relativamente compacto.
Tuego f(Q) es un conjunto precompacto.

Para demostrar que f€ S (2, E), bastara probar, segiin la pro-
‘posicion 3 de [11], que p - (f — #) es Z-medible para todo + € E
y toda seminorma continua p sobre E. Sea

U=}jx€E:px)<l .
Entonces

P(F(t) —x)=sup }|{f(t)=—xx")| :Vx'E U0 =
= s?pp’ (f(2)—x),

~donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos finitos J
«de U° y

£, =sup |[(xma') | €]
~Como
P((f'x‘x'))(l‘)—fp(fx’—(xvx'))(t)=(f—x‘x')_(f)
para todo ¢ € Q, se tiene
P(pro(f —x)=pyo (f—x)
y del teorema 3 del capitulo III de [7] resulta que

2o (f—x)=s‘;p1ﬁxo (f— =)

«es una funcion E-medible.

4. TeorEMA.—Sea E un e¢. l. c. y m: £ —» E una (E,)-medida
-wectorial p-continua. Si cada E; es polar semi-reflexivo, las siguien-
Zes propiedades son equivalentes:

4.1. Existe f€ L (T, p, (E)) tal que m = m,.
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4.2. Para cada >0 existe K€ Zt y un espacio E; con i=1(e)}
tales que p (Q\K¢) < e y A (Ke) es relativamente compacto en E,.

4.3. Para cada S €Tt existe T€Ztg = {A : SDAEZH} y un
espacio E; tales que A (T) es relativamente compacto en E;.
Si se cumplen estas condiciones se tiene f€ L (T, p, E,) siendo
E, = lim E; y existe una subfamilia contable (E;)jc; de (Ei)ie1 tal
—
que f€ L (T, p, (E;). St m: T —» E es de vaeriacidn acotada, en-
tonces € L (T, p, (E;). Si E'y = lim E; se tiene { € .L (T, u, E'p)

siendo E’y la clausura de E’y en E, dotade de la topologia induci-
da por E,.

DEMOSTRACION.

4.1 =—> 4.2. Basta tomar K€ I+ de modo que p (Q\K¢) < e
Y fax, €S (Z, E) (G =i(c)) pues entonces A (K¢)<cof(Ke) es
relativamente compacto en E,.

4.2 =—> 4.3. Evidente.

4.3 ==> 4.1. Por el axioma de Zorn existe una familia maxi-
mal (K;);c; de conjuntos disjuntos K;€ =+t tales que cada A (Kj)
es relativamente compacto en un E; (3 = i (j)). Esta familia es, evi-
dentemente, contable por lo que es facil ver que 4.3 implica que
Z = QW K, es de medida nula. Sea m; la restriccién de m a

J
EK], (= {ANK;: A€Zx}). Entonces por el lema 3 existe una fun-
cion f, €S (EK]., E,) tal que

m(ANK)=mj(ANK;)= [f}'dp

ANK.
J

para todo A € . Pongamos f; = 0 fuera de K; y
f“_—z.f}v

entonces, evidentemente, f€ M (T, u, (E;)) por ser (E));e: un con-
junto dirigido y las aplicaciones E,—— E; para i < j continuas.

Ademas f€.L (S, p, E) CL (S, 1, E). En efecto, para cada
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% €E’,, ' om es una medida escalar y, por tanto, de variacién:
finita, y se verifica

fl(ﬂx'>vdu=z f [ (fix) |dp=

fjeEdJ ANK.
J 7

_—_2 |x'om: (ANK)="'a"om]| (A
J€J .

mm )= Smankne=3 [ (r=rap= [rm)ap

jed JEI Ank; N
para todo A € £ puesto que

p.(A\U Kj)=0:
i€ed

Luego f: Q@ —» E; es integrable Pettis y f€ L'(Z, , E;) segan
la proposiciéon 13 de [11].

Finalmente, si se cumplen las propiedades 4.1-4.3, se ve inme-
diatamente por la demostracién anterior que existe una subfamilia:
contable (E;);c; de (E);er tal que f€ £ (T, p, (E)). Por tanto,
si By =1lmE;, f€L & p Ey). Si m: £T— E es de variacion

—

acotada, f'€ L' (Z, u, (E)).

5. OBSERVACION.—Si para cada sucesion (i,)y de indices i, €T’
hay un i€ I que verifica 4,!<< i para todo n'€ N, existe un E, tal
que f€M (%, p, E;), y también f€L(Z, ¢, E) vy m () E,; si
E; es cerrado en E,. Si ademas cada E,; es casi completo y, cuando:
m (Z) € E;, m: £T— E,; es de variacién acotada, se puede asegu--
rar que existe un E; tal que f€ L' (T, w, E,). Esto dltimo resulta:
de los teoremas 16 y 18 de [11].

6. TreoreEMA.—Sea E un e. I. c. casi completo, F un subespacio
cervado de E, dotado de una topologia mds fina que la inducida
sobre él por E 'y m=m, para f€L(E, n,E). Si E y F in
ducen la misma topologia sobre la envoltura absolutamente convexa
v cerrada B = aco m (L) (C F) de m () en E, existe una funcién-
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g=f tal que p[g] =g, g€L(E, 1, F) vy my = m,. (Véase [11]
definiciones 19 y 23.)

Supongamos que, para toda sucesion x = (x,)7 € Iy (E) con
X, € B para todo n€N, se tiene x€1(F). Entonces, si

f€ L (2, u, E), resulta g € £ (T, w, F). Esta conclusidn también
S clerta si m: £ —-> F es de variacion acotada.

DEMOSTRACION.—Sea ¢ una seminorma continua sobre F y
‘U ={x€F:q(@x)<1}. Entonces existe, para cada »n€ N, una
.seminorma continua p, sobre E tal que

Pulx—9) L1, e ylCB=g9x—9) £ 1/2n).
‘Sea
Up=1lx € E:pu(x) £ 1

y mu,la aplicacién canénica E — Ey . Por ser f w-medible se
tiene que =y o f es p-medible. Luego existe un conjunto Z, de me-

~dida nula tal que f (Q\Z,) se puede cubrir por un conjunto contable
de p,-bolas de radio 1/4 p (Q). Como

B C 1 (27 (Q\Zn,

-se deduce que B se puede cubrir por un conjunto contable de ¢-bolas

~de radio 1/(2 »). Entonces Ep se puede cubrir por un conjunto con-

“table de g-bolas de radio 1/2, y la clausura Ez de Ez en F (o E)

-se puede cubrir por un conjunto contable de g-bolas de radio 1.
Como

1 —
e d EB
w(A) Aff v €

-para todo A € £t y E; es un subespacio cerrado de E, por el teore-
ma 25 de [11] se deduce que existe una funcién p-medible

g= i‘ p v(fxxn)
1

tal que g=f, p[g] = g y g (Q) < Ez < F. Entonces g (Q) se pue-
-de cubrir por un conjunto contable de g-bolas de radio 1.
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Vamos a demostrar ahora que ¢ - (g — ) es X-medible para
todo # € F. Como U es cerrado en E se tiene

(g @) —x)=sup} | {f(&) —g (), #") | :x" € UY =s‘;1p g1 (g (8) — x)

donde U° es el conjunto polar de U en E’ y el dltimo supremo se
toma sobre todos los subconjuntos finitos J de U°. Por tanto, si

H, = ¢ (K,), del teorema 3 del capitulo III de [7] se deduce que,
-para cada n'€ N,

7-(g x) XH,, =Ssupgyo — x),lnn
«es una funcién E-medible puesto que
p Kg— =, 4> In,) =p(f— 2 2) Ax,) =& — %, #') Tu,
‘para todo 2" € E’ y
plgro(@— ) u)=gjo0(g—x)Tu,.

o0

Entonces, siendo g = 0 fuera de U H,, resulta que ¢ - (g — #)
1
-es una funciéon Z-medible.

De los resultados probados anteriormente se deduce que existe
una familia contable (A;);: de conjuntos disjuntos A, € =* y una
familia (y:):; 1 de elementos y;, € Ez C F tales que Z = Q\U A; es

«de medida nula y

7(g()—y9) £1 paratodo ¢ € A; (F€1).

‘Entonces, si

1 f
= (Bdu(t) (€,
x w (A2 A;g )du(?) (7€

<como U es cerrado en E se tiene

glxi—9yn £l (F€)
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y, por comsiguiente,
g(g@t)—x) £2 paratodo 2 € A; (F€1I).

Luego

&2 =inxu+gxz

3

satisface
78 (t) —g @) £2

para todo t€ Q.

Vamos a probar que g,'€ L (2, ¢, F). En efecto, por ser E casf
completo, se tiene segun el teorema 2 de Tweddle [14], que m (Z)
es débilmente relativamente compacto en E. Entonces por el teore-
ma de Krein se concluye que B = aco m (=) es débilmente compac-
to en E. Por ser B débilmente compacto en E e inducir E y F la
misma topologia sobre B se tiene que B es débilmente compacto
en F. (Véase [6] II.8. Ex. 2 y [8] V. 24.3 (7)). Entonces,
g.€ L (Z, u, F) puesto que

Z x;ip(ANA)

es sumable en F para todo A€ X ya que, para cada subconjunto
finito J de I la suma

L

. w(AN A
s= D mp@ANA)= D ———— m(4) €B,
ied ied p.(A,)

y B es débilmente compacto en F y F es casi completo. (Véase [9],
lema 4 y teorema 1). Efectivamente, si o, =@ (AN A)/ (A) v
%, 2 %, > ... > %, se tiene

-":(aix"af'n)”‘(Aﬂ)‘f—(aiz'—ais)m(Aﬁ UAy)+ oo+
(o, —mi)m (A U ... U A;n_‘l) tai,m(Ai U ... A;)) € R,

-1
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Entonces g€ £ (=, ¢, F) por ser g: @ —» F limite uniforme
en F de la red (g;); de funciones g,€ L (Z, n, F) y

lim fquu= fgdu=m(ﬂ)
7 A A
para todo A € X, puesto que

q( f(gq—g)dp) £ 2p(A),
A

por ser U cerrado en E y ¢ (g, (t) — g (¢)) < 2 para todo € Q.
Supongamos ahora que, para toda sucesién x = (#,)7 € Iy (E)

con #,€B para todo n€N, se tiene €I, (F). Entonces, sh
1€ L (Z, p, E) se verifica

ff(gq)du= Z g (xi; p (A = Z gm(AN< + o,

Q i

puesto que

Ssmanz S [sinan=[rnde<t o
i ioa; Q

para toda seminorma continua p sobre E y cada m (A;) € B. Como
ademas

fq(gq—g)dué‘lfdu=2p(9),<+w.
Q Q

resulta

f7(g)dil<+°°
Q

para toda seminorma continua g sobre F. Luego g€ .£' (%, u, F).
Por otra parte, si m: £ — F es de variacidn acotada, tambiém

g € L' (2, p, F) puesto que

[o@an=im, @<+
Q .
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para toda seminorma continua ¢ sobre F en virtud del teorema 16
de [11].

7. TeEorREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo para la topologia
de Mackey = (E, E’), F un subespacio de E, dotado de una topolo-
gia mds fina que la inducida sobre él por E con un sistema funda-
mental de entornos de 0 cerrados en E, y m: ¥ —> E una medida
con valores en E. St E y F inducen la misma topologia sobre la
envoltura absolutamente convexa y cerrada B =acom () (= F) de
m(Z) en E, m: LT —> F es una medida con wvalores en F.

DemosTRACTON.—Basta seguir un razonamiento desarrollado en el
teorema 6.

8. TrorEMA.—Sea E un e. l. c. polar semi-reflexivo, D un
subconjunto absolutamente convexo acotado vy cerrado de E, y
m: T —» E, una medida de wvariacion acotada. Sea m = m, para
una funcién £ € L (Z, n, E) v F un subespacio de E, dotado de una
topologia mds fina que la inducida sobre él por E con un sistema
fundamental de entornos de 0 cerrados en E, tal que induce sobre
D (< F) la misma topologia que E. Entonces, existe una funcion
w-medible g=f que verifica o [g]l =g v g€ L (S, 1, F).

DemostraciON.—Evidentemente, m: £ —» F es una medida p-
continua de variaciéon acotada. Ademds, para cada S € Zt, existe
T'€X$ con A(T) relativamente compacto en E. Como m: T—> E,;

es de variacién acotada, dado T’ existe T € X, tal que A (T) es
acotado en E, y, por tanto, A >0 de modo que A (T)c< xD.
Como F induce sobre A D la misma topologia que E y E es polar
semi-reflexivo, resulta que A (T)°® es compacto en F. Por el axioma
de Zorn existe entonces una sucesiéon (K,)7 de conjuntos disjuntos

K, € =+ tales que A (K,)* es compacto en F y p (Q\UK,l) =0.
1

Luego
g= 2. p(fl,) € M(S . E)
1
es una funcién tal que g=fy o [g] = g. Como

—
_— dy € AK,)0 L, D
bA) S
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para todo A €x} y H, = ¢ (K,), por el teorema 25 de [11] resulta

g (Hn) =p (fxxn\ (Hs) C A (Kn)oo c A, D

para todo n € N y, por consiguiente,

£Q) cEpCF.

Ademas g€ M (T, v, F) porque cada gyu,6 €S (=, F) segtin la
proposicién 3 de [11], ya que g (H,) es precompacto en F y de
igual modo que en el teorema 6 se puede probar que g - (g — %)
es X-medible para un sistema fundamental de seminormas continuas
g sobre F y todo x € F.

Finalmente, como m: ¥ —s F es una medida de variacién aco-
tada y m = my,, de los teoremas 11, 16 y 18 de [11] resulta que
geL(Z, n, F).

§ 2. Funciones u-integrables

9. LeEMA.—Si E es un e. l. c. casi completo y m: £ —> E es
una medida vectorial, para toda sucesion (A,)fY de conjunios disjun-
tos A.'€Z y para toda sucesion (an) de nimeros reales, 0'<a,'<1,
la serie

0

Z an 1 (An)

1
es sumable.
Rl
DemosTtrACION.—Por ser E m (A,) sumable, para cada semi-
1

norma continua p sobre E existe un subconjunto finito H de N tal que

(D man) 21

nedT

para todo subconjunto finito J de N disjunto con H. Como E es
casi completo serd suficiente probar que para estos conjuntos J se
tiene

p( D) anm (an) £1.

ned
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En efecto, si J = {n,n, ..., m} ¥y ap > oy, > ... > x,, S€ tiene

k—1
2 Ou M (A") = Z ('ln'- —_ an‘-+l) Si+ Ony Sk

ned i=1

con s; = m (A, U ...U An’.) y, por consiguiente,

2 (2 O m (A,.)) < f (an; — am; VP ()t any P (s) £ 1.

ned i=1

10. TeoREMA.—Si E es un e. l. c. casi completo, una funcion
£€L (S, u, E) siy sélo si se verifican:

10.1. Para todo entorno absolutamente convexo y cerrado U de
0 en E, wyof€.L(Z,pn Evy) siendo =my la aplicacidn candnica
E —> Ey.

10.2. Para todo A€ X, existe m (A) € E tal que

To © m(A)=j'TCuofd}L.

A

DEMOSTRACION.—Es obvio que si f€ £ (%, ¢, E) se tiene que
cada =y f€.L (T, 1, Ey) y, por tanto, wyef€ L (%, 1, Ey) por
ser Ey un espacio normado.

Reciprocamente, supongamos que se verifican 10.1 y 10.2. En-
tonces, para cada seminorma continua p sobre E, existe una familia
(A))ie1 de conjuntos disjuntos A; € L+ y otra familia (y;)icr de

elementos y; € E tales que I es contable, Z = Q\ UAi es de me-
t el

dida nula y
P(f&) —y) <1 paratodo # € A; (F€1).
Entonces si ponemos #; = m (A))/p (A) para i€1I, se tiene

p(xi—y) <1y, por tanto, p (f () — ) <2 para todo t€ A,
(i € 1), de donde se deduce que la funcién

-
Sfo= Z wila; v fhz
H
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s una funcién p-medible tal que p (fp (!) —f (¥)) < 2 para todo
$€ Q. Esta funcién es p-integrable puesto que, para cada A€ E, la
:serie

w(ANAY
.Zx,-p.(A n A;):Z—:(;r—*m(z\;)

-es sumable segin el lema 9. Entonces como (f5), es una red de fun-
<ciones fp € L (T, ., E), uniformemente convergente a f, y

limff;dp.:m(A)
?
A

-para todo A € X, puesto que
s [rav—nw)z[toorstn-r1an=[s0s-navz2uw
A A A

81
U=}x € E:p(x) £ 1}

Y pu es la norma de Ey asociada a U.

4 3. Funciones p-integrables

Sea E un e. 1. c. casi completo.

11. Derinicion.—Una funcién f: Q@ —> E se dice p-medible y
se escribe f€ M (2, ¢, E), si f€M (=, u, E) y, para cada ¢ > 0,
existe K€ X tal que ¢ (Q\K) <e¢ y f(K) es débilmente relativa-
‘mente compacto. Una funcién f se dice p-integrable y se escribe
feEL(E, 0, E) si f€LE, 1, EYNAM (S, v, E). Una funcién f se
dice absolutamente p-integrable y se escribe f€ £!(Z, u, E) si
feL (2,4, EYNM (S, 1, E). S(, E) es el conjunto de todas las
funciones f: Q — E escalarmente medibles tales que f (Q) es débil-
mente relativamente compacto. Es ficil probar que toda funcién
7€ S (2, E) es integrable Pettis por suponer E casi completo.


file:///i-niedihle
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12. Derinicton.—Dos funciones fy g: Q — E se dicen débil-
mente w-equivalentes y se escribe f~ g si

w(iz € Q:(/ () —g@,«)F0)=0
para todo #" € E’.

13. ProrosicioN.—Para funciones Q@ —s E cualesquiera se ve--
rifica: :
181, St f,~f, v g, ~g, se tiene af, + bg,~af, + bg,.
13.2. Si fo~g, para todo n €N, lim f, =f y lim g, = g, se

tiene f ~g.

183.3. Sify g son integrables Pettis y f ~ g, se tiene

ffdn=fgdp

A

para todo A € X,

DemosTtrACION.—De igual forma que la proposicion 20 de [11],
es evidente.

14. TeorREMA.—Sea p un lifting sobre el dlgebra de las funcio--
nes reales o complejas medibles acotadas. Para este lifting o existe

otro lifting sobre S (=, E), que también denotaremos por ¢, con las
propiedades :

14.1. Si f € S (S, E) se tiene o (f) € S (=, E).

14.2. o (f) ~ 1.

143. f~g si y sélo si ¢ (f) = ¢ (g).

144. p(af+bg)=ap(@) + boe(g).

14.5. o (¢ f) = o (p) p (f) para toda funcidn real o compleja Z-
medible y acotada .

146. hepo () =p(hof) para toda funcion real o compleja
s (E, E')-continua h sobre E. En particular, para h = x’ € E’ v
" cuando h es una seminorma s (E, E')-continua p sobre E.

DemosTrACION.—Basta proceder como en el teorema 21 de [11F]
utilizando la topologia débil o (E, E). '
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15. DEerFINICION.—Si f es una funcién p-medible, se escribe
¢ [f] = f para denotar que existe una sucesiéon (K,); de conjuntos

disjuntos K, €X tales que g (Q\ UK”) =0, fyx, € SE,E) vy
1

f= Z: p (S *,)
- ;
en casi todo Q.

16. Prorosicton.—Si o [f] =1, o[g]l =g v f~g, se tiene
f =g en casi todo Q.

DeMosTrRACION.—Resulta facilmente como la proposicion 24
de [11].

17. TrorEMA.—Sea € L (2, u,E) y F un subconjunto s(E, E’)-
cerrado de E tal que

. )
—-——\1(‘4) ffd_p.EF,
A

para todo A € . Entonces

17.1. Existe una funcion p-medible g~f tal que o [g]l =g ¥
g (t) € F para todo t € Q.

17.2. Para todo s (E, E")-entorno de 0 se tiene f(t)€F + U
para casi todo t € Q. '

DemosTrACION.—Basta proceder como en el teorema 25 de [11T
utilizando la topologia débil s (E, E’).
§ 4. EIl teorema de Radon-Nikodym para las funciones u-inte~
grables

18. LemA.—Sea E un e. l. c. casi completo. Si m: Q —» E es
una medida vectorial tal que Ag (m) es débilmente relativamente

compacto, existe una funcion f€ L' (T, n, E)NS (5, E) tal que
m(4)= ffdv =ms (4)),
A

para todo A€X y f(Q) € co Ag (m).



58 BALTASAR RODRIGUEZ-SALINAS

DEeMosTRACION.—Procederemos, en primer lugar, de manera ana-
loga como en el lema 3. Por el teorema de Radon-Nikodym para
las funciones escalares, para cada 4" € E’, existe una funcién escalar
integrable f., tal que

<m(A),v’f’)=ffx'dp.
A

para todo A € . Inmediatamente, resulta

1
A ffx' dyp € x' (A (m)),
A

-para todo A € =+ y, por tanto,

S (2) € «' (A (m)),

para casi todo € Q. Sea p un lifting sobre el algebra Ly de las

funciones reales o complejas medibles esencialmente acotadas. En-
tonces

p(fx)(2) € =" (Aa(m)),

para todo ¢ € Q.
Se ve facilmente que

x"——)p(fx’)(t)v

s una forma lineal sobre E’. Por tanto, existe una funcién
f: Q@ — E™* tal que

F@, ) =p(fx)(2) € 2" (Aa(m),

para todo ¢ € Q y todo 2" € E’, de donde se deduce por el teorema
«de Krein que
S (2) € Ag (m)® = aco Ag (m) = E,

por ser E casi completo y A (m) débilmente relativamente com-
pacto.
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Para demostrar que p o (f — ) es Z-medible para toda seminor-

‘ma continua p sobre E y » € E, basta proceder de manera comple-
tamente analoga como en el lema 3. '

Por otra parte, si

U=}x €E:p(x) <1},
¥y =y es la aplicaciéon canénica E — Ey, se tiene que

Ag (r, o m) = w, (AQ (m))
es débilmente relativamente compacto en Ey y, por tanto, se puede
«cubrir Ag (m) por un conjunto contable de p-bolas de radio 1/4 y,
por consiguiente, también se puede cubrir f(Q) € Ag (m)°® por un
«conjunto contable de p- bolas de radio 1. Entonces existe una fami-

Tla contable (A;);c: de conjuntos disjuntos A,;€ Xt y otra familia
{9:)ier de elementos y, € E tales que Z = Q\U A, es de medida

‘nula y se verifica

2(f(¢) —9) <« 1 paratodo ¢ € A;.

‘Sea x, = m (A)/p (A;), entonces p (4, —y) <1 y si se pone
So= D) w1

‘se tiene como en el teorema 10 que (f»), es una red de funciones
fr€ L (%, 1, E) uniformemente convergente a f. Por tanto, para
«ada A € I, existe

lim fj}dp. € E (complecion de E).
)
A

"Vamos a probar que

i [y = min
b4
A



60 BALTASAR RODRIGUEZ-SALINAS

para todo A € £. En efecto, si #' € E' y 4’ es la extensién continua:
de 4’ a E, se tiene )

(m(A), ) = ] 7y da= 1imf<f,,, %y dp= (lim ff, dy, 2
. ? 4
A A A

¥, por tanto,

lim ffpdp.: m (A).
4

Entonces F€L(E, uw, E)y

m(A) = ffdp,

A

para todo A€ X. Ademis f (Q) < co Ag (m) es débilmente relativa-
mente compacto. Por tanto, f€ £!(E, ¢, E)NS (g, E).

19. TreorEMA.—Sea E un e. l. c. cast completo. Entonces se
verifica:

19.1. Si f€S (T, E), se tiene o (f)€ L' (Z, u, E)NS (T, E).

19.2. Si f€ M (Z, p, E) es integrable Pettis y (K,)¥ es una su-
cesion de comjuntos disjuntos K, € T tal que cada f(K,) es débil-

0
mente relativamente compacto y p (Q\ U K,) =0, la funcidn
1

g=21: plue) € £(ZpE),

y satisface f~g y ¢ [g] = g.
19.3. Si f€M (T, u, E) y pef es integrable para cada semi-
norma continua p sobre E, f es integrable Pettis. Si ademds

o [f] = f, f€ £ (T, pn, E).

DEMOSTRACION.

19.1. Basta proceder como en el lema 18.
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19.2. Basta construir una red (g»)» de funciones g, '€ £ (5, ¢, E)
‘tal que

P(gp(t)—g(t) <1

para todo t€ H, = ¢ (K,) y n€N.
19.3. Se puede proceder como en el teorema 18 de [11], tenien-
-do en cuenta 19.2.

20. DeFiNiCcION.—Sea E, limite inductivo lim E; de una familia
de e. 1. c. tales que cada E;CE y la inyecciérzanénica E.C > E
-es continua. Una funcién f: Q —— E se dice (E,)™-medible y se
-escribe f€ M (%, u, (Ey)) si, para cada ¢>0, existe K€ y E, (G€1)
tales que g (Q\K) <e¢y fyx€ M (2, g, E)). Una funcién f se dice
(E,) -integrable y se escribe f€ £ (T, p, (E.)) si

fE M.‘ (2, ® (Ef» n f\xy I E)-

Por tanto,

L 0 (Ei)y = M(Zp (E) N LIS, E).

Igualmente, se define

f‘(E.P»(E,))Z\’A.(E,H,(E,))ﬂ-fl Sv}’-» )

21. TeorEMA.—Sea E un e. l. c. y m: £ — E une (E;)-medida
vectorial p-continua. Si cada E; es casi completo, las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

21.1. Existe f€ £ &, ©, (E)) tal que m = my.

21.2. Para cada >0 existe K. €5+ y un espacio E; con i =1(e)
tales que p (Q\K.) <e y A (K:) es débilmente relativamente com
pacto en E,.

21.3. Para cada S € Lt existe T€ 3y un espacio Ei tales que
A (T) es débilmente relativamente compacto en E,.

Si se cumplen estas condiciones se tiene f€ £ (=, p, E,) siendo
E, = lZn E, y existe una subfamilia contable (Ej)jcs; de (Epier tal

que f€ L, p, (E). Si m: E—s>E es de variacién acotada,
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f€.L (3, 1, (E)). Si Ey = limE; se tiene € £ (2, ., E,) siendo-

£’y la clausura de E’, en E, dotada de la topologia inducida por E,.

DeMosTrRACION.—Basta proceder como en el teorema 4, teniendo-
en cuenta el lema 18 y el teorema 19.

22. OBSERVACION.—Si para cada sucesion (i,),” de indices i, € L.
hay un i€ 1 que verifica i, < ¢ para todo n'€ N, existe un E, tal
que f€ M (2, ¢, E)), y también f€ £ (2, p, E) y m () < E, si E,
es cerrado en E,. Si ademis cada E,; es casi completo y, cuando
m () < E;, m: T—» E, es de variacién acotada, se puede asegu-
rar que existe un E, tal que f€ £ (, p, E;). Esto fltimo resulta
del teorema 16 de [117] y del teorema 19.

23. TEOREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo, F un subespacio-
cerrado de E, dotado de una topologia mds fina que la inducide so-
bre él por E y m = m, para f€ L (T, n, E). Si E y F inducen lo
misma topologia sobre la envoltura absolutamente convexa y cerra-
da B = acom () de m (2) en E, existe una funcion g~f tal que
elgl=g g€L(u, F) y m=m,

Supongamos que, para toda sucesidn x = (X,); '€ I, (E) con
%€ B para todo n€N, se tiene x€I\ (F). Entonces, s

f€£1(2, p, E) resulta g€ L' (T, u, F). Esta conclusidén también
es cierta si m: £ —— F es de variacién acotada.

DemosTrACION.—Basta proceder como en el teorema 6, utilizan-
do el teorema 17.

24. TEOREMA.—Sea E un e. l. c. casi completo, D un subcon-
junto absolutamente convexo acotado y cerrado de E, y m: Q—— Ey,.
una ‘medida de variacidn acotada. Sea m = m; para una funcidn
f€.L (2, u, E) y F un subespacio de E, dotado de una topologia
mds fina que la inducida sobre él por E con un sistema fundamental
de entornos de 0 cerrados en E, tal que induce sobre D (C F) la

misma topologia que E. Entonces, existe una funcién p-medible
g~1 que verifica o [g] =g v g€ L (T, ¢, F).

DeMosTrACION.—Basta proceder como en el teorema 8, teniendo:
en cuenta los teoremas 17 y 19.
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25. ProprosictoN.—Sea E un e. 1. c. casi completo, D < E un
conjunto absolutamente convexo acotado, cerrado y metrizable y
m: O —-» Ep una medida de variacién acotada. St m = my parae une

funcion € £ (=, v, E), existe un conjunto absolutamente convexo
acotado completante B < E que absorbe a D, y wuna funcion
g: Q—> Ey integrable Bochner de modo que m = my.

DemosTrRACTON.—Esta proposicién, que coincide esencialmente
con la proposicién 7 de [2] en virtud del teorema 22, se puede pro-
bar como consecuencia del teorema 24 siguiendo el proceso de Bom-
bal para construir F en [2].

26. OBsBsErvaCION.—Como la topologia débil es la misma para
todas las topologias compatibles con un mismo par dual y todo es-
pacio casi completo es casi completo para la topologia de Mackey,
se deduce que los resultados de esta seccién son vilidos para las
topologias de Mackey de los espacios considerados.
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