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ABSTRACT

The existence of common zero of a family of polynomials has led to the study
of inertial forms, whose homogeneous part of degree 0 constitutes the ideal
resultant. The Kozsul and Cech cohomologies groups play a fundamental role
in this study. An analogueous of Hurwitz theorem is given, and also, one finds
a N. H. McCoy theorem in a particular case of this study.
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1. Introduction

La notion de formes d’inertie (Tragheitsformen) due & F. Mertens [13] au XIX-iéme
siecle, est liée au probleme fondamental de la théorie de ’élimination, c’est-a-dire, a
lexistence des zéros communs d’une famille donnée de polynomes.

Ce travail a été élaboré avec aide de la coopération franco-marocaine Action inétgrée A.IL
MA/02/32 et du programm PAS 27/2001 financé par ’AUPELF.
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Ce probleme a été abordé par plusieurs auteurs avant Mertens comme J. J. Sylves-
ter ou Cayley dans le cas ou le nombre des polynomes coincide avec celui des variables
en utilisant la notion de résultant, qui est ici, une forme d’inertie de degré zéro.

En considérant des polynomes génériques (les coefficients sont des indéterminées)
homogenes, A. Hurwitz a étudié dans [8] I'idéal gradué associé & des formes d’inertie
ce qui correspond a I’homologie du complexe de Koszul définie par ces polynomes.
Cette étude a été reprise par J. P. Jouanolou [9,10] dans le cadre de la théorie des
schémas, en utilisant notamment des méthodes homologiques.

Dans ce travail on introduit 1’idéal des formes d’inertie relatives & des polynoémes
f1,. .., fr génériques plurihomogenes c’est a dire homogenes par rapport a s paquets
de variables X,..., X, dont la partie plurihomogeéne 2 de multidegré (0,...,0) est
I'idéal résultant. On donne un certain nombre de caractérisations qui nous permettent
de retrouver les formules de Perron et de Perrin données dans le cas s = 1.

En adoptant ici les méthodes utilisées par J. P. Jouanolou [10], nous définissons
le complexe de Koszul K* par les polynomes (f;) et le complexe de Cech C*® par les
monomes

(Tiyie = X1ty Xsii in i

Ceci nous permet d’étudier deux suites spectrales 'E et "E associées au bicomplexe
K*®4C*® et conduit a I’étude de la cohomologie de Koszul et a la cohomologie locale,
cette derniére n’est autre que la cohomologie de Cech.

Nous donnons enfin, un résultat analogue au théoreme de Hurwitz [8] et dans un
cas particulier nous retrouvons un théoreme de N. H. McCoy [12].

2. Données et notations

Soient K un anneau commutatif integre et X,,..., X, des paquets de variables
avec

X=X, Xjny+1)

pour tout 1 < 7 < s. On suppose de plus que ng > ng_1 > -+ >ng > 1.

Soit r € Nfixéet d; 1,...,d; s avec i = 1,...,r des entiers naturels non nuls. Pour
tout ¢ = 1,...,r, on considere le polynéome générique homogene par rapport a chaque
paquet de variables X ; de degré d; ; donné par

fi= Z Ui,gly-u,gsi%l XS, (1)

la sommation étant prise pour a; € N1 tel que || = dii,...,a € N7=*1 avec
lag| = di s et ot les Ui o, .. o sont des indéterminées sur K et
o

Q5 a1 Ajnj+1
Xj _X]}l vanj"rl ’

On désigne par A = K[U; o,,..0 ] (1 <i<ret |gj| =d, ; pour tout j =1,...,s),

s

I’anneau des coefficients universels.
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Pour tout j = 1,...,s, l'algebre de polynomes C; = A[Xj1,...,Xj,, 1] est
notée A[X;]. Si l'on cons1dere que deg(X,;) = 1 pour 1 < l < n; + 1, cette algebre
est naturellement N-graduée. L’algebre C = C; ®4 - - ®4 Cs = A[Xl, ooy X, est
N*-graduée par :

deg(a) = (0,...,0) € N°, pour tout a € A,

2
deg(X;;) =1(0,...,0,1,0,...,0) € N® (ici 1 est situé sur la j-ieme position), @

pour tout j =1,...,5et 1 <[ <mn;+1

Définition 2.1. Tout polynéme de C' homogene par rapport a la N®-graduation ainsi
définie est dit polynome plurihomogéne.

Les polynémes f1,..., f, sont donc plurihomogenes de degré deg(f;) = d; =
(dii,-..,dis), en particulier I’algebre quotient B = (ﬁicfr) de C par l'idéal
(f1,..., fr) engendré par fi,..., f. est N*-graduée.

On note par M l'idéal de C' = A[X,,..., X ] engendré par les ¢ monomes :

0;

vie = X1y - X, OU (i1, ..., 4 EHI n; + (3)
ol q= H;:1(1 +n;) et on notera oy = X1 ny 41 Xsnat1-

3. Formes d’inerties

Comme l'algebre C est N°-graduée et les polynomes fi,..., fr plurihomogenes,
alors 'algebre quotient B est N°-graduée. Notons par B, , le localisé de B par
0i,..i, muni de la Z®-graduation provenant de la N°— graduatlon de B. Alors la
surjection canonique p : C' — B et le morphisme de A-algebres 7 : b — (& b)

T’ ceey T
de B a valeurs dans [[ B,, sont gradués de degré (0,...,0) € N°. On a donc
ila-*wis

Kerr={beB|¥YmeMIeNm’b=0}.

1°ts

Définition 3.1. L’image réciproque 7 = p~!(Ker ) est appelée 1'idéal des formes
d’inertie des polynomes f1,..., f,, et la partie plurihomogene 7y . o) =7 NA =2
de degré (0,...,0) est appelée I'idéal résultant de fi,..., fr.

Les formes d’inertie, c’est-a-dire les polynomes de 7 sont caractérisées par la
proposition suivante :
Proposition 3.2. Pour tout f € C les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est une forme d’inertie.

(ii) 1l existe v € N tel que o}, ; f est dans l'idéal engendré par fi,. .., fr, quels que
sotent i1, ..., 10s.
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(iii) Il existe v € N et il existe iy,...,is tels que o} _; f est dans l'idéal engendré
par fi,..., fr.
(iv) Il existe des entiers naturels vy,...,vs tels que, pour tout (aq,...,q,) €

* Nt guee || = v (1 < § < s), le polynome X5 ... X% f est dans
Jj=1 J J 1 s
l’idéal engendré par fi1,..., fr.

On écrit o} ..

par fi,..., fr.
La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant :

.i.J =0 dans B pour exprimer que oy .; f est dans 'idéal engendré

Lemme 3.3. Pour tout i1,...,is on a Kerm = Ker(can : B — Bgil___iq), ol can
désigne la projection canonique de B sur B, ., .
1 s

Démonstration. 1l suffit de montrer que
Ker(can: B — B,, . )= Ker(can: B — By, ;.)

pour tous monomes o;,...;, et 0;,...;, (3). En effet, le diagramme

s

can
B B(Tq‘,l...is
canl i"m
71
Bajl...]-s HBoil“'ing‘l"‘js
est commutatif, et puisque oy,...;, n’est pas un diviseur de zéro dans B,, ,_, alors
les homomorphismes y; et o sont injectifs, par conséquent on a
Ker(can: B — B,, ., )=Ker(can: B — B, . ).
11 ts J1°Js
D’ou le lemme. O

Remarque 3.4. 11 résulte aussitot de la caractérisation de I'idéal des formes d’inertie
et du fait que les polynémes sont plurihomogenes, que I'idéal 7 est N®*—gradué.

Soit 41,...,4s tels que 1 <43 <n;+1. Pourtousi=1,...,ret j=1,...,5 on
. . d; di,s
désigne par U ;, ... i, le coefficient de X' ... X} dans f;, et on notera dans toute
la suite :
& = Uini+1,...,ns+1
_ vdin di,s
T = Xl,n1+1 T Xs,ns-&-l
hi = fi — &
X, =(Xj1,-,Xjn;,1) (on substitue 1 a Xj,,41)
f:f(ll""ls))
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ou f est un polynéme de C = A[X,,...,X,], que 'on regardera dans la suite sous

L]

la forme suivante f = f(ey,...,e7, X4,..., X)) € A1, . 60, X4, ..., X ] et A =

K[Uig,,..a.l avec Ui, ..o 7 €i (1 <i < 7). Dans ces nouvelles notations, on a une
deuxiéme caractérisation des formes d’inertie :

Proposition 3.5. Pour tout polyndme f plurihomogéne dans C de degré (v1,...,vs)
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) feT,
(11) W =0 dans (Bo-q)(()

...,0)»
1ng4+1" " %s ns+1 20)

(i) f(=h1,...,—hp, X,,..., X,) =0 dans C.
Montrons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.6. Pour tout iy,...,1s, il existe un isomorphisme de A'[X4,..., X ]-alge-
bre :
Bo'il.,.is - AI[XD X

7—S]<Ti1~-is'

Démonstration. On peut supposer que i3 = ny + 1,...,is = ng + 1, c’est a dire
O4y..is = Oq-
Soit donc ¢ ’homomorphisme de A'[X, ..., X ]-algebres

p:C=AX,,.... X1, er] — AX,,..., X o

y L2 g q

, . . N dl di s
défini par ¢(e;) = f’;—;, ot =X o X et hy = fi — e
L’homomorphisme ¢ est bien défini, car 7; est inversible dans A'[X,,..., X ], , et
puisque ¢(f;) = 0, pour tout i = 1,..., 7, et p(oy) est inversible dans A'[X,,..., X ], ,
alors ¢ induit un homomorphisme de A'[X,..., X ]-algébres

Y By, — AX,, ., X o,

q

Soit ¢’ ’homomorphisme composé
W AX, X e, 2 oy 2 By,

ou j est 'injection canonique et p et ’homomorphisme induit de la surjection cano-
nique de C dans B = (ﬁicf) On déduit que o)/ = IdA/[Xl,---yls]aqv de méme on
az//oqp:IdBaq. O

Démonstration de la proposition. 1l résulte de la premiere caractérisation des formes
d’inertie que les deux premieres assertions sont équivalentes.
Soit f € 7, plurihomogene, de degré (vq,...,vs). On a

f:f(slv"‘vgrvilw"»Xs):0
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dans B, (premiere caractérisation des formes d’inertie), donc

h h,
Gl = f(-2 =2 XX, ) = 0 dans A[X X,
T1 Tr
et, si on remplace X; .41 par 1, pour tout j =1,...,s, dans ¥(f), on en déduit que
f(_illv"'a_ﬁv"aXh"st) :O

dans C, d’ou (i) = (iii). . .

Réciproque. Supposons que f(—hl,...,—hr,Xl,...,Xs) = 0 dans C . Par ho-
mogénéisation par rapport a chaque paquet de variables X ; & l'aide de la variable
Xjn;+1, on obtient

h h X X
(——1...7—47 =1 ., = )zOdansCaq
T1 Tr X1nit1 Xs,ns+1
car h; est plurihomogene de degré d;, = (d;1,...,d;s). Or, pour tout ¢ = 1,...,7,
—% = ¢; dans B, , et comme f est plurlhomogene on en déduit que i = 0 dans
B,,, d’'ou (iii) = (1) O

On va donner ici une autre caractérisation de l'idéal résultant A des polynomes
fis--., fr c’est & dire, des formes d’inertie de degré (0,...,0).

Considérons ’homomorphisme de C-algebres F : T — f t de C[Ty,...,T,] &
valeurs dans C,, et 'automorphisme G : ¢; — &; — T} de l’algebre ClTy,...,T,] sur
lPanneau A'[X4,..., X, Th,...,T], ou T1,..., T, sont des nouvelles variables.

Proposition 3.7. Ker F' coincide avec l'image par G de lidéal T[Ty,...,T;] .

Démonstration. On considere I’homomorphisme de A'[X,,..., X ], -algebres de
Co, [T, ..., T;] & valeurs dans C,, défini par :
h;
T — ﬁ et g — ——.
Ti Ti

Puisque, pour tout 1 < i < r, on a —% = ¢g; dans B, , alors l'idéal engendré par
fi,..., fr estlenoyaude I’ homomorphlsmc défini ci dcssus qui induit par conséquent,
un isomorphisme w : By, [T1,...,T;] — Cs, . On sait que 'homomorphisme cano-
nique d’anneaux u : C — B, admet pour noyau I'idéal 7" des formes d’inertie, et que
T[Ty,...,T,] est le noyau du morphisme d’algébres @, qui prolonge u a C[T} ..., T,].
Le diagramme commutatif suivant

cln,...,T,) —%= B, [T},...,T,]

Gl l

clt,..., T, —= Co,
montre que Ker F' = G(T[11,...,T,]). O
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On déduit :

Corollaire 3.8 (Formule de Perron). L’homomorphisme de A-algébres
F:T;— f;, de A[Ty,...,T,] a valeurs dans A[X,,...,X,] a pour noyau : Ker F' =
G(T)[T,...,T,).

Corollaire 3.9 (Formule de Perrin). Pour tout a € A, les propriétés suivantes
sont équivalentes

(i) a €,
(ii) 1l existe un polynome Q € A[Ty,...,T,] sans terme constant tel que a =
Qfrs---s fr)-
Démonstration. Soit a = a(ey,...,&,) € A considéré comme polynéme en ey, ..., &,.

L’égalité Ker F = G([T, ..., T,]) montre que G(a) = a(e;—T1, . ..,e,—T;) € Ker F.

En appliquant F au polynoéme Q(T1,...,T,) = a(ey, ..., &) —aler=T1,...,&,—T;),
on obtient a(ey,... &) = Q(f1,..., fr)-

Réciproquement, s’il existe Q(T1y,...,T,) € A[T,...,T,] sans terme constant tel
que a = Q(f1,..., f,), alors a — Q(T,...,T,) € Ker F = G(U[T1,...,T,]), donc on
peut écrire a — Q(T1,...,Ty) = > aaler — T1)* ... (e, — T;)%" avec a, € A. Do,
par spécialisation T; — 0 pour tout ¢ = 1,...,r, on déduit a € 2. O

4. Complexes de Koszul et de Cech

On étudie ici le complexe de Koszul et la cohomologie locale associés a des po-
lynémes plurihomogenes.

Dans ce paragraphe, on désigne par A un anneau commutatif, M un A-module
libre et @ = (aq,...,a,) une suite d’éléments de A.

4.1. Complexe de Koszul

Soient (eq,...,e,) la base canonique du A-module libre A”. Pour 0 < p < r, la
p-iéme puissance extérieure /\*(A") du A-module A™ est un A-module libre de rang
C? = Wip)! et de base (e;, A\---Aej, )1<i <...<i,<r, avec la convention A2(AT) = AT

Le complexe de chaines de Koszul associé a la suite a, noté (Ke(a, A),d,), est
défini par

p I
Kyla, A) = [\ " (A7)
pour tout p =0,...,r, tel que pour 1 <14y <---<ip <7, et
dp : Kp(a, A) — Kp-1(a, A)
est donnée par

p
dp(ei, Ao Nei) = (D) ag e Ao AE A ey,
k=1
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On définit aussi, pour tout A-module M, le complexe de chaines de Koszul associé a
la suite a et au module M par :

Ke(a, M) = Ko(a,A) ®4 M. (4)

Si A est N-gradué alors le A-module \”(A") est N-gradué par :

{ng(ek) =g, pour 1 <k <, (5)

deg(es, A== Nei,) =vy +- 4, pour 1 <ip < -0 <y <7

Siaq,...,a, sont homogenes de degrés vy, ..., v, alors les différentielles sont ho-
mogenes de degré 0. On obtient ainsi une graduation du complexe de Koszul K, (a, M),
et pour tout p=1,...,r, on a un isomorphisme

KP(Q» A) — @ Al-viy — - = Vip]?
1<iy <o <ip<r

ou A[v] est le A-module gradué obtenu par décalage de la graduation de v € Z, c’est
a dire, (A[V]): = Apt+.

4.2. Complexe de Cech

Pour tout I = {d1,...,4p | 91 < --- < ip} C {1,...,r}, on désigne par M,, le
A-module Mail...aip localisé de M par le produit a;, - - - a;,.

Le complexe de Cech associé & la suite a = (a1,...,a,) et au module M est le
complexe noté (C*(a, M),d*) défini par

C’p(g, M) = H Mal

[I]=p+1
et pour tout 0 < p < r — 1, les différentielles d? : CP(a, M) — CP*'(a, M) sont
définies, pour tout m = (mr)|s|=p+1 et pour tout J C {1,...,7} de cardinal p + 2,
par :
i3 _ _ 1,—1MJ—{5}
(@(m))s = 3 (1)t )
JjeJ

ol l; est la position de j dans J = {j1,...,jpp2 | j1 < -+ < jpio } et “IFHEE est
I'image de m;_(;; par le morphisme canonique M,,_,, — (Makm)aj =M,,.

On note par H*(a, M) la cohomologie du complexe du Cech C*(a, M).
Soit maintenant o : m +—— (7,...,7) 'homomorphisme de A-modules de M a
valeurs dans [[;_, M,,. On vérifie aisément que d o a = 0 (voir (6)). On a donc un

autre complexe :

a . d° dt dr—2 ar—1
0—>M—>HMai—> HMGI—>---—>MGI...GT—>0, (7)
i=1 [1]=2
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appelé complexe de Cech augmenté, qu’on désignera par C* (a, M) ; d’ou les relations :

s 5 H(a, M
HO(C*(a. M) = Kera,  H'(C*(a.21)) = T
m
et,
H(C*(a, M)) = Hi=1(a, M) pour i > 2.
Soit J = (aq,...,a,) l'idéal de A engendré par ay,...,a,. On note
H*(C*(a, M)) = H3(M).
Considérons le schéma affine X = spec(A) et U = |J._; D(a;) la réunion des
ouverts affines D(a;) de X, définis respectivement par aq, ..., a,.

Le complexe de Cech C*(a, M) associé a la suite a = (ai,...,a,) et au mo-
dule M, n’est rien d’autre que le complexe de Cech habituel associé au recouvrement
U = (D(a;))1<i<r €t au faisceau M associé au A-module M (voir [7, Chapitre III]).
D’aprés le théoreme de Cartan-Leray on a H'(U,M) = H'(a, M), pour tout
t=0,...,7r

Proposition 4.1. Soit Y le sous schéma fermé du schéma affine X = spec(A) défini
par Vidéal J = (ay,...,a,) de A. On a alors un isomorphisme

H5(M) — Hy (X, M)
ou Hy (X, M) est la cohomologie & support dans Y .
Démonstration. De la suite exacte longue de cohomologie

0 —HY(X,M) — H*(X,M) — H°(U,M) — HL-(X,M) — - -
- ——H (X, M) — H(X,M) — H'(U,M) — HS(X,M) — - -

et du théoreme de Cartan-Serre (H'(X, M) =0 pour i > 1 [6]) on déduit qu’on a un
isomorphisme H*(U, M) ~ Hi' (X, M), pour i > 1. La suite

0 — HY(X,M) — H°(X,M) — H°(U,M) — Hy(X,M) — 0.

est exacte, U étant X — Y.

Il résulte du théoréme de Cartan-Leray et de la définition du complexe de Cech
augmenté que, pour i > 2, on a un isomorphisme H%(M) — HL (X, M). Pour
i=0,ona HY(X,M)=Ker(M — T'(U, M)) = Ker(a) = HY(M). On déduit de la
suite exacte précédente que pour i = 1 on a Hy (X, M) = HY (M), ce qui acheve la
démonstration. O
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Ezemple 4.2. Soient R = K[Xq,...,X,] Panneau des polynémes & coefficients dans
un corps commutatif K, U ouvert |J;_; D(X;) de spec(R) et soit J = (X1,...,Xy,)
lidéal de R engendré par Xi,...,X,. Puisque X;,...,X,, est une R-suite, alors
prof(J) > n, et par conséquent les groupes de cohomologie HY (R) sont nuls sauf
pour i # n. Et d’apres (7), on a HY} (R) est le n-ieme groupe de cohomologie du
complexe C*(X, R), d’ott :

Rx, . x 1 » 3
H"(R) = 1 n _ KIX-'....x-1. (8
i Im (i, Ry %i.x,— Rx,.x,t) Xi--Xp RS n ) (8)

De plus, si R est gradué au moyen des X; (deg X; = 1), alors les groupes de cohomo-
logie sont gradués, et on a H}(R), =0siv > —net H}(R)_, = K.

4.3. Suites spectrales associées au bicomplexe K**(f,C).

Soit f = (f1,..., fr) la suite de polynémes génériques plurihomogenes (1). Notons
par :
K°'=C
Kﬁl:Kl(faC): @ C[fdilf"'fdilh pourl:0,...,r (9)

o 1<ip << <r
le complexe de Koszul défini sur C' = A[X,..., X ] par la suite f .
Les polynomes f; sont homogenes par la N°*— graduation définie dans (2), ce qui
induit une N*®-graduation sur K*°.

Comme les différentielles d~! : K~ — K~'*! sont homogenes de degré (0, ... ,0)
€ N° on déduit que les groupes de cohomologie (H*(K*®))_,<;<o sont aussi N°-
gradués.

On définit maintenant le complexe de Cech augmenté sur anneau C' par la suite
de monoémes g = (04,...;, )iy-i. ((7) et (3)) que 'on note

C? =CP(a, ), (10)
pour p=1,...,q. On a donc un bicomplexe

K*® = K..(i7 C) = K* Rc é.

qu’on se propose d’étudier dans le paragraphe suivant.

4.3.1. PROPRIETES DU BICOMPLEXE K**(f,C)

Pour tous | = —r,...,0 et p=1,...,q, on pose K"? = K! @ CP. Considérant
p comme indice de ligne et [ comme indice de colonne, on obtient le diagramme
commutatif suivant
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0 0 0 0
d’ d’ d’ d’
0—— K—T,O N K—r+1,0 = s ey K—l,O KO’O 0
d// d// d// d//
d/ d/ ’ d/
0)0—— K—r,l — K—r—i—l,l N K_l’l KO,I 0
dl/ d// d// dl/ (11)
d// d// d// d//
_ d 1 d d’ 1 d 0
00— K ™l —— K ™1 ——» .. —— K14 KYa 0
0 0 0 0

ou d' (resp. d"’) désigne les différentielles des lignes (resp. des colonnes), obtenues par
tensorisation & partir de celles de K® et de C*. Les complexes lignes K*? = K*®cCP =
K*(f, (fp), pour 0 < p < g sont des complexes de Koszul N°-gradués associés a la suite
f et aux C-modules CP. Les complexes colonnes K* = K! ®¢ C* = C*(g, K*), pour
—r < 1 < 0sont des complexes de Cech augmentés associés & la suite o = (s iy
et aux C-modules K'.

Le bicomplexe K*® donne lieu & deux suites spectrales ayant méme aboutissement :

2

L = Fi(Ler) = g POV (0P €2
(voir [1; 3; 6, §11]), ot LP>* est le complexe

0 — HP(K*°) — HP(K*') — .. — HP(K*7) — 0.

{’Ei”’ = HP(Kb*) = EYr

Puisque K*" = K*® ®¢ C' est un C-module plat, alors le complexe LP*® n’est autre
que le complexe de Cech augmenté associé a la suite g et au C-module H?(K*®). On
en déduit

'EYP = HY (K = EltP, (12)
B = Hig(HY(K®) — B,
et, il résulte des définitions (9) et (10), que l'on a
'EYP =0 pour (I,p) ¢ {—r,...,0} x {0,...,q},
"ERP =0 pour (I,p) ¢ {0,...,q} x {—r,...,0}.
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4.3.2. SUPPORTS DES DEUX SUITES SPECTRALES 'E ET "'E

Le support d'une suite spectrale (ELP) (£ > oo = 1 ou 2) est I'ensemble des couples
entiers (I, p) tels que ELP # 0. Pour tout j = 1,..., s, on note U; = spec(C;) — V (9M;)
I'ouvert complémentaire du fermé V(9M;) dans spec(C;) et U = Uy xg --- xXg Us
Pouvert produit fibré sur S = spec(A4) des ouverts U;. Or, pour tout 1 < j <'s, on a
U; = (EZjH)*, donc

U= (EyT) xg - xg (BE% T = spec(C) — V(M).
On déduit la proposition suivante :
Proposition 4.3. On a ’Ei’p =0, pour tous L € {—r,....,0} et p # 1+3 ;. ,n;
pour toute partie J non vide de {1,...,s}.

Démonstration. Le C-module K* est libre, donc plat, par conséquent on a 'Ei’p =
HI(K') = K' ®¢ HE,(C). 1 suffit donc de montrer le résultat pour HE,(C). Pour
cela on distingue les cas suivants :
(i) 0<p<ng,ottng <ng <--- <.
Il est clair que (o; = X1, - - - Xs.i)1<i<n, +1 une C-suite, d’out profyy (C) > ny+1,
et d’apres [11], on a HJ,(C') = 0, pour 0 < p < n.
(ii) Lorsque p > nq, on sait d’apres (8), du fait que n; > 1 pour tout j, 1 < j <s

que
C; sip=0,
H"(U;,00,) = 4 Hyd 7 (C5) sip=n, (13)
0 sipé{0,n;}
ou
1

AX X ]

o gn+1

Hy ™ (c)) =
o, (C)) Xa X

est un A-module libre. Et comme U = Uy X5 - -+ Xg Uy, on a, d’apres la formule
de Kiinneth,

HY(U,0p)= @ QR H(U;,0v,),
pitetps=p j=1

et HY,(C) = HP~*(U,Oy), pour p > 2. On en déduit

HE.(C) = P &) B (U}, 0u,). (14)

p1t-tps=p—1 j=1
p;=0 ou n;

Comme p > ny, il résulte de la formule (13) que 'E'? = 0, pour tout
p# 1+ c;n; ol J est une partie non vide de {1,...,s}. O
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Corollaire 4.4. Pourl+p> N =1 —|—Z;:1 n; = max;jc{ 1,.”’5}(1 + EjeJ nj), avec
—r <1<0, on a'EY? = 0.

Comme f = (f1,..., fr) est une C,, -suite, elle est également une CP-suite pour

p # 0. Or K*? est le complexe de Koszul associé a la suite f et au module CP: il est
donc acyclique pour n > 1 d’apres [11], et on a :

Proposition 4.5. Pour p # 0, on a HP(K**%) =0, pour touti € {1,...,q}.

On déduit aussi qu’on a :

0 sip£0etl#£0
"EY? ={ HL, (B) sip=0 (15)
HP (K*) sip#0etl=0.

En vertu du résultat ci-dessus et des propriétés de cette suite spectrale ("F) as-
sociée & un bicomplexe limité supérieurement et inférieurement on a ’ ’Eé’p =/ ’Eé’p =
- = "ELP = E*P ot E*P est 'aboutissement. Par conséquent, on a les résultats
suivants :
Proposition 4.6. (i) E™ = H™(K*®) sim <0 et E™ = HJ}(B) sim > 0,
(i) E™ =0 sim > N.
(ili) HF(B) =0 sim > N.

4.4. Etudes des groupes de cohomologie H3,(B) et H*(K*)

On se propose dans cette partie de généraliser le théoreme de Hurwitz amélioré
par J. P. Jouanolou [10] dans le cas d’un seul paquet au cas de s paquets de variables.

Proposition 4.7. Supposons que le nombre r de polynémes plurihomogénes f1, ..., f,
soit inférieur ou égal au nombre de variables du premier paquet (r < nj +1). Alors :
(i) Le complexe de Koszul est acyclique sauf en degré 0 : H (K®) =0 si i # 0.
(i) Sir <ni+1 alors Hy(B) =0 pouri=0,...,n1 +1—r.
Démonstration. Des caractérisations des supports des deux suites spectrales 'E et "'E
(4.3 et (15)) on déduit que :

(i) Si r < n1 + 1, alors, pour tout couple (I,p) d’entiers relatifs tels que I +p <
nm+1—r, ona 'Ei’p = 0, par suite E? =0, pour i <n;+1—-7r,et donc,
Hiyy(B)=0pour0<i<mn;+1—ret H(K®)=0,pour 0<i<ng+1-—r.

(ii) Sir:n1+1alorsona’Ei’p:0pourl+p<0et E‘ =0 pour i < 0.

Ceci montre que H* (K*®) = 0 si i # 0. O
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Remarque 4.8. D’apres la définition 3.1 on a
T = Y (Hoy(B)).

Corollaire 4.9. Sir < ny + 1 alors l'idéal des formes d’inertie est donné par T =

(f1,---, [r), en particulier, l'idéal résultant A est nul.

Rappelons (3) que les monémes (o, ... ;,) sont plurihomogenes de degré (1,...,1)
ce qui induit une Z°-graduation sur les complexes colonnes K! ®c C* du diagram-
me (11), et puisque les différentielles d” sont plurihomogenes de degrés (0,...,0),
alors les groupes de cohomologie sont également Z°-gradués.

Pour tous [ =0,...,ret p=1,...,s, on pose :

6i(1)  =maxici<o<ij<r(diy g+ diyj) —ny — 1,
5](0) = —n; — 13

on a donc 6;(0) < §;(1) < --- < 4;(r) =d1; +---+dr; —n; —1. On note § =
(01,...,05), 01 0 = 0;(r) pour tout 1 < j < s.

Proposition 4.10. Pour tousl =0,....,retp=1+ny,...,N, ona:
(i) (Ey")0,.00=0sip<N=1+37_n;,
(ii) (’El_l’p)(l,1 ,,,,, vo) = 0 pour v; > 6;(1).

Démonstration. 11 résulte de la proposition 4.3 que, pour tout p # 1+ Zje Mg, ol
J est une partie non vide de {1,..., s}, la premiére suite spectrale vérifie ’El_l’p =0;
on se ramene donc au cas de p = 1+ ) ._;n;. Les formules B = HI (K™Y =

K~'®c H5,(C), (12) et (14) donnent

jeJ

(EYP)0....0) = (HR(C))o,....0) = P Q) (H(U;,00,)),,

p1t+-tps=p—1 j=1
pj=0 ou n;

Dans ces conditions, il existe j = 1,...,s tel que p; = n;. Or on a H" (U;,0y,) =0,
assertion pour [ = 0.

Supposons maintenant que [ # 0. Pour que la partie plurihomogene de degré
(0,...,0) de la premieére suite spectrale soit nulle ((’E;l’p)(ov_qo) = 0) il faut et il
suffit que 'on ait (H&(C)),iil,...,dil =0 pour tous 1 <4y < --- < i; <7 (cf. (9)).
La relation

S

(Ot = D (@00 o,

p1t-+ps=p—1 *j=1
p;=0 ou n;
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et le fait que p < N montrent qu'il existe j € {1,...,s} tel que p; = 0, donc
d’apres 13 (H°(U;,Oy,))-d —d;,; = 0, ce qui achéve la démonstration de la
premiere assertion.

Montrons maintenant la seconde assertion. Soient p =1+ 3 jeg My ou J est une
partie non vide de {1,...,s} et v = (v4,...,vs) € Z*°. Nous avons la formule qui met
en relief lescas [ =0et [ #0 :

i1,5 "

. (HE(C)), sil=0,
(Ey ")y = ®  (HRO)-d, —a, silFO.

1<ip <<y <r “

Lorsque [ = 0, la formule (14) entraine

(B, = P QUEU,0u)).,,

p1t-+ps=p—1 j=1
p;j=0 ou n;

et puisque p > ny + 1, il existe j = 1,...,s tel que p; = n;, donc d’apres (8) on a
(H" (Uj,0v;))y; = 0si vy > —n; —1, dou (‘EY?), = 0si v; > —n; — 1 pour tout
1<j<s.
Lorsque [ # 0, on observe que
-1, 0,
(/E1 P, = EB (lEl p)v—é”—m—éil'
1<ip << <r

Or ('E?’p)y,dil,...,dil =0sivy >dyj+--+dy;j—nj—1letyj=1,...,5 Par
conséquent ('Ey"F), =0, si v; > maxi<i, <.<iy<r(diy g + -+ diy y) —=ny — 1= 5;(0)

pour tout 1 < j < s, ce qui montre la proposition. O

Proposition 4.11. r étant le nombre de polynémes plurthomogénes f1,..., fr, on a :
(i) (H'(K*))0,...00 =0 sir <N eti#0,
(i) (Hip(B))(o,..00=0sir <N et0<i<N—r.

Démonstration. La proposition précédente donne (/Ei’p)(o,...,o) =0sip < N. Ainsi
pourtous! = —r,...,0etp=14+nq,...,N telsquel+p < N—r,on a (/Ei’p)(o,...,o) =0,

ce qui montre que aboutissement en degré (0, . .., 0) est nul, Eéo 0 =0sli <N-—r.
La proposition résulte des relations E™ = H™(K*®) si m < 0 et E™ = HJ(B) si
m > 0; ceci acheve la démonstration. O

Corollaire 4.12. Sous les hypothéses et notations ci dessus, on a :
(i) (Hiz(B)), =0 pour tout i,
(i) (HY(K*)), =0 pour tout i # 0,
pour tout v = (v1,...,vs) € N° tel que v; > §;.
Corollaire 4.13. Pour v = (v1,...,vs) € N° avec v; > 6;, on a T, = (f1,..., fr)v.
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4.4.1. ETUDES DE (Hgy(B))s ET (H*(K*))s

L’étude des parties plurihomogenes (Hgy(B))s et (H®*(K*®))s des groupes de co-
homologie nécessite la :

Proposition 4.14. On a

1—1lp _ A s (lap) = (Tv N)
(£, %{0 si (I,p) # (r,N).

Démonstration. On sait que, pour (I,p) ¢ {0,...,r}x{1+ny,...,N}, ’El_l’p =0.11
suffit de montrer la proposition pour (I,p) € {0,...,r } x{1+nq,...,N }. Rappelons
que o= (51,...,(55) € 7% ou 5j = Z;;:ldi,j —n; — 1.

Pour 0 <! < r,onad;(l) < d;, donc (’El_l’p)(;j = 0 en vertu de la proposition 4.10,
r étant le nombre de polynémes plurihomogenes f1,..., f..

Pour | = r, on sait que 'Ey P = HY (K™") = HY.(C)[—d;, — --- — d,], donc
(Ey"")s = (HH(C))(=ny—1,...,—n.—1) et la formule de Kiinneth donne

(/El—mv)g _ @ ®Hpj (Uj, OUJ)—nj—L

pit-tps=p—1 j=1
p;=0 ou ny

Si p < N, on peut supposer, d’apres la proposition 4.3, que p =1+ Z]EJ n; o J est
une partie non vide de {1,..., s}, et puisque dans I'expression de ('E] ");s ci-dessus
p; ne prend que deux valeurs 0 ou n; alors il existe j € {1,...,s} tel que p; = 0.
Comme H°(U;,Oy,)—n,—1 = 0 (13), on déduit que ("E; ")s = 0.
Lorsque p = N, on a (‘E;™N)s = &;_, H" (Uj,Ov;)—pn;—1- La formule (13)
implique que H" (U;,Oy,)—n, -1 = A, par conséquent (BN = A O
De la proposition précédente on déduit 'aboutissement de la premiere suite spec-
trale en degré ¢ :
B = A sii=N-r
0 sii#N-—r.
En comparant la formule ci dessus avec
gi - JHn(B))s stiz0
T (HI(E®)); sii<o,

on déduit le théoreme suivant, qui est un bilan des résultats précédents. Rappelons
que r est le nombre de polynémes génériques plurihomogenes f; et N = 14+ni+---+n;
ot 1 + n; est le nombre de variables dans le paquet j.

Théoréme 4.15. Dans les hypothéses et notations ci dessus on a :
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(i) Sir < N, alors
(a) Le compleze K§ (9) est acyclique sauf en degré 0 : (H'(K*®))s = 0 pour
i # 0.
(b) Lorsque i >0 eti# N —r, on a (Hi(B))s = 0.
(ii) Pourr =N on a :
(a) Le compleze K3 est acyclique sauf en degré 0 : (H'(K*®))s = 0 pour i # 0.
(b) Le A-module (H3;(B))s est libre de rang 1 et (Hiy(B))s = 0, pour i > 0.
(iii) Supposons que r > N.
(a) Lorsque i # 0, on a (H(K®))s = A pour i = N —r, et (H(K®))s =0
pouri# N —r.
(b) Pouri >0, on a (Hiy(B))s = 0.
Corollaire 4.16. On a :
(i) Sir # N, la partie plurihomogéne de degré 6 de l’idéal des formes d’inertie est
Ts=(f1,- s fr)s-

(ii) Sir < N alors le complexe K3 définit une résolution libre du A-module B;.

Dans le cas ou le nombre de polynémes f1,..., frest égala N = 14+n1+---+n, , le
A-module (HSy,(B))s est libre de rang 1, dont on donne ici un générateur sans donner
le lien avec le déterminant “Jacobien” des polynomes fi,..., f,, établi dans [2].

On définit par récurrence sur j = 1, ..., s, des polynémes uniques fﬁ) (oul<i<
n; + 1) par :

1 1
fi :Xl,lfi(J) +"‘+X17n1+1fi(7731+17 (16)
1
fi(7l) c A[Xl,l7 e 3X17n1+1][X27 e 7&3]7
pour tout ¢ = 1,...,r = N. Pour définir fi(z), pour 2<j<setl<I<m;+1,on

décompose fﬂ;ﬂ 41 sous la forme (16) par rapport au paquet X it

1 . .
fi(,jnj_)lJrl = Xj,lfi(,Jl) +oee Xj,anrlfi(,Jn)jJrl?
fz(j) € A[X177L1+17 cee 7Xj—1,nj,1+1][Xj,l, ceey Xj,nl—i-l][X]q_ly e 7X3]7

on obtient alors une décomposition

ni o
L 2
fi= ZXLlfi(,l) + X1 ny41 Zfi(,l) p..
1=1 —
j—1 - |
et H Xk,nk—&-l ijJ i(,Jl) —+ ...
k=1 =1

s—1 Ns s
ot H Xy +1 Z xs,lfi(j) + H Xk,nkJrlfi(;?s-;-l
k=1 =1 k=1
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du polynoéme f; pour ¢ =1,...,7. Considérons le déterminant d’ordre N
1 1 j j s s
W fmen o B A B
: ) L g :S S:
D=y OO £ ORI /- NUORI S POPR /S
3 : : :‘ :
Vo e N D I R

SionposeNj:ZlS:anl pour 1 <j<s—1et Ng=0alorson a:

Théoreme 4.17. (i) Le déterminant D est une forme d’inertie plurthomogéne de
degré 6; — N; par rapport au paquet X ;, c’est a dire D € T(5, N, .. 5.—N.)-

(ii) La classe A de X{th_H . ~-X1Affl;1+1D modulo (f1,...,fn) est un générateur
de (Hy(B))s.
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