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Abstract

We study some properties of the k−symplectic Hamiltonian
systems in analogy with the well-known classical Hamiltonian sys-
tems. The integrability of k−symplectic Hamiltonian systems and
the relationships with the Nambu’s statistical mechanics are given.

1 Introduction

L’étude locale des systèmes de Pfaff et la modélisation par Nambu de la
mécanique statistique nous ont conduit à introduire la notion de struc-
ture k−symplectique ([2], [8]).

Le groupe de Heisenberg au sens de Goze-Haraguchi ([4] et [12])
met en relief les liens étroits entre la géométrie k−symplectique et celle
définie par un k−système de contact par analogie avec les liens clas-
siques qui existent entre les structures symplectiques et les structures de
contact.

Notons que la quantification géométrique de Kostant-Souriau est in-
troduite dans le cadre de ces structures [17].

Le cas particulier k = 1 correspond à une structure symplectique
classique dotée d’un feuilletage lagrangien; cette dernière structure est
usuellement appelée polarisation réelle au sens de Molino, Clark et Goel.
L’extension aux k−systèmes est fortement motivée par ses liens avec la
mécanique statistique de NAMBU.

Après avoir étudié quelques propriétés des systèmes hamiltoniens
d’une structure k−symplectique, ce qui complète des résultats exposés
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dans des articles antérieurs [3] et [6], nous verrons que l’existence d’inté-
grales premières d’un système hamiltonien facilite la recherche des cour-
bes intégrales de ce système. Ici on étudie un cas parti-culier impor-
tant où l’existence d’intégrales premières basiques pour le feuilletage,
en nombre suffisant permet la détermination des courbes intégrales par
quadratures et éliminations.

Dans la dernière partie de ce travail, nous mettons en évidence les
liens entre la géométrie k−symplectique et la mécanique statistique de
Nambu; en effet, le théorème de Liouville sur la conservation des vol-
umes est le point central de la mécanique classique et ce théorème joue
un rôle important dans la mécanique statistique. Le formalisme “hamil-
tonien” classique n’est pas le seul qui décrit cette mécanique statistique.
Tout système d’équations qui conduit au théorème de Liouville convient
également. Nambu propose une généralisation possible de la dynamique
hamiltonienne pour un espace de phase de dimension 3. Nous allons voir,
après avoir rappelé le système d’équations de mouvement de Nambu, que
les applications hamiltoniennes de la structure k−symplectique sur Rk+1

engendrent les solutions de ce système.
Sauf mention du contraire, les variétés différentiables considérées ici

sont supposées connexes, séparées, paracompactes à bases dénombrables
d’ouverts, et tous les éléments introduits dans ce travail sont supposés
de classe C∞.

2 Systèmes hamiltoniens

Soit M une variété différentiable de dimension p + q munie d’un feuil-
letage F de codimension q et soit E le sous fibré intégrable
p−dimensionnel de TM correspondant à E. Le sous-fibré de TM défini
par les vecteurs tangents aux feuilles de F sera désigné par E, l’ensemble
des sections du M−fibré TM −→ M (resp.E −→ M) sera désigné par
X(M) (resp. Γ(E)) et l’ensemble des r−formes différentielles sur M
sera désigné par Ar(M) .

Une fonctions réelle f de classe C∞ sur M est dite basique pour F

si, pour tout Y ∈ Γ(E), la dérivée Y (f) de f suivant Y est identique-
ment nulle. L’ensemble des fonctions basiques pour F sera désigné par
A0

b(M,F). Il est clair que A0
b(M,F) est un sous anneau de A0(M) des

fonctions réelles différentiables.
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Rappelons ([15]) qu’une fonction différentiable f ∈ A0(M) est basique
si et seulement si f est constante sur chaque feuille de F.

Un champ de vecteurs X ∈ X (M) est dit feuilleté (ou est appelé un
automorphisme infinitésimal pour F) si pour tout Y ∈ Γ(E) le crochet
de Lie [X, Y ] appartient à Γ(E).

Rappelons ([15]) que pour qu’un champ de vecteurs X ∈ X(M) soit
feuilleté, il est nécessaire et suffisant que si (ϕt)|t|<ε est un groupe local
à un paramètre associé à X sur un voisinage d’un point arbitraire de M ,
le difféomorphisme local ϕt laisse invariant le sous fibré E, quel que soit
t.

On désigne par L(M,F) l’algèbre de Lie des champs de vecteurs feuilletés
pour F.

Notons que si f ∈ A0
b(M,F) et X ∈ L(M,F), la fonction X(f) est basique

(X(f) ∈ A0
b(M,F)) et le champ de vecteurs fX est un automorphisme

infinitésimal pour F (fX ∈ L(M,F)).
Considérons maintenant une variété différentiable M de dimension

n(k+1) munie d’un feuilletage F de codimension n et soient θ1, . . . , θk

des formes différentielles sur M, supposées fermées de degré 2. Pour
tout x de M , on désignera par Cx(θ1), . . . , Cx(θk) les espaces car-
actéristiques des 2−formes θ1, . . . , θk au point x [11].

On suppose que
(
θ1, . . . , θk;E

)
définit une structure k−symplectique

sur M , c’est à dire, pour tout x ∈ M , les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. Cx(θ1) ∩ · · · ∩ Cx(θk) = {0},

2. θp(X, Y ) = 0 pour tous X, Y ∈ Γ(E) et p(p = 1, . . . , k) .

Rappelons ([3], [8]) que si (θ1, . . . , θk;E) est une struc-
ture k−symplectique sur M , alors pour tout point p de M, il ex-
iste un voisinage ouvert U de M contenant p de coordonnées locales
(xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n, dites adaptées, tel que les formes différentielles θp

soient représentées dans U par :

θp
|U =

n∑
i=1

dxpi ∧ dxi

et le sous-fibré E soit défini par les équations dx1 = . . . = dxn = 0.
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Ceci est équivalent à dire, qu’il existe un atlas A de M , appelé
atlas de Darboux, dont les changements de cartes appartiennent au
pseudogroupe des difféomorphismes locaux de Rn(k+1) laissant la struc-
ture k−symplectique canonique de Rn(k+1) invariante. Rappelons que
la structure k−symplectique canonique (θ1, . . . , θk;E) de Rn(k+1) est

définie par les 2−formes θp =
n∑

i=1
dxpi ∧ dxi et par le sous-fibré E

de TRn(k+1) défini par les équations dx1 = . . . = dxn = 0, ici
(xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n est le système de coordonnées cartésiennes de Rn(k+1).

Il résulte des expressions canoniques de Darboux ci-dessus que les
formes différentielles θp sont de classe 2n ; ceci entrâıne que la distribu-
tion x 7−→ Cx(θp) définit un sous-fibré intégrable de TM .

Pour tout p (p = 1, . . . , k), on pose

Ep =
⋂
q 6=p

C(θq).

Soient TM/E le fibré quotient et ν la projection canonique TM −→
TM/E = νE . Soit ν∗E le dual de νE . On désigne par F le feuilletage
défini par le sous fibré E.

En termes de coordonnées locales adaptées (xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n , on
a :

1. νE est engendré par les dérivations ∂
∂x1 , . . . , ∂

∂xn ,

2. ν∗E est engendré par les formes différentielles dx1, . . . , dxn,

3. Ep est engendré par les dérivations ∂
∂xp1 , . . . , ∂

∂xpn .

Rappelons ([6]) que l’on a :

1. pour chaque p(p = 1, . . . , k), le sous fibré Ep est intégrable,

2. E = E1 ⊕ . . .⊕ Ek (somme directe),

3. pour tout p(p = 1, . . . , k), l’application X 7−→ i(X)θp définit un
isomorphisme ip de fibrés vectoriels au dessus de M de Ep sur
ν∗E.
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Les feuilletages Fp de M définis par les sous-fibrés Ep sont appelés
feuilletages caractéristiques de la structure k−symplectique.

En termes de coordonnées locales adaptées (xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n, les
applications ip expriment la dualité :

∂

∂xps
7−→ dxs

entre la géométrie le long des feuilles de Fp et la géométrie transverse.

Proposition 2.1. Pour toute fonction basique f sur (M,F), on peut
associer k champs de vecteurs X1

f , . . . , Xk
f satisfaisant à :

1. Xp
f est tangent aux feuilles des feuilletages caractéristiques Fp pour

tout p,

2.
[
Xp

f , Xq
f

]
= 0.

Démonstration. En utilisant la dualité ip : X 7−→ i(X)θp de Ep sur
l’espace transverse ν∗E, on peut associer pour chaque fonction différentia-
ble basique k champs de vecteurs X1

f , . . . , Xk
f tels que

i(Xp
f )θp = −df

pour tout p. Par rapport au système de coordonnées locales
(xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n, le champ de vecteurs Xp

f s’écrit :

Xp
f = −

n∑
i=1

∂f

∂xi

∂

∂xpi
.

Il est clair que Xp
f ∈ Ep, et le premier point est démontré.

Soient maintenant p, q = 1, . . . , k. Pour tout r = 1, . . . , k, on a :

LXp
f

(
i(Xq

f )θr
)

= δrq
(
LXp

f
df
)

= d
(
Xp

f (f)
)

= 0

et
i
([

Xp
f , Xq

f

])
θr = LXp

f

(
i(Xq

f )θr
)
− i(Xq

f )LXp
f
θr

= −i(Xq
f )LXp

f
θr

= −i(Xq
f )
(
−i(Xp

f )dθr + d
(
i(Xp

f )θr
))

= 0.
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Par conséquent, on a :

[
Xp

f , Xq
f

]
∈

k⋂
r=1

C (θr) = {0} ,

ce qui complète la démonstration de la proposition.
Soit j l’application de X(M) dans A1(M) × . . . × A1(M) donnée

par j(X) = (i(X)θ1, . . . , i(X)θk) pour tout X ∈ X(M) .
Un champ de vecteurs X ∈ X (M) est appelé système hamiltonien

si X est un automorphisme infinitésimal pour F et pour les 2−formes
θp à la fois; autrement dit X satisfait les conditions suivantes :

1. X est un automorphisme infinitésimal pour F

2. les formes de Pfaff i(X)θ1, . . . , i(X)θk sont fermées.

Le champ de vecteurs X sera appelé automorphisme infinitésimal
pour la structure k−symplectique (θ1, . . . , θk;E).

Soit X un système hamiltonien. Il résulte du lemme de Poincaré,
que pour tout x ∈ M , il existe un voisinage ouvert U de M contenant
x et une application différentiable H de U dans Rk vérifiant sur U
la relation j(X) = −dH .

Inversement, si H est une application différentiable de M dans Rk

telle que dH ∈ j(L(M,F)) , alors il existe un unique champ de vecteurs
sur M , noté XH , et appelé système hamiltonien associé à H, tel que
j(XH) = − dH.

Les applications différentiables H de M dans Rk telles que dH ∈
j(L(M,F)) sont appelées applications hamiltoniennes de la structure
k−symplectique (θ1, . . . , θk;E) .

Rappelons ([3] et [8]) que si H = (Hp)1≤p≤k est une application
hamiltonienne et XH le système hamiltonien associé. Dans un ou-
vert U de M muni d’un système de coordonnées locales adaptées
(xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n , les composantes Hp de H et XH s’écrivent re-
spectivement :

Hp =
n∑

j=1

fj(x1, . . . , xn)xpj + gp(x1, . . . , xn)
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et

XH = −
n∑

s=1

k∑
p=1

 n∑
j=1

∂fj

∂xs
(x1, . . . , xn)xps +

∂gp

∂xs
(x1, . . . , xn)

 ∂

∂xps

+
n∑

s=1

fs(x1, . . . , xn)
∂

∂xs

où fj et gp sont des fonctions différentiables dans U basiques pour FU .
Soient H , K deux applications hamiltoniennes et XH , XK les

systèmes hamiltoniens associés. Le crochet [XH , YK ] est un système
hamiltonien, et plus précisément, l’application notée {H,K}, de M
dans Rk, donnée par

{H,K} = − (θ1(XH , XK), . . . , θk(XH , XK))

satisfait à [XH , XK ] = X{H,K}.

Dans un système de coordonnées locales adaptées (xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n

les composantes {H,K}p de {H,K} s’écrivent :

{H,K}p =
n∑

s=1

(
∂Hp

∂xs

∂Kp

∂xps
− ∂Hp

∂xps

∂Kp

∂xs

)
.

Soit H(M) l’ensemble des applications hamiltoniennes de la struc-
ture k−symplectique (θ1, . . . , θk;E). La correspondance (H,K) 7−→
{H,K} de H(M)×H(M) dans H(M) est une application R−bilinéaire
antisymétrique satisfaisant l’identité de Jacobi et on voit bien que
(H(M), {, }) est une algèbre de Lie réelle de dimension infinie.

3 Intégrabilité des systèmes hamiltoniens

Soient M une variété différentiable de dimension n(k + 1), munie d’une
structure k−symplectique (θ1, . . . , θk;E).

Un champ de vecteurs X sur M est dit basiquement intégrable
par rapport à la structure k−symplectique, s’il possède n intégrales
premières basiques pour le feuilletage F, définies sur toute la variété
M et indépendantes en tout point de M .
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Par exemple, considérons l’espace Rn(k+1) muni de la structure
k−symplectique canonique

(
θ1, . . . , θk, E

)
. Le système hamiltonien as-

socié à l’application hamiltonienne

H = −
(
xjδ1p, . . . , xjδqp, . . . , xjδkp

)
est donné par :

XH =
∂

∂xpj
,

avec p = 1, . . . , k et j = 1, . . . , n. Pour tout i = 1, . . . , n, les fonctions
fi = xi (i = 1, . . . , n) sont des intégrales premières basiques de XH

pour le feuilletage F indépendantes en tout point de Rn(k+1) donc ce
champ de vecteurs est basiquement intégrable.

Proposition 3.1. Soient f1, . . . , fn des fonctions basiques pour le feuil-
letage F, indépendantes en chaque point de M. Alors, pour tout xo ∈
M, il existe un voisinage ouvert U de xo, nk fonctions différentiables(
fpi
)
1≤p≤k,1≤i≤n

sur U telles que
(
fpi, f i

)
1≤p≤k,1≤i≤n

soit un système
de coordonnées locales adapté à la structure k−symplectique, c’est à dire
: 

θp
|U =

n∑
i=1

dfpi ∧ df i

E|U =
n⋂

i=1
ker df i.

Démonstration. Il résulte du théorème de Darboux ([2], [3] ou [8])
que pour tout point x0 ∈ M, il existe un voisinage ouvert V de
M contenant x0 de coordonnées locales (xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n, dites
adaptées, tel que les formes différentielles θp soient représentées dans

V par θp
|V =

n∑
i=1

dxpi ∧ dxi et que le sous-fibré E soit défini par les

équations dx1 = . . . = dxn = 0. Puisque f1, . . . , fn sont des fonctions
basiques pour le feuilletage F, indépendantes en chaque point de M, alors
(xpi, f i)1≤p≤k,1≤i≤n est un système de coordonnées locales adaptées au
feuilletage, c’est-à-dire que les dérivations(

∂

∂xpi

)
1≤p≤k,1≤i≤n
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engendrent l’espace tangent aux feuilles de F, et E est défini par les
équations

df1 = . . . = dfn = 0,

car

df i

(
∂

∂xpj

)
=

∂f i

∂xpj
= 0.

En remplaçant x1, . . . , xn par f1, . . . , fn dans la démonstration
du théorème de Darboux, on voit qu’il existe un voisinage ouvert U
de xo, nk fonctions différentiables

(
fpi
)
1≤p≤k,1≤i≤n

sur U telles que(
fpi, f i

)
1≤p≤k,1≤i≤n

soit un système de coordonnées locales adaptées

à la structure k−symplectique, c’est à dire, θp
|U =

n∑
i=1

dfpi ∧ df i et

E|U =
n⋂

i=1
ker df i, ce qui montre la proposition.

Soient X un système hamiltonien basiquement intégrable et f1, . . . , fn

des intégrales premières de X, basiques pour le feuilletage F indépendantes
en tout point de M. La relation Xx (fp) = dfp

x (Xx) = 0, pour tout
x ∈ M et pour tout p = 1, . . . , k, montre que Xx ∈ ker df1

x ∩ . . .∩ker dfn
x ,

et X est une section du sous fibré E, d’où :

Corollaire 1. Soient X un système hamiltonien basiquement intégrable,
alors X est tangent aux feuilles.

Corollaire 2. Soit H = (Hp)1≤p≤k une application hamiltonienne
et XH le système hamiltonien associé supposé basiquement intégrable.
Dans un ouvert U de M muni d’un système de coordonnées locales
adaptées (xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n , les composantes Hp de H et XH

s’écrivent :
Hp = gp(x1, . . . , xn)

XH =

−
n∑

s=1

k∑
p=1

∂gp

∂xs
(x1, . . . , xn)

∂

∂xps
= −

n∑
s=1

k∑
p=1

∂Hp

∂xs
(x1, . . . , xn)

∂

∂xps

où les gp sont des fonctions différentiables dans U, basiques pour le
feuilletage.
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azzouz awane et al. systèmes hamiltoniens k-symplectiques. . .

Proposition 3.2. Soit H = (Hp)1≤p≤k une application hamiltonienne
sur M et XH le système hamiltonien associé. On suppose que XH est
basiquement intégrable. Alors XH est une combinaison linéaire sur M
des champs de vecteurs Xp

f i (1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ i ≤ n), dont les coefficients
sont constants sur chaque trajectoire de XH .

Démonstration. Il résulte du corollaire précédent que tout point de
M possède un ouvert sur lequel les fonctions Hp (p = 1, . . . , k) s’écrivent
sous la forme :

Hp = H̃p ◦
(
f1, . . . , fn

)
,

où H̃p est une fonction différentiable sur un ouvert de Rn. Comme

i

∑
i,p

∂H̃p

∂f i

(
f1, . . . , fn

)
.Xp

f i

 θq =
∑
i,p

∂H̃p

∂f i

(
f1, . . . , fn

)
.i
(
Xp

f i

)
θq

= −
n∑

s=1

∂H̃q

∂f s

(
f1, . . . , fn

)
dfs,

on a

i

∑
i,p

∂H̃p

∂f i

(
f1, . . . , fn

)
.Xp

f i

 θq = −dH̃q
(
f1, . . . , fn

)
,

d’où

XH =
n∑

i=1

k∑
p=1

∂H̃p

∂f s

(
f1, . . . , fn

)
.Xp

f i

où, pour tout i (i = 1, . . . , n) , les k champs de vecteurs X1
f i , . . . , X

k
f i sont

reliés à la fonction basique f i par la relation

i
(
X1

f i

)
θ1 = . . . = i

(
Xk

f i

)
θk = −df i.

On déduit que XH est une combinaison linéaire des champs de vecteurs
Xp

f i avec 1 ≤ p ≤ k et 1 ≤ i ≤ n, dont les coefficients ∂H̃p

∂f i

(
f1, . . . , fn

)
sont constants sur chaque arc de trajectoire de XH contenu dans U,
puisque f1, . . . , fn sont des intégrales premières de XH . Comme les tra-
jectoires de XH sont connexes, le champ de vecteurs XH est une com-
binaison linéaire sur M des Xp

fs , dont les coefficients sont constants sur
chaque trajectoire du système hamiltonien XH .
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Les champs de vecteurs Xp
fs (1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ s ≤ n) engendrent

un champ de directions différentiable qui est complètement intégrable
puisque

[
Xp

f i , X
q
fj

]
= 0 pour tous p, q = 1, . . . , k et i, j = 1, . . . , n.

Chaque trajectoire de XH (ou de l’un des champs de vecteurs Xp
fs) est

entièrement contenue dans une de ces feuilles puisque XH et les Xp
fs

sont tangents à chaque feuille. On déduit :

Corollaire 3. Les champs de vecteurs
(
Xp

fs

)
1≤p≤k,1≤s≤n

engendrent le

sous-fibré E subordonné à la structure k−symplectique.

Notons que chaque feuille de ce feuilletage est une sous-variété la-
grangienne fermée de M, dont les équations sont df i = 0 (i = 1, . . . , n)
et que le champ de vecteurs XH est tangent aux feuilles. Ainsi Hp

∈ A0
b (M,F) pour tout p = 1, . . . , k.

Proposition 3.3. Le nombre maximum de fonctions basiques
indépendantes sur M est n = codimF.

Démonstration. On sait que pour toute fonction basique f pour le
feuilletage F, les champs de vecteurs Xp

f correspondants sont tangents
aux feuilles. Si f1, . . . , f l sont l fonctions basiques indépendantes sur M
alors, pour tout x ∈ M, le sous espace engendré par les vecteurs Xp

fs (x)
est contenu dans Ex. Par suite lk ≤ nk, d’où l ≤ n .

Proposition 3.4. On suppose que XH est basiquement intégrable. Alors
pour tout point a de M, la courbe intégrale de XH passant par ce point
peut être localement déterminée, au voisinage de a par quadratures.

Démonstration. Soit a ∈ M. Il existe un voisinage ouvert U de a
dans M, des fonctions

(
fpi
)
1≤p≤k,1≤i≤n

différentiables sur U telles que(
fpi, f i

)
1≤p≤k,1≤i≤n

définit un système de coordonnées locales adapté la

structure k−symplectique
(
θ1, . . . , θk;E

)
, c’est à dire :

θp
|U =

n∑
i=1

dfpi ∧ df i et E|U =
n⋂

i=1

ker df i.

L’équation différentielle définie par XH s’écrit :{
df i

dt = ∂Hp

∂fpi

dfpi

dt = −∂Hp

∂f i
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avec (p = 1, . . . , k et i = 1, . . . , n). Comme

Hp =
n∑

j=1

Fj

(
f1, . . . , fn

)
fpj + Gp

(
f1, . . . , fn

)
on déduit

df i

dt
=

∂Hp

∂fpi
= Fi

(
f1, . . . , fn

)
.

Or les fonctions f i sont des intégrales premières de XH donc

df i

dt
=

∂Hp

∂fpi
= XH

(
f i
)

= 0,

d’où pour tout i = 1, . . . , n, on a Fi

(
f1, . . . , fn

)
= 0, par conséquent on

a Hp = Gp
(
f1, . . . , fn

)
pour tout p = 1, . . . , k. Ainsi

dfpi

dt
= −∂Hp

∂f i
= −∂Gp

∂f i

(
f1, . . . , fn

)
.

Par suite la courbe intégrale de XH passant par a, pour la valeur
0 du paramètre t, s’exprime au moyen des coordonnés locales(
fpi, f i

)
1≤p≤k,1≤i≤n

par:{
f i (t) = f i (a)
fpi (t) = fpi (a)− t∂Gp

∂f i

(
f1 (a) , . . . , fn (a)

)
.

La détermination de cette courbe intégrale ne fait intervenir que des
quadratures, des éliminations et des dérivations partielles.

Rappelons que tout sous-groupe discret G de Rm est nécessairement
de la forme

G =

{
s∑

i=1

niei , (n1, . . . , ns) ∈ Zs

}
,

où e1, . . . , es sont des vecteurs de Rm, linéairement indépendants dans
Rm.

En complétant e1, . . . , es en une base (e1, . . . , es, . . . , em) , on voit
que l’espace quotient Rm/G s’identifie au produit Ts × Rm−s où Ts est
le tore de dimension s.
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On conviendra de paramétrer le tore Ts en l’identifiant au quotient
Rs/2πZs.

Soit p : Rs −→ Ts la projection canonique. Chaque élément(
γ1, . . . , γs

)
de Rs définit un élément p

(
γ1, . . . , γs

)
du tore Ts, on dira

que
(
γ1, . . . , γs

)
est un système de coordonnées angulaires de l’élément

p
(
γ1, . . . , γs

)
.

Les fonctions coordonnées usuelles de Rs sont appelées variables an-
gulaires sur le tore Ts.

Soit f =
(
f1, . . . fn

)
: M −→ Rn une application différentiable

avec f1, . . . fn des fonctions basiques pour le feuilletage F et soient
a = (a1, . . . , an) ∈ Rn une valeur régulière de f et N la composante
connexe de f−1 (a) .

Une sous variété N de M est dite totalement isotrope (resp. la-
grangienne) si, pour tout x ∈ N, l’espace tangent TxN est sous espace
totalement isotrope (resp. lagrangien) de TxM [7].

Proposition 3.5. N est une sous-variété lagrangienne fermée de M
et les restrictions à cette sous variété des nk champs de vecteurs Xp

f i

(1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ i ≤ n) qui sont linéairement indépendants en chaque
point de M sont tangents à N et l’on a

[
Xp

f i , X
q
fj

]
= 0 pour tous i, j =

1, . . . , n et p, q = 1, . . . , k.

Démonstration. Puisque a est une valeur régulière de f : M → Rn,
alors f−1 (a) est une sous-variété fermée de M de dimension nk. Il en est
de même pour chacune de ses composantes connexes. Comme f−1 (a)
est localement connexe alors N est ouverte dans f−1 (a) . On déduit que
dim N =

(
dim f−1 (a)

)
= nk et l’on a TxN ' Txf−1 (a) ' ker df1 (x) ∩

. . . ∩ ker dfn (x) pour tout x ∈ N.

La sous variété N est totalement isotrope. En effet, pour tout
x ∈ N, on a Xp

f i (x) ∈ TxN, pour tout p = 1, . . . , k et pour tout i =
1, . . . , n. Comme les champs de vecteurs Xp

f i (x) (1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ i ≤ n)
sont linéairement indépendants en tout point de M forment une base de
TxN car nk = dim TxN. Les relations θp

(
Xq

f i (x) , Xr
fj (x)

)
= 0, pour

tous p, q, r = 1, . . . , k, et i, j = 1, . . . , n, nous permettent de conclure
que TxN est totalement isotrope pour tout x ∈ N . Par conséquent N
est totalement isotrope, et puisque dim N = nk, alors N est une sous
variété lagrangienne de M .
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Par rapport à un système de coordonnées locales (xpi, xi)1≤p≤k,1≤i≤n

adaptées à la structure k−symplectique, les champs de vecteurs Xp
fj

s’écrivent :

Xp
fj = −

n∑
i=1

∂f j

∂xi

∂

∂xpi
.

En utilisant le lemme de Schwarz, on voit que
[
Xp

f i , X
q
fj

]
= 0, ce qui

montre la proposition.
Supposons que les restrictions Xp

f i|N , des champs de vecteurs Xp
f i

à N, sont complètes et désignons par φpi le flot du champ de vecteurs
Xp

fj |N . Considérons l’application différentiable Φ : Rnk×N −→ N définie
par :

Φt (x) = Φ (t, x) =
k∏

p=1

n∏
i=1

φpi
tpi

(x)

pour tout t = (tpi)1≤p≤k,1≤i≤n ∈ Rnk et pour tout x ∈ N.

Proposition 3.6. L’application Φ définit une action transitive et lo-
calement libre.

Démonstration. La relation
[
Xp

f i , X
q
fj

]
= 0 montre que les flots des

champs de vecteurs Xp
f i|N commutent, par conséquent Φ0 = IdN et

Φt ◦ Φt
′ = Φt+t

′ , pour tout t ∈ Rnk, pour tout t′ ∈ Rnk et Φ définit
une action différentiable du groupe abélien Rnk sur N. Pour tout x ∈
N, l’application gx : t 7−→ Φt (x) est de rang nk. Ainsi l’action Φ est
localement libre, c’est à dire le sous groupe d’isotropie

Gx =
{

t ∈ Rnk,Φ (t, x) = x
}

,

de chaque point x de N est un sous-groupe discret de Rnk. L’orbite O (x)
de chaque point x ∈ N, est à la fois ouvert et fermé de N. Comme N
est connexe on déduit que O (x) = N pour tout x ∈ N ; ainsi, l’action Φ
est transitive.

Puisque l’action Φ est transitive, alors N est difféomorphe à Rnk/Gx,
donc à Ts × Rnk−s, où s est le nombre de générateurs indépendants de
Gx.

Dans les hypothèses et notations ci-dessus, on suppose que les fonc-
tions f1, . . . , fn sont indépendantes en tout point de M.
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Proposition 3.7. Soient a ∈ M et N la composante connexe de
f−1 (f (a)) contenant le point a. Si N est compacte, alors N est une
sous-variété lagrangienne fermée de M qui est invariante par le flot du
champ de vecteurs XH .

De plus, il existe un difféomorphisme du tore Tnk sur N définissant
un système de variables angulaires

(
Ψ1, . . . ,Ψnk

)
au moyen duquel le

flot φ de XH|N s’exprime par

φt

(
Ψ1, . . . ,Ψnk

)
=
(
Ψ1 + ω1t, . . . ,Ψnk + ωnkt

)
ω1, . . . ωnk étant des constantes. On dira que ce flot est quasi-périodique.

Démonstration. Comme f (a) est une valeur régulière de f , on déduit
de ce qui précède, que N est une sous-variété lagrangienne fermée de
M et que les champs de vecteurs

(
Xp

f i

)
1≤p≤k,1≤i≤n

sont tangents à

cette sous-variété. N étant compacte, les champs de vecteurs Xp
f i|N

sont complets. Comme N est difféomorphe à Ts×Rnk−s, on déduit que
s = nk. Il en résulte que le sous-groupe d’isotropie Ga de a, pour l’action
Φ, est engendré par nk éléments e′1, . . . , e

′
nk de Rnk formant une base de

cet espace.
Considérons l’application

Ψ : Rnk → N,

définie par :

Ψ
(
Ψ1, . . . ,Ψnk

)
= Φ

(
1
2π

nk∑
s=1

Ψse′s , a

)
,

pour tout
(
Ψ1, . . . ,Ψnk

)
∈ Rnk . D’après la définition même de Φ, le flot

φpi de Xp
f i|N en tout point y ∈ N, est donné par :

φpi
t (y) = Φ (tepi, y)

où (epi)1≤p≤k,1≤i≤n est la base canonique de Rnk. L’expression de ce flot
au moyen des variables Ψ1, . . . ,Ψnk est donné par :

φpi
t

(
Ψ1, . . . ,Ψnk

)
=
(
Ψ1 + tω1

pi, . . . ,Ψ
1 + tωnk

pi

)

161 REVISTA MATEMÁTICA COMPLUTENSE
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où
ω1

p,i

2π , . . . ,
ωnk

p,i

2π sont les composantes de epi dans la base e′1, . . . , e
′
nk

de Rnk.
On sait que tout point de M possède un voisinage ouvert sur lequel

on a :
Hp = H̃p ◦

(
f1, . . . , fn

)
,

où H̃p est une fonction numérique différentiable définie sur un ouvert de
Rn.

Le champ de vecteurs XH a pour expression locale :

XH =
k∑

p=1

n∑
i=1

∂H̃p

∂f i

(
f1, . . . , fn

)
.Xp

f i .

On pose Api = ∂H̃p

∂f i

(
f1, . . . , fn

)
. On a donc :

XH =
k∑

p=1

n∑
i=1

Api.Xp
f i .

En utilisant la connexité de N on voit que les coefficients Api sont con-
stants sur N.

Le flot de XH s’exprime donc, au moyen des variables angulaires
Ψ1, . . . ,Ψnk, selon

φt

(
Ψ1, . . . ,Ψnk

)
=
(
Ψ1 + ω1t, . . . ,Ψnk + ωnkt

)
,

avec ωs =
k∑

p=1

n∑
i=1

Apiωs
pi, pour tout s = 1, . . . , nk.

4 Liens avec la mécanique statistique de Nambu

4.1 Cas de M = R3

Le théorème de Liouville sur la conservation des volumes est le point
central de la mécanique classique. Ce théorème joue un rôle important
dans la mécanique statistique. Le formalisme “hamiltonien” classique
n’est pas le seul décrivant cette mécanique statistique. Tout système
d’équations qui conduit au théorème de Liouville convient également.
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Nambu propose une généralisation possible de la dynamique hamiltoni-
enne pour un espace de phase de dimension 3. Nous allons voir, après
avoir rappelé le système d’équations de Nambu, que les applications
hamilto-niennes de la structure 2−symplectique sur R3 engendrent les
solutions de ce système.

Les équations régissant le mouvement de la mécanique statistique de
Nambu sont données par le système suivant :

dx
dt = D(H,G)

D(y,z) , dy
dt = D(H,G)

D(z,x) , dz
dt = D(H,G)

D(x,y)

où H et G sont deux fonctions réelles définies sur l’espace de phase
M décrit par le système de coordonnées (x, y, z) et où D(H,G)

D(y,z) est le
Jacobien

D(H,G)
D(y, z)

=
∂H

∂y

∂G

∂z
− ∂H

∂z

∂G

∂y
.

Les équations ci-dessus sont appelées équations de mouvement de Nambu
et le champ de vecteurs dont les trajectoires sont définies par les équations
de mouvement de Nambu sera désigné par Xn

(H,G) , et appelé système
dynamique de Nambu.

Munissons l’espace M de la structure 2-symplectique canonique
(θ1, θ2;E) définie par 

θ1 = dx ∧ dz,
θ2 = dy ∧ dz,
E = ker dz.

Les applications hamiltoniennes de la structure 2−symplectique sont
les applications du type

H : M −→ R2

dont les composantes sont données par

H1 = f(z)x + g1(z), H2 = f(z)y + g2(z),

où f , g1 et g2 sont des fonctions différentiables basiques définies sur
l’espace M . Les trajectoires du système hamiltonien XH de la structure
2-symplectique sont données par les équations suivantes :

dx

dt
= −∂H1

∂z
,

dy

dt
= −∂H2

∂z
,

dz

dt
=

∂H1

∂x
=

∂H2

∂y
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Proposition 4.1. Soient H = (H1,H2) avec H1 = f(z)x + g1(z)
et H2 = f(z)y + g2(z), une application hamiltonienne de la structure
2−symplectique. Alors le système hamiltonien XH et le système dy-
namique de Nambu Xn

H sont liés par la relation

Xn
H = f(z)XH .

Cela résulte directement des relations suivantes:

D(H1,H2)
D(y, z)

= −f(z)
∂H1

∂z
,

D(H1,H2)
D(z, x)

= −f(z)
∂H2

∂z
,

et
D(H1,H2)

D(x, y)
= −f(z)

∂H1

∂x
= −f(z)

∂H2

∂y
.

Corollaire 4. La fonction

(f(z))−1H = (x + h1(z), y + h1(z))

est une solution des équations du mouvement de la mécanique statis-
tique de Nambu sur le domaine de l’espace où f(z) ne s’annule pas,
ici

h1(z) = (f(z))−1g1(z) et h2(z) = (f(z))−1g2(z) .

4.2 Cas de M = Rk+1

Munissons l’espace M = Rk+1 de la structure k−symplectique canon-
ique (θ1, . . . , θk;E) définie par

θ1 = dx1 ∧ dxk+1,
. . .

θk = dxk ∧ dxk+1.

et E est défini par l’équation dxk+1 = 0, où
(
x1, . . . , xk, xk+1

)
est le

système de coordonnées cartésiennes de Rk+1.
Les applications hamiltoniennes de cette structure k−symplectique

sont les applications H : M −→ Rkdont les composantes sont données
par :{

H1 = f(xk+1)x1 + g1(xk+1), . . . ,Hk = f(xk+1)xk + gk(xk+1),
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où f , g1, . . . , gk sont des fonctions basiques différentiables sur l’espace
M.

Les trajectoires du système dynamique de Nambu Xn
H associé à H

sont données par les équations suivantes :

dxj

dt
=

k+1∑
i1,i2,...,ik =1

εji1i2...ik

∂H1

∂xi1

∂H2

∂xi2
. . .

∂Hk

∂xik
,

où εi1i2...ik+1
est le tenseur de Levi-Civita.

On a donc

dx1

dt
= ε1(k+1)2...k

∂H1

∂xk+1

∂H2

∂x2
. . .

∂Hk

∂xk
=

(−1)k−1

(
∂f(xk+1)

∂xk+1
x1 +

∂g1(xk+1)
∂xk+1

)(
f(xk+1)

)k−1
,

dx2

dt
= ε21(k+1)2...k

∂H1

∂x1

∂H2

∂xk+1

∂H3

∂x3
. . .

∂Hk

∂xk
=

(−1)k−1

(
∂f(xk+1)

∂xk+1
x2 +

∂g2(xk+1)
∂xk+1

)(
f(xk+1)

)k−1
,

. . .

dxk

dt
= εk123...(k+1)

∂H1

∂x1

∂H2

∂x2
. . .

∂Hk−1

∂xk−1

∂Hk

∂xk+1
=

(−1)k−1

(
∂f(xk+1)

∂xk+1
xk +

∂gk(xk+1)
∂xk+1

)(
f(xk+1)

)k−1
,

et

dxk+1

dt
= ε(k+1)123...k

∂H1

∂x1

∂H2

∂x2
. . .

∂Hk

∂xk
= (−1)k

(
f(xk+1)

)k
,

Déterminons maintenant les trajectoires du système hamiltonien XH .
On a :

dx1

dt = −
(

∂f(xk+1)
∂xk+1 x1 + ∂g1(xk+1)

∂xk+1

)
dx2

dt = −
(

∂f(xk+1)
∂xk+1 x2 + ∂g2(xk+1)

∂xk+1

)
. . . . . .
dxk

dt = −
(

∂f(xk+1)
∂xk+1 xk + ∂gk(xk+1)

∂xk+1

)
dxk+1

dt = f
(
xk+1

)
On déduit la :
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Proposition 4.2. Soient H = (H1, . . . ,Hk) avec Hp = f(xk+1)xp +
gp(xk+1), p = 1, . . . , k , une application hamiltonienne de la structure
k−symplectique canonique de Rk+1. Alors le système hamiltonien XH

et le système dynamique de Nambu Xn
H sont liés par la relation

Xn
H = (−1)k

(
f(xk+1)

)k−1
XH .

Corollaire 5. La fonction

(−1)k (f(xk+1))−(k−1)H = (x1 + h1(xk+1), . . . , xk + hk(xk+1))

est une solution des équations du mouvement de la mécanique statis-
tique de Nambu sur le domaine de l’espace où f(xk+1) ne s’annule pas,
ici

hp(xk+1) = (−1)k (f(xk+1))−(k−1)gp(xk+1) avec p = 1, . . . , k.
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