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Résumé

1l découle des restrictions connues sur la topologie d’une variété
algébrique réelle que le nombre d’anses de ’ensemble des points
réels d’une sextique réelle non singuliere dans CP? n’excede pas 47.
Nous construisons une sextique réelle non singuliere X¢ dans CP?
dont ’ensemble des points réels RXg a 44 anses. En particulier,
cette surface vérifie b; (RXg) = h''!'(Xg) + 2. Nous étendons la
construction afin d’obtenir pour tout entier pair m > 6 une surface
réelle non singuliere X, de degré m dans CP? vérifiant b; (RX,,,) >
h11(X,,). Tl est connu qu’une telle surface n’existe pas si m < 4.

Abstract

It follows from the known restrictions on the topology of a real
algebraic variety that the number of handles of the real part of
a real nonsingular sextic in CP? is at most 47. We construct
a real nonsingular sextic Xg in CP? whose real part RXg has 44
handles. In particular, this surface verifies b; (RXs) = h''!(Xg)+2.
We extend the construction in order to obtain for any even m >
6 a real nonsingular surface X, of degree m in CP? verifying
b1 (RX,,) > ht1(X,,). It is known that such a surface does not
exist if m < 4.
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Introduction

Une surface algébrique X dans CP3? est dite réelle si elle est définie
par un polyndme & coefficients réels. Son ensemble des points réels (ou
partie réelle) noté RX est alors la surface algébrique dans RP? définie
par le polynéme. Plus généralement, une variété algébrique réelle est une
variété algébrique complexe X equipée d’une involution antiholomorphe
c: X — X. Son ensemble de points réels RX est ’ensemble des points
fixes de c. Par la suite les surfaces considérées seront supposées non
singuliéres et on notera X,, une surface algébrique réelle de degré m
dans CP3. Dans ce papier, nous nous intéréssons au probléme de la
classification des types topologiques (c.a.d. & homéomorphisme pres)
des surfaces RX,, de degré m donné. Le premier cas difficile est le
cas m = 4, la question correspondante fut posée par Hilbert au début
du XX-ieme siécle dans le seizieme probléme de sa fameuse liste. La
réponse finale & cette derniere question fut apportée par V. Kharlamov
[K1] en 1976. A ce jour aucun des cas m > 5 n’est résolu. Il est bien
connu qu’une surface RX,, est homéomorphe & une union disjointe de
spheres avec ou sans anses (sommes connexes de tores), si m est pair,
et d’un plan projectif avec ou sans anses si m est impair. On peut alors
étudier le probléme, 4 priori moins difficile que le précédent, des nombres
maximaux de composantes connexes et d’anses d’une surface RX,, de
degré m donné, ou de maniere équivalente, des valeurs maximales des
nombres de Betti by(RX,,) et b1 (RX,,) pour m donné (ou ici et par la
suite les groupes d’homologie sont pris & coefficients dans Z/2). Méme
ces valeurs ne sont pas connues pour m > 5 (voir, par exemple, [I-K, B1]
pour le cas m = 5, [V2, I, B2, D-K] pour le cas général).

Notre premier résultat concerne le cas m = 6. Les restrictions clas-
siques imposent que le nombre maximal d’anses d’une surface RXg ne
doit pas dépasser 47 (voir section 1), par ailleurs, la meilleure borne
inférieure connue était donnée par une surface RXg avec 43 anses (voir
[V1]). Nous améliorons cette borne inférieure (Théoreme 5.1, section
5) en construisant une sextique Xy dont I’ensemble des points réels est
homéomorphe & I'union disjointe 65 [] S2 ][] Si2 de six spheres, d'une
sphére avec deux anses et d’'une sphére avec quarante deux anses. Le
deuxiéme résultat concerne I'inégalité by (RX) < h'!(X) portant sur
une surface algébrique réelle X non singuliére, simplement connexe et
projective (o h??(X) est le nombre de Hodge de type (p,q) associé a
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X). Cette inégalité fut proposée par O. Viro comme une généralisation
de la conjecture de Ragsdale portant sur les courbes réelles planes. Les
premiers contre-exemples & 1’inégalité de Viro ont été obtenus par I.
Itenberg [I] qui a construit (& partir de ses contre-exemples & la con-
jecture de Ragsdale) pour tout entier pair m > 10 une surface X,
vérifiant b, (RX,,) > h'!'(X,,). Nous montrons (Théoréme 5.2, sec-
tion 5)) lexistence de contre-exemples X, pour tout entier pair m > 6
(le contre-exemple en degré 6 est réalisé par la sextique plus haut). Il
découle par ailleurs de la classification connue que I'inégalité de Viro est
vraie pour les surfaces X,,, de degré m < 4 (voir, par exemple, [D-K]).

Comme dans [I], les surfaces présentées ici sont construites au moyen
du patchwork combinatoire qui est une version combinatoire de la tres
puissante méthode de Viro de construction de variétés algébriques réelles
avec topologie (de la partie réelle) prescrite (voir [V3, V4, R, G-K-Z)).
Les variétés réelles ainsi construites sont plongées dans des variétés
toriques projectives. Nous décrivons maintenant succintement le patch-
work combinatoire. A un polytope convexe P dans R" (on peut sup-
poser que P est de dimension n) dont les sommets ont des coordonnées
entiéres correspond une variété torique projective notée X (P). Tout
polynoéme & coefficients réels et de polytope de Newton P définit une
hypersurface algébrique réelle dans X (P). Les données de la construc-
tion sont une triangulation “convexe” de P dont les sommets ont des
coordonnées entiéres et une distribution de signes +1 4 ces sommets. A
partir de ces données et en suivant certaines regles combinatoires, on rec-
olle des morceaux d’hyperplans de R™ afin d’obtenir une variété linéaire
par morceaux. On associe par ailleurs aux données un polynéme appelé
T-polynéome dont le polytope de Newton est P, dont les mondémes corre-
spondent aux sommets de la triangulation et les signes des monoémes aux
signes distribués sur les sommets correspondants. Le théoréeme de Viro
affirme en particulier qu’un tel T-polynéme définit une hypersurface
algébrique réelle dans X (P), appelée T-hypersurface, dont ’ensemble
des points réels est homéomorphe & la variété linéaire par morceaux
précédemment construite.

Dans ce papier, on utilise un polytope Q) dans R? dépendant d’un
entier positif k tel que la variété X (Qy) (qui elle ne dépend pas de k) soit
plongée comme une quadrique dans un espace projectif tordu de dimen-
sion quatre. Les surfaces réelles dans X (Qy) considérées peuvent étre
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déformées de maniere équivariante, par rapport aux structures réelles,
en des surfaces Xo;, dans CP3. Les triangulations (et distributions de
signes associées) du tétraédre dans R® correspondant 3 la variété torique
CP3 qui sont utilisées dans [I] peuvent étre adaptées au polytope Qj afin
de produire apres déformation des contre-exemples Xop de plus petits
degrés a l'inégalité de Viro.

Ce papier est organisé de la maniere suivante. Dans la premieére sec-
tion nous présentons les principales restrictions connues sur la topologie
de I’ensemble des points réels d’une surface réelle et établissons I'inégalité
b1 (RXg) < 94. Dans la section 2 nous définissons les surfaces réelles Cy
dans la variété torique X (Qy) qui seront utilisées et montrons 1’existence
d’une déformation équivariante d’une surface Cp sur une surface Xo.
Nous décrivons dans la section 3 le patchwork combinatoire d’'une sur-
face Ci et donnons dans la section 4 quelques résultats techniques sur la
caractéristique d’Euler de la partie réelle d’une telle surface. Finalement
dans la section 5 nous énoncons et prouvons les théorémes 5.1 et 5.2.

Remerciements. Je voudrais remercier I. Itenberg pour m’avoir pro-
posé le sujet traité dans ce papier.

1 Restrictions sur la topologie des surfaces
algébriques réelles

Soit X une surface algébrique réelle (non singuliére). Nous présentons
maintenant les principales restrictions connues sur la topologie de
I’ensemble des points réels de X. Pour plus de détails, le lecteur pourra
par exemple consulter [K2, D-K, W]. En particulier ces restrictions
permettent d’obtenir 'inégalité b;(RXg) < 94 portant sur les sextiques
réelles dans CP3.

Inégalité et congruence de Smith-Thom:
b« (RX) < bi(X), b(RX) = by(X) mod 2,

ou bi( . ) est la somme totale des nombres de Betti. La surface X
est appelée (M-a)-surface ou M-surface selon que a # 0 ou a = 0,
respectivement, dans 1'égalité b,(RX) = b,(X) — 2a.

Inégalités de Comessati:

2 - hM(X) < x(RX) < hVH(X),
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si X est projective et ou x(RX) est la caractéristique d’Euler de RX.
Congruence de Rokhlin:

X(RX) = o(X) mod 16,

si X est une M-surface et ol o(X) est la signature de X.
Les nombres de Hodge des surfaces algébriques dans CP3 sont bien
connus (noter que ces surfaces sont simplement connexes).

_ 2m3

3
0t = 2, T n gyt

(X)) = — —m?+ —— — 1.
3 (Xm) = —m"+ =5

On a de plus
be(Xp) = 2020 (X,) + 2 4+ V(X)) = m3 + 4m? — 6m,

et
34
o(Xim) = 2020 (Xn) +2 — B (X) = =5 + 55
En sommant l'inégalité de Smith-Thom et I'une des inégalités de
Comessati on obtient
5m? 25
by(RX;n) < B (Xin) + B2 (Xpn) = 2= — 3m” + ==
une inégalité similaire pour by(RX,,) s’obtient en utilisant 1’autre
inégalité de Comessati.

Considérons maintenant le cas des sextiques réelles dans CP3.
L’inégalité précédente se traduit par b;(RXs) < 96. Une sextique Xj
vérifiant b (RXs) = 96 serait une M-surface pour laquelle x(RXg) =
—84 et 0(Xg) = —64: on obtiendrait une contradiction avec la con-
gruence de Rokhlin. La congruence de Smith-Thom implique alors
b (RXg) < 94.

_]_’

2 Le polytope @, la variété torique X (Qy)
et une déformation équivariante de surfaces
réelles dans X (Qx)

A partir de maintenant par polytope (ou polygone, simplexe,...) on en-
tendra polytope convexe & sommets entiers dans R" (un point de R” est

443 REVISTA MATEMATICA COMPLUTENSE
(2001) vol. XIV, num. 2, 439-461



F. BIHAN UNE SEXTIQUE DE L'ESPACE PROJECTIF REEL AVEC UN GRAND ...

(0,2k,0) (2k,2k,0)
(0,0,k)

(0,0,0 (2k,0,0)

Figure 1: Le polytope Q.

dit entier si ses coordonnées sont entiéres). Il existe une correspondance
P — X (P) associant & tout polytope une variété torique projective (voir
[G-K-Z]). Cette correspondance n’est pas injective, par exemple tous les
homothétiques (de la forme a.P avec a entier) et les translatés (de la
forme b+ P avec b point entier) de P correspondent & la méme variété
X (P). Si{vg,--- ,vs} est un ensemble de points entiers dont I’enveloppe
convexe est P alors la variété X (P) se plonge dans CP* comme la cléture
de Zarisky de l'ensemble {(z" : --- : %),z € (C*)"}. Soit f € Clz]
un polynoéme de polytope de Newton P (ici on suppose que P est dans
Vorthant positif de R"). En prenant pour {vg,--- ,vs} 'ensemble des
exposants des monoémes non nuls de f, le polynéme f se réduit alors &
une forme linéaire sur la variété X (P) plongée comme précédemment
dans CP?® et donc définit une hypersurface Z(f) de X(P). La variété
X (P) est réelle pour la conjugaison complexe usuelle sur CP?, son en-
semble de points réels est une cloture de {(z% : --- : z%),z € (R*)"}.
Si le polynome f considéré plus haut a des coefficients réels, alors Z(f)
est une hypersurface réelle de X (P).

Le polytope Qi que nous utiliserons par la suite est le polytope
de sommets (0,0,0), (2k,0,0), (2k,2k,0), (0,2k,0), (0,0,k) dans R?
ou k est un entier positif donné. La variété © = X(Qy) correspon-
dante (elle ne dépend pas de k d’apres ce qui a été dit plus haut) se
plonge dans 'espace projectif tordu CP*(2) de variables homogenes
Zy, 41, Zo, Z3 de poids un et Z; de poids deux comme la quadrique
{ZyZ3 — Z1Zy = 0}. Pour le voir, on peut procéder au changement
de coordonnées y§ = 2y3, yh = y2, ¥} = y1 de R®. Dans les nouvelles
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coordonnées (y},y5,y5), le polytope Q est un polytope Ay de sommets
(0,0,0), (2k,0,0), (2k,2k,0), (0,2k,0), (0,0,2k). On obtient alors un
plongement de X (Ay) dans CP* comme l'ensemble {Z} 7 — Z] Z} = 0}
(ou Zj), Z, Z}, Z}, Z} sont des coordonnées homogenes de CP*). Tl
reste 4 voir que le changement de variables plus haut nous donne un
quotient CP* — CP*(2), Z! — Z; envoyant X (Ay) sur O.

Plongeons comme précédemment © comme la quadrique {ZyZ3 —
Z1Z5 = 0} dans CP*(2) et considérons une surface réelle dans © définie
dans CP*(2) par un systeme d’équations du type

{Z0Zs— 2170 = 0, Zf+f2(2) 25"+ -+ f2i(2) 2y "+ -+ for(Z) = 0},

ou pour simplifier Z désigne le quadruplet de variables homogénes Zj,
Zy, Zo, Z3 et les foi(Z), i = 1,--- ,k, sont des polynéomes & coef-
ficients réels homogenes de degrés 2i en Z. Une telle surface sera
notée Cx. Montrons maintenant qu’'une surface Cy générique est définie
par un polynéme affine de polytope de Newton ;. Pour cela, con-
sidérons la carte affine {Zy # 0} de CP*(2) munie des coordonnées
affines (zo, 21, 29, 23, 24) avec z; = Z- pour i = 1,2,3 et z4 = ZZ—042.
L’anneau réel de coordonnée de © dans cette carte est R[z,z9,z3] =
R[z1, 22,23, z4]/ (23 —z122) OU Z1, T2, T3 sont respectivement les images de
21, 29, 24 par 'application quotient. Il est facile de voir que les équations
de Cj, se réduisent dans la carte affine & une équation g(z1,z2,z3) = 0 ou
g € Rlz1,z9,x3] a pour polytope de Newton Q. Réciproquement, tout
polynoéme de polytope de Newton ) définit une surface C;. Remar-
quons que la variété © a le point (Z : Z;) = (0 : 1) comme singularité
mais que ce dernier point n’appartient 4 aucune surface Cj.

Proposition 2.1. Pour toute surface Cy non singuliére dans ©, il existe
une déformation équivariante de Cy, sur une surface Xop dans CP3.

Preuve. On considere la famille de surfaces C, € € R, C,(c) = Cg,
definies dans CP*(2) par les équations {ZoZ3 — Z1Z9 = €Zy, Z§ +---+
f2i(Z)Z¥ "+ -+ for,(Z) = 0}. La projection CP*(2)\{(0: 1)} — CP3:
(Z : Z4) — Z est bien définie sur Cy. Sie # 0, cette projection réalise un
isomorphisme équivariant entre C§ et la surface réelle dans CP?® définie
par le polynéme (M)k—k- . -—I—fgi(Z)(M)kﬂ—F- o+ for(Z).
Si la surface Cj, est non singuliére alors pour € # 0 suffisamment petit la
surface réelle dans CP? obtenue par déformation est non singuliere.
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La déformation précédente apparait dans [H] appliquée aux sextiques
complexes.

3 Patchwork combinatoire d’une surface C;

Soit R™ le groupe des symétries de R engendré par les réflections par
rapport aux hyperplans de cordonnées. On identifiera selon les cas la
symétrie (y1, -+ ,yn) = ((=1)"y1,--+,(=1)"™y,)) avec le point entier
r=(r1,--- ,rn) ouavec T € (Z/2)" (si a est un point entier dans R” on
note @ son image dans (Z/2)").

Les données du patchwork combinatoire d’une surface Cj sont une
triangulation 7 & sommets entiers du polytope (J; ainsi qu'une distri-
bution de signes D : V(1) — =£1 sur ensemble V(1) des sommets de
T.

Considérons le polytope Qj de sommets (+2k, £2k,0), (0,0,*k)
formé des huit copies symétriques de Qj, par R®. Notons F; la face de
Q@ ayant pour sommets (2k,0,0), (2k,2k,0), (0,0,k) et F» celle ayant
pour sommets (0, 2k, 0), (2k, 2k, 0), (0,0, k). Les faces de dimension deux
de ()}, sont les copies symétriques de F1 et Fy par R3. Etendons T en une
triangulation 7* de @)} invariante par R3. Etendons la distribution de
signes D en une distribution de signes sur les sommets de 7* en suivant
la régle D(r(v)) = D(v) - (—=1)™ sir € R3 et on (, ) est le produit
scalaire usuel. Maintenant pour tout tétraédre de 7* dont au moins deux
sommets ont des signes différents, sélectionnons le triangle ou quadrangle
joignant les milieux des arétes dont les sommets ont des signes différents.
L’union de toutes les pieces ainsi sélectionnées est une surface linéaire
par morceaux S; dans Q3. Considérons 'espace Q. obtenu & partir de
@} en identifiant chacun des points situé sur une copie symétrique de
Fy (resp. F») avec son image par la symétrie (1,0,0) (resp. (0,1,0)) de
R3. Llespace Qp est homéomorphe & RO (voir [G-K-Z)). L’image de Sj
dans @Q)j est une surface linéaire par morceaux que ’on note S.

Une subdivision polyédrale d’un polytope P de dimension n est dite
conveze si il existe une application convexe v : P — R qui soit affine sur
chacun des n-polytopes de la subdivision mais non affine sur 'union de
deux quelconques de ces n-polytopes.
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Supposons la triangulation 7 convexe. On forme alors le T-polyndome

affine
file)= Y D)@
veEV(T)

ou t est un parametre réel, v est une fonction certifiant la convexité de
T et ¥ = 2t xh?x}® si x = (1,29, 23) et v = (v1,v2,v3). Ce polynéme
a pour polytope de Newton @y et définit donc une surface Cr (qui peut
étre singuliére). Comme cas particulier du théoréme de Viro relatif a
sa méthode de construction de variétés algébriques réelles, on obtient le
résultat suivant.

Proposition 3.1. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, le polynome f; définit
une surface C, non singuliére et il existe un homéomorphisme RO — Q
envoyant RCy sur Sy.

Une surface définie par un T-polynéme est appelée T-surface.

4 Caractéristique d’Euler de la partie réelle
d’une T-surface C;

On peut calculer la caractéristique d’Euler de la partie réelle d’une T-
surface C;, en appliquant la formule d’Euler & la surface linéaire par
morceaux Sj, correspondante. Les cellules de dimension p —1 de Sy, sont
contenues dans les simplexes de dimension p de 7* dont au moins deux
sommets ont des signes différents (un tel simplexe sera dit non vide). On
peut alors dans certains cas exprimer de maniere relativement simple-
ment la caractéristique d’Euler recherchée en fonction des triangulation
et distribution de signes utilisées.

Soit P un polytope dans R" (rappelons que dans ce papier polytope
signifie polytope convexe & sommets entiers). Dans tout ce qui suit la
forme volume de R™ considérée sera la forme vol définie par vol( - ) =
n!Vol( - ) ot Vol est la forme volume euclidienne usuelle. En particulier
le volume vol(P) de P est un entier positif. On note |P| le plus grand
(pour l'inclusion) ensemble de points entiers dont P est I’enveloppe
convexe. Un simplexe o est dit mazimal si |o| est exactement ’ensemble
de ses sommets et primitif si vol(c) = 1 (primitif entraine maximal
mais la réciproque est fausse en général si n > 3). Une triangulation &
sommets entiers d’un polytope P est dite mazimale (resp. primitive) si
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tous ses simplexes sont maximaux (resp. primitifs). Une triangulation
de P est maximale si et seulement si son ensemble de sommets est |P|
tout entier.

Soit o un p-simplexe contenu dans I'orthant positif (Ry)" de R*. On
appellera plus simplement copie symétrique de ¢ 1'image de o par un
élément de R"™. Considérons une distribution de signes D aux sommets
de o et étendons la en une distribution de signes sur les sommets des
copies symétriques de ¢ en suivant la méme reégle que dans la section 3:
D(r(v)) = D(v) - (=1)™, si 7 € R"™ et v est un sommet de o, ou de
maniere équivalente,

d(r(v)) =d(v) + (r,v) mod 2,

si d(v) € {0,1} est défini par D(v) = (—l)d(”). Une copie symétrique
de o est dite vide si tous ses sommets ont le méme signe, sinon on dit
qu’elle est non vide. Soient vy, ..., v, les sommets de o. Notons M, la
(p X n)-matrice & coefficients dans Z /2 formée des vecteurs lignes v; — vy
pour ¢ = 1,--- ,p. Il est facile de voir & partir de la regle plus haut
qu’une copie symétrique r(o) est vide si et seulement si 7 est solution
du systéme linéaire & coefficients dans Z/2

Mgy-r= daa (*)a
sidy = (di,--- ,dp) avec d; = d(v;)+d(vg). On dit que o est élémentaire
si la matrice M, est de rang maximal p. En particulier si o est de di-
mension maximale (c.a.d. p = n), alors o est élémentaire si et seulement
si son volume est impair.

Proposition 4.1. (Itenberg [I]) Si o est un p-simpleze élémentaire
dans (Ry)"™ qui n’appartient pas un hyperplan de coordonnées, alors o a
exactement 2™ — 2"7P copies symétriques non vides.

Preuve. Comme o est élémentaire, la matrice M, est de rang maximal
égal & p. L’espace des solutions de (x) est un donc un Z/2-espace affine
de dimension n — p et posséde exactement 2" P solutions distinctes. m

Les deux lemmes suivant donnent des résultats similaires pour cer-
tains simplexes non élémentaires.

Lemme 4.1. Supposons icin < 3. Si o est un p-simpleze dans (R, )"
qui n’appartient pas un hyperplan de coordonnées et tel que |o| soit
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l'union des sommets de o et du milieu v de 'une des ses arétes e,
alors, toutes les copies symétriques de o sont non vides si les sommets
de e, ont des signes différents, sinon o a exactement 2" — 2" P+ copies
symétriques non vides.

Preuve. Supposons que vy et v1 soient les sommets de e,. Puisque
le milieu v de e, est un point entier, on a v7 + vy = 0 dans (Z/2)",
et donc la matrice M, est de rang au plus p — 1. Il est facile de voir
que |o| = {vo,--- ,vp} U{v} et p < 3 impliquent que ce rang est égal
a p — 1. Il reste & remarquer que (x) a des solutions si et seulement si

d(vg) + d(v1) = 0.

Lemme 4.2. Si o est un tétraedre mazimal de volume pair contenu
dans (R_|_)3, alors, les huit copies symétriques de o sont non vides si le
produit des signes aux sommets de o est négatif, sinon o a exactement
six copies symétriques non vides.

Preuve. Le fait que le volume de o soit pair implique que la (3 x 3)-
matrice M, associée est de rang au plus deux. Le fait que o soit maximal
(et de dimension trois) implique que la seule relation non triviale entre
les vecteurs lignes de M,, est donnée par Ty + 77+ U3+ 73 = 0 € (Z/2)>.
Par conséquent, le rang de M, est deux. Il reste & voir que le systéme
(x) admet des solutions si et seulement si d(vg)+d(vy)+d(ve)+d(vs) = 0.

On se donne une triangulation 7 de @} et une distribution de signes
D aux sommets de 7. Soient Sy, la surface linéaire par morceaux dans Qy
construite comme dans la section 3 & partir de 7 et D et, si 7 est convexe,
Ci une T-surface associée. Le résultat qui suit est formulé en terme de
Sk, puisque sa preuve ne nécéssite pas I’hypothése de convexité de 7,
néanmoins, moyennant cette dernieére hypothése, on pourra y remplacer
Si par RCi,. On pose m = 2k.

Proposition 4.2. Si la  triangulation 7 est mazimale, alors la
caractéristique d’Euler de Sy vérifie

3
~ ™m 4m
X (Sk) :—?ﬂL?‘F (vol(7y) — &),
YET
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ot €, vaut, 1 si 7y est un tétracdre de volume impair, 2 si vy est un
tétraédre de volume pair dont le produit des signes aux sommets est
positif, et 0 sinon.

Preuve. La triangulation 7 étant maximale, tous ses simplexes sont
élémentaires exceptés les tétraedres de volume pair. Pour n < 3 et
p < 2, on note [} le nombre de p-simplexes de 7 qui sont contenus dans
une n-face de @ mais non contenus dans une (n — 1)-face de Qy (la 3-
face est Q). On note e le nombre de tétraédres de 7 de volume impair
et et (resp. €7) le nombre de tétra¢dres de volume pair de 7 dont le
produit des signes aux sommets est positif (resp. négatif). On pose E =
e+et +e . Ona facilement I{ = 6m, I2 = 6m?,[5 = E'+m73—3m2—25Tm,
12 =4m? et I3 = 2E — 2m?. En utilisant la proposition 4.1 et le lemme
4.2, on obtient que la surface Sy est constituée de 4E + 2m?/3 + 4m/3
sommets, 12F arétes et 6e™ + Te + 8e~ cellules de dimension deux. La
formule d’Euler implique alors x(S;) = —mTS +3 4 m3 — (e+2et). T1

reste & utiliser 'égalité vol (Qy,) = m3.

Remarque 4.1. Toute surface C; pouvant se déformer sur une surface
X,, dans CP3, il s’ensuit que de telles surfaces ont les mémes nom-
bres de Hodge. En particulier, on a o(Cg) = —%3 + 4 (voir section
1). Comme corollaire de la proposition 4.2 on obtient donc 'inégalité
X(RCx) > o(Cx) pour une T-surface Cj, issue d’une triangulation max-
imale. En utilisant 1’inégalité de Smith-Thom, on voit que I'inégalité
x(RC) > o(Ck) implique by (RCy) < hY'(Cy). Autrement dit la propo-
sition 4.2 implique que l'inégalité de Viro est vraie pour une T-surface
Ck issue d’une triangulation maximale (voir [I]). On doit donc utiliser
des triangulations non maximales si I’on veut espérer obtenir des contre-
exemples a l'inégalité de Viro.

Un segment I dans R" est de longueur 2 si |I| est constitué des deux
sommets et du milieu de I. Supposons maintenant que 7 contienne
une aréte y de longueur 2 et de milieu v. On peut raffiner 7 suivant
v en subdivisant chaque simplexe de 7 ayant 7 comme aréte en deux
simplexes ayant v comme sommet. Appelons flip cette modification de
triangulation (c’est un exemple d’une modification de triangulation le
long d’un circuit comme défini dans [G-K-Z]). Soient 7, la triangulation
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résultant de ce flip et D, une distribution de signes aux sommets de 7,
qui coincide avec D sur les sommets de 7 (on choisit un signe pour v).
On note S” la surface linéaire par morceaux dans Qj construite 3 partir
de 7, et D .

Proposition 4.3. Si les sommets de v ont des signes différents, alors
les surfaces Sy et S’}c’ sont homéomorphes. Supposons que les sommets
de v aient le méme signe et que tous les simplexes de 7, ayant v comme
sommet soient mazimauz. Siy est contenue dans une n-face de Qi mais
non contenue dans une (n — 1)-face de Qy, alors

x(Sk) — x(Sp) = e+ 2et — 2",

otu e est le nombre de tétraédres élémentaires de T, ayant v comme som-
met et et est le nombre de tétracdres de volume pair de T, ayant v
comme sommet et dont le produit des signes auzr sommets est positif.

Preuve. Soient vy et v; les sommets de y. Supposons que vy et v1 aient
des signes différents. Alors, puisque Ty = o7 dans (Z/2)%, les copies
symétriques 7(vp) et r(v1) ont des signes différents pour tout r € R3. 11
est alors facile de voir que S” est homéomorphe & Sj.

Supposons maintenant que vg et v1 aient le méme signe et montrons
la proposition dans le cas n = 3 (les autres cas sont similaires) c.a.d.
~ est contenu & lintérieur de Q). Pour calculer la différence x(Sy) —
X(S’};) on applique comme dans la preuve de la proposition 4.2 la formule
d’Euler 4 chacune des surfaces Si, et S’}c’ Bien sur il suffit ici de considérer
les cellules contenues dans les copies symétriques, des simplexes de 7
ayant v comme aréte d’'une part, et des simplexes de 7, ayant v comme
sommet d’autre part. Soit e~ le nombre de tétraédres de volume pair
de 7, ayant v comme sommet et dont le produit des signes aux sommets
est négatif. Posons F = e+ e +e~. Les simplexes de T ayant y comme
aréte sont % tétraédres, % triangles et y. En utilisant la proposition
4.3, on obtient que les copies symétriques de ces simplexes contiennent
exactement 3F cellules de dimension deux et 2F arétes de S’k Les
simplexes de 7, ayant v comme sommets sont E tétraedres, T cellules
de dimension deux, % + 2 arétes et v. En utilisant la proposition 4.1
et le lemme 4.2, on obtient que les copies symétriques de ces simplexes
contiennent 6e™ + 7e + 8¢~ cellules de dimension deux, 9E arétes et
2F +8 sommets de S}. Finalement, x(Sk) — x(SV) = 3E — 2E — (6™ +
Te+8 —9E +2E+8) =e+2et —8.
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Remarque 4.2. Avec les mémes hypotheéses que dans la proposition
précédente, on voit facilement que I'on a x(Si) < x(S}) si et seulement
si

e les sommets de -y ont le méme signe,
e v est contenue a l'intérieur de Qy,

o les tétraedres de 7 ayant v comme aréte sont trois tétraédres de
volume deux.

En outre si ces trois conditions sont remplies, on a x(S;) = x(g}c’) - 2.
En particulier, si X(g}é) < —mT?’ + 477" (ce qui est vérifié si 7, est par
exemple une triangulation primitive, d’apres la proposition 4.2), alors
X(S'}C’) < _st + 4Tm et on peut espérer, moyennant I’hypothese de
convexité de 7,, qu'une T-surface C} associée & 7, et D, soit un contre-
exemple & I'inégalité de Viro (voir la remarque 4.1).

5 Constructions

Soient (y1,2,y3) des coordonnées de R®. Notons s la réflection de R?
par rapport au plan passant par les points (0,0,0), (1,1,0) et (0,0,1).
Notons Q' le carré obtenu comme intersection du polytope Q) avec le
plan {y3 =1} pour | =0,--- ,k — 1.

Nous fixons ici & = 3 et construisons une T-surface C3 dans ©.
Soit 7y la subdivision polyédrale de Q)5 formée du cone C' de sommet
(0,0,2) sur Q°; du tétraddre T; de sommets (0,0,2), (6,6,0), (4,0,1),
(6,0,0); du tétraedre T de sommets (0,0, 2), (6,6,0), (4,4,1), (4,0,1);
du tétraedre T3 de sommets (0,0,2), (2,0,2), (4,4,1), (4,0,1); des
tétraedres s(T;), i = 1,2,3 et des deux cones de sommets (0,0, 3) et
(4,4,1) sur @Q? (figure 2). La triangulation 7 de Q3 que nous allons
utiliser est obtenue en raffinant 7y de la maniére suivante.

Considérons la triangulation du quadrangle ¢ de sommets (3,0, 0),
(1,3,0), (3,6,0), (5,3,0) montrée sur la figure 2. 1l est possible d’étendre
cette triangulation en une triangulation convexe maximale de Q°. Fixons
une telle triangulation de Q et triangulons le cone C en prenant les cones
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de sommet (0, 0, 2) sur les triangles de la triangulation de Q°. La triangu-
lation de C ainsi obtenue n’est pas maximale: chacun des points de |Q'N
C| est le milieu d’une aréte de longueur 2. Raffinons la triangulation de C'
suivant chacun des points de |Q*NC|\{(1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),(1,2,1)}
en utilisant le flip décrit dans la section 4 (Proposition 4.3). Finalement
triangulons de I’'unique maniere possible chacun des autres polytopes de
7o de telle sorte que chacun des tétraedres de 7 non contenu dans le cone
C soit maximal.

Pour voir que la triangulation 7 est convexe, on peut noter que la sub-
division 7y et les triangulations induites par 7 de chacun des 3-polytopes
de 79 sont convexes. Soient vy : (3 — R une fonction certifiant la con-
vexité de 7o et p: @3 — R une fonction affine par morceaux telle que la
restriction de p sur chacun des 3-polytopes de 1y est une fonction cer-
tifiant la convexité de la triangulation induite par 7. Alors il n’est pas
difficile de voir que pour € € R suffisamment proche de zéro la fonction
Vg + € - u certifie la convexité de 7.

On définit maintenant une distribution de signes D : V(1) — =+1.
Pour les sommets appartenant a |g|, on utilise la distribution de signes
montrée sur la figure 2, puis on attribue le signe —1 & chacun des six
sommets contenus a l'interieur de @3, et +1 a chacun des sommets
restants.

Théoréme 5.1. Il existe une sextique réelle X dans CP3 dont ’ensemble
des points réels RXg est homéomorphe a l’union disjointe

GSH S ]_[ Sio

de siz sphéres, une sphére avec deux anses et une sphére avec 42 anses.
Une telle surface est une (M — 2)-surface vérifiant

bi(RXs) = ht!(Xg) +2 = 88.

Preuve. Soient S5 la surface linéaire par morceaux dans Qg construite
comme dans la section 3 & partir de la paire (7, D) décrite plus haut
et Cs3 une T-surface associée. On calcule dans un premier temps la
caractéristique d’Euler de RCs.

Raffinons 7 suivant les points (1,1,1), (2,1,1), (2,2,1),, (1,2,1) de

maniére & obtenir une triangulation maximale 7’ de 3. Etendons ar-
bitrairement la distribution de signes D en une distribution de signes
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(0,6,0) (6,6,0 0,0,2) (6,60
(0,02 C Ta
(40,)

(0,00 6,0,0) 6,0,0)

(3,6,0)
X X X X
+ +
« + + + M
00N 02—/ (223~~~ === azo L - - - N\ 530
=== @41
©002) (202 +
x + + X
+ +
X X X X
(3,0,0)
T

Figure 2: Triangulation de Q3.

454 REVISTA MATEMATICA COMPLUTENSE
(2001) vol. XIV, num. 2, 439-461



F. BIHAN UNE SEXTIQUE DE L'ESPACE PROJECTIF REEL AVEC UN GRAND ...

D’ sur les sommets de 7’. Soit S’é la surface lindaire par morceaux dans
Q3 construite & partir de la paire (7/,D'). La triangulation 7/ con-
tient deux types de tétraedres: des tétraedres primitifs et des tétraedres
maximaux de volume deux contenus dans le cone C et dont le pro-
duit des signes aux sommets est positif. La proposition 4.2 implique
alors x(S%) = 0(C3) = —64. Revenons maintenant & la T-surface Cs.
En utilisant successivement quatre fois la proposition 4.3, on obtient
x(83) = x(S%) — 8 (on se trouve & chaque fois dans la situation décrite
dans la remarque 4.2) et finalement

x(RC3) = —T72.

Chacun des six sommets de 7 contenu & I'intérieur de ()3 a le signe
—1 alors que tous ses sommets voisins ont le signe +1 (un point b est dit
voisin du point a si le segment [a, b] est une aréte de la triangulation).
On obtient donc six composantes connexes de S3 contenues 3 I'intérieur
de @3 qui sont homéomorphes & une sphere. Une autre composante con-
nexe de S3 est contenue dans union du cone C et de sa copie symétrique
par rapport au plan {y3 = 0}, cette composante est homéomorphe a une
sphére avec deux anses. La surface S5 a au moins une composante con-
nexe supplémentaire puisqu’elle intersecte le plan d’axe {y2 = 0}. En
résumé, par la Proposition 3.1, la surface RC3 a au moins huit com-
posantes connexes, six d’entre elles sont homéomorphes & une sphere,
une autre est homéomorphe & une sphere avec deux anses. En utilisant
x(RC3) = —72 et 'inégalité de smith-Thom b,(RC3) < 108, on obtient
bo(RC3) < 9 et bo(RC3) = 9 si et seulement si C3 est une M-surface. La
congruence de Rokhlin permet alors d’interdire le cas by(RC3) = 9. Par
conséquent on a by(RC3) = 8. Sachant x(RC3) = —72, on détermine
la topologie de la derniére composante connexe de RC3 pour finalement

obtenir
RC3 ~ GSH Sy ]_[ Syo.

I1 reste & utiliser la proposition 2.1 pour montrer I'existence d’une sex-
tique Xg dans CP? telle que RXg ~ RC3.

Soit k un entier tel que k& > 4. Nous construisons ici une T-surface
C dans ©. Soient A l'union dans @y du triangle de sommets (0,0, 2),
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(02k-2,1) (2k-2,2k-2,2)

(0,02

(2%-20,1)

Figure 3: Séparation par A.

(2k—2,0,1), (2k—2,2k—2,1) et de son image symétrique par s. Notons
A (resp. A) la partie de @y située en dessous (resp. au dessus) de A
(voir figure 3).

On subdivise dans un premier temps (voir figure 4) A par le cone
C de sommets (0,0,2) sur Q°; le tétraedre Ty de sommets (k + 1,0, 1),
(0,0,2), (2k,2k,0), (2k,0,0); le tétraedre T» de sommets (k + 1,0,1),
(2k —2,0,1), (2k,2k,0), (2k,0,0), les tétraedres s(T1), s(T%) et les deux
cones de sommets (0, 0,2) et (2k, 2k,0), respectivement, sur la partie H
de Q! montrée sur la figure 4. Puis on raffine cette subdivision comme
suit. On triangule le cone C' comme dans le cas £ = 3 c.a.d. on étend
la triangulation, montrée dans la figure 2, du quadrangle ¢ de sommets
(3,0,0),(1,3,0),(3,6,0),(5,3,0) en une triangulation convexe maximale
de Q°, on prend tous les cones de sommet (0,0,2) sur les triangles de
la triangulation ainsi obtenue puis on raffine suivant tous les points de
|R*'NC\{(1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),(1,2,1)}. Actuellement le triangle de
sommets (0,0, 2), (2k, 2k, 0), (2k,0,0) et son image symétrique par s sont
triangulés. On étend ces triangulations de la seule maniére possible en
des triangulations maximales de T et de s(77). On triangule de la seule
maniére possible Ty et s(T%) par des tétraédres maximaux. Finalement,
on choisit une triangulation convexe maximale de H et on étend cette
triangulation en une triangulation des deux cones sur H.

Nous triangulons maintenant A. On triangule la partie située entre
A et Q2 par le cone de sommet (2k — 2,2k — 2,1) sur Q?; le tétraédre de
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\ (2k.2k.0)

00,2 4 002

(0.0.2) (k,0,1)

(0.2k-2.1) (2k-2,2k-2,1)

(0k+1,1)

(k+1.0.1)  (2k-20,1)

Figure 4: Subdivision de A.

(0,041

(0,0.1)

Figure 5: Triangulation entre Q' et Q't1.
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sommets (2k — 2,0,1), (2k — 2,2k — 2,1), (0,0,2), (2k —4,0,2) et son
image symétrique par s. Puis, pour tout entier [ tel que 2 <[ < k — 2,
on triangule la partie située entre Q' et Q"' (figure 5) par le cone de
sommet (0,0,741) sur Q'; le cone de sommet (2k—21,2k—21,1) sur Q"*1;
le tétraedre de sommets (2k — 21,0,1), (2k — 21,2k — 21,1), (0,0,1 + 1),
(2k — 21 — 2,0,1 + 1) et son image symétrique par s. Il reste & prendre
le cone de sommets (0,0,k) sur @*~!. Finalement, nous raffinons la
triangulation de A obtenue en une triangulation maximale en utilisant
une triangulation convexe maximale arbitraire de chacun des carrés Q'
avec 2 < [ < k — 1, on suppose seulement que la triangulation de Q?
choisie contient le triangle de sommets (0,0, 2), (1,0,2) et (0,1,2) (nous
utiliserons le fait que (0,0,2) n’est pas voisin d'un point de |Qx N Q?
contenu & 'intérieur de Q).

Par des arguments similaires 4 ceux employés dans la cas k = 3
précédent, on peut voir que la triangulation 7 de Q) que l'on vient de
décrire est convexe. On définit maintenant une distribution de signes
D:V(r) —» £1.

Pour les sommets appartenant & |g|, on utilise la distribution de
signes montrée sur la figure 2, on distribue le signe +1 aux autres som-
mets appartenant & Q.

On distribue le signe —1 & chacun des sommets de 7 appartenant a
|C N Q| et le signe +1 au point (0,0, 2).

Pour les autres sommets de 7, on distribue le signe —1 au point
(y1,Y2,y3) si Y1 = yo = k mod 2, et le signe +1 sinon.

Théoréme 5.2. Pour tout entier pair m > 6, il existe une surface réelle
Xm dans CP? telle que by (RX,,) > htH(X,,).

Preuve. Le cas m = 6 est donné par le théoréme 5.1. Supposons
maintenant m = 2k > 8. La preuve est similaire & celle du théoréme 5.1.
Soient Sy la surface linéaire par morceaux dans Qj, construite comme
dans la section 3 & partir de la paire (7, D) décrite plus haut et Cy une
T-surface associée.

On calcule tout d’abord la caractéristique d’Euler de RC;,. L’ensemble
des sommets de 7 est |Qg| moins les points (1,1,1), (2,1,1), (2,2,1) et
(1,2,1), ces points étant les milieux d’arétes de longueur 2 de 7. Un
tétraédre de 7 qui n’a pas 'une de ces arétes de longueur 2 comme aréte
est soit primitif soit maximal de volume deux et de produit des signes
positif aux sommets. En utilisant les propositions 4.2 et 4.3, on obtient
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3
X(RCk) = =" + 4 —

La triangulation 7 posséde h?0(Cy) —4 = st —m?+ HTm — b sommets
contenus a l'intérieur de ;. Soit v I'un de ces sommets, nous montrons
qu’il existe une et une seule copie symétrique r(v) dont tous les voisins
dans 7* ont le signe opposé & celui de r(v). On obtient alors mTS —
m? + HTm — 5 composantes connexes de Sy, homéomorphes 3 une sphére.
Si v appartient & |C' N Q'] alors v a le signe —1 tandis que chacun de
ses voisins a le signe +1, la copie symétrique & considérer est r(v) =
v. Soit maintenant v un sommet de 7 contenu & l'intérieur de Qj et
n’appartenant pas & |[CNQ'|. Le point v appartient & un certain |Q'|, ses
voisins sont des points de |Q!|, (0,0,1+1) et (2k—21—2,2k—21—2,1—1).
Puisque deux voisins de v ayant méme réduction dans (Z/2)3 ont le
méme signe (rappelons que le point (0,0,2) n’est pas voisin d’un point
de |QrNQ?| contenu & I'intérieur de Q}), il suffit de considérer (0,0,1+1)
et trois voisins vy, vy, v3 de v appartenant & |Q!| dont les réductions dans
(Z/2)? sont deux & deux distinctes. On peut de plus choisir ces points
de telle sorte que, par exemple, v1 et ve soient voisins, auquel cas, le
tétraedre de sommets v, v1, v et (0,0, + 1) est un tétraédre primitif
de 7 (le triangle de sommets v, v; et ve est maximal). Exactement de
la méme maniére que dans la preuve de la proposition 4.1, on montre
qu’il existe une unique symétrie r, € R? pour laquelle r,(v1), 7, (v2) et
74((0,0,1 + 1)) ont tous le signe opposé & celui de r,(v). Il reste & voir
que r,(v3) a également le signe opposé & celui de r,(v). Pour cela on
remarque que v + o7 + U5 + 93 = 0 dans (Z/2)3, ce qui implique que
le produit des signes des points r(v), r(v1), r(ve) et r(vs) est le méme
pour toute symétrie r € R3. En particulier puisque le produit des signes
des points v, v1, vo et vs est négatif, il en va de méme pour leurs copies
symétriques par 7.

La surface S; posséde donc mTS —m? + HTm — 5 composantes con-
nexes homéomorphes & une sphére. On obtient une autre composante
homéomorphe & une sphére avec deux anses qui est contenue dans I'union
du cone C et de sa copie symétrique par rapport au plan {y3 = 0}. Il ex-
iste une composante connexe supplémentaire de S, intersectant le plan
d’axe {y2 = 0}. En résumé, par la Proposition 3.1, la surface RC; au
moins mTS —m2+HTm —3 composantes connexes, mTS —m2+HTm —b5 d’entre
elles sont homéomorphes & une sphére, une autre est homéomorphe 3
une sphére avec deux anses. Comme dans la preuve du théoréme 5.1, on
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prouve, en utilisant I'inégalité de Smith-Thom, la congruence de Rokhlin
et Végalité x(RCy) = _st + 4Tm — 8, que la surface RCy, ne possede pas
d’autres composantes connexes. Puis via la caractéristique d’Euler, on
obtient que la dernieére composante connexe de RCy est homéomorphe
une spheére avec ng —m?+ %” — 1 anses. Finalement la surface RCy est
homéomorphe a

3
m 2 11m
(T—m +T—5)SHSQHSmT3_m2+7Tm_1.

En particulier, on a b1 (RCy,) = hb1(Ck) + 2. Il reste & utiliser la propo-
sition 2.1 pour obtenir ’existence d’une surface X,,, dans CP? avec la
méme propriété. [ |

Remarque 5.1. On peut modifier comme dans [I] les triangulations
de Q) utilisées ici afin d’obtenir, aprés déformation, des surfaces X,
vérifiant b (RX,,) = h'' (X)) + a - m® + O(m?) ol a est une constante
strictement positive. Mais il parait clair que ’on ne pourra pas de
cette maniére améliorer un résultat de [B2] ou une famille de surfaces
X, vérifiant by (RX,,) > (% — ¢€) - m3 pour m suffisamment grand est
construite pout tout € > 0 donné.
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