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CONTROLABILITE EXACTE D’UN
PROBLEME AVEC CONDITIONS DE
VENTCEL EVOLUTIVES POUR LE
SYSTEME LINEAIRE DE L’ELASTICITE*

Amar HEMINNA

Abstract

In this work, we examine the exact controllability of the so-
lution of a linear elasticity system, with evolutive Ventcel’s con-
ditions,(see:[3]), in a bounded domain of R3. We use the Hilbert
uniqueness methode,(H.U.M), of J.L.LIONS, (see:[9]); some mul-
tipliers are defined on the boundary; the curvature tensor (see:[6]),
appears when computing some boundary integrals. This work can
be inserted in the framework of the study of the exact controllabil-
ity and stabilisation of various problems with Ventcel’s conditions
(see:[3],[4]).

Résumé

On considere le probleme de la controlabilité exacte de la solu-
tion du systeme linéaire de 1’élasticité, avec des conditions de Vent-
cel évolutives, (cf.[3]), dans un domaine borné de R3. L’obtention
d’une relation, en vue de la mise en oeuvre de la méthode d’unicité
hilbertienne ,(H.U.M.), de J.L. Lions, (cf.[9]), a donné lieu & l'utilis-
ation de multiplicateurs définis sur le bord du domaine; le tenseur
de courbure de la frontiere,(cf.[6]), apparait lors du calcul de cer-
taines intégrales de bord. Ce travail entre dans le cadre de I’étude
de la controlabilité exacte et de la stabilisation de divers problemes
de Ventcel, (cf.[3],[4]).

*Ce travail a été en partie réalisé lors d’un séjour au D.M.I. de I’Ecole Centrale de
Lyon.

2000 Mathematics Subject Classification: 93B03, 93B05, 93D15.
Servicio de Publicaciones. Universidad Complutense. Madrid, 2001

231



HEMINNA CONTROLABILITE EXACTE D’UN PROBLEME DE VENTCEL ...

1 Introduction

Dans ce travail on étudie la contrélabilité exacte de la solution du
systeme linéaire de 1’élasticité, avec des conditions de Ventcel évolutives.
Les problemes de Ventcel sont caractérisés par la présence d’opérateurs
différentiels tangentiels de méme ordre que 'opérateur principal.

Soit © un ouvert borné de R? de frontiére I' de classe C® (pour donner un
sens au tenseur de courbure ¢f.[6]). On note v la normale unitaire sor-
tante. Soit u = (uq, uz, u3) un champ vectoriel régulier défini dans Q; on
pose €;;(u) = 3(u,,+u,,) et o(u) = 2ue(u)+ A(div(u))Is, olt A et p sont
les coefficents de Lamé supposés constants, I3 est la matrice identité de
R3 et U, , = Oyu,. Soit m € I'; on désigne par T, (") le plan tangent en m
a T, m(m) la projection orthogonale sur 7,,,(I'). Soit v € C*(Q,R3); on
pose: v(m) = vp(m) + v,(m).v(m) ou vp(m) = w(m)v(m) est la pro-
jection orthogonale de v(m) sur T, (I'). On note 0y, et 0, les dérivations
tangentielle et normale, (9,,v) 'opérateur de courbure sur I' et 70, vym
la dérivée covariante du champ vp; 9,V et 0, vym sont deux champs
d’endomorphismes du plan tangent. On a alors sur I', (¢f. [1],[7],[12]):

e(v) =ep(v) + ves(v) + es(V) + €, (v)vv (1.1)

2ep(V) = WO VT + TOW VT + 20,00V
2¢5(v) = Oyvy + Ovy — (Omv)ve,  €,(v) = dyu,

(1.2)
et
o(v) =or(v)+vog(v) +os(v)v + o, (v)vw (1.3)

avec

or(v) = 2uer(v) + A(tr(er(v)) + & (v))I2,  os(v) =2pes(v)
o, (v) = 2ue, (v) + A(tr(er(v)) + €,(v))
(1.4)

ou la barre désigne le transposé d’un vecteur, d’un endomorphisme etc...,
I est la matrice identité du plan tangent et “tr” symbolise la trace d’une
matrice. On pose:

o1 (v) = 2R (v) + N tr(ed(v)) I
avec A* = (2Au) (A +2u) "t et €1 (v) = ep(v)
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Soit 77 un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent a I'; la
divergence tangentielle de 77 est le champ de formes linéaires sur le plan
tangent noté divprp défini par:

/diVTTTUTdF =— /(TT s mOpurm)dl,  Yup € D(I',T(T))
r r

ou (7p : wOpmvrm) =tr(rp.wOpvrm) et D(I',T(T)) désigne l'espace des
champs tangents a I' dont les composantes dans une base {ai,as} de
T, (T") sont dans D(I"). D’apres (1.3) on a: o(u).v = og(u) + o, (u)r.
On considere le systeme:

u” —divo(u) =f dans Qr=Qx(0,7),

) + og(u) — divped(u) = gr sur Yr=Tx(0,7T)

ull + o, (u) + 0% (u) : Oy = g, sur Sr (1.5)
u(0) =u?, u(0)=ul dans Q

ur(0) =ug, (up)(0)=uy; suw T

ou (" = 9;), divo(u) est le champ vectoriel de composantes o;; ;(u),i =
1,2,3, divTU%(u) est la divergence tangentielle du champ d’endomorphis-
mes du plan tangent o%.(u) et (o%(0) : Opv) = tr(oh(u).0mv).

Les conditions au bord dans (1.5) sont les conditions de Ventcel évolutives;
elles sont obtenues par passage a la limite dans un probleme de trans-
mission posé dans 'ouvert formé de la jonction de 'ouvert ) et d’une
coque mince Q¢ d’épaisseur € posée sur son bord, infiniment rigide et
infiniment dense, lorsque I’épaisseur € de la coque tend vers 0; elles
modélisent effet asymptotique du raidisseur Q¢ (¢f.[7] pour 'obtention
de diverses conditions de Ventcel stationnaires).

On pose: g(m) = gr(m) + g,(m)r(m) et on prend f = 0 dans (1,5); il
s’agit de trouver, pour des conditions initiales et un temps T conven-
ables , un contréle g tel que la solution u vérifie: u(7T) =u'(T) = 0.
On considere les espaces:

x L2(T,T(I")), (resp. HY(T,T(I))), I'espace des champs tangents
vy dont les composantes dans une base du plan tangent sont dans
L3(T), (resp. HY(I)).

x H =12(Q) x L>(I', T(")) x L*(T)

muni de la norme produit.
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* V={veH'(Q): vy € H(T,T())}
muni de la norme:

1
Ivlly = (I o + Ve B erry)

Nous verrons dans la proposition 2.4 que cette norme est équivalente
a la norme ||.|| définie par:

M= ([ ot etao+ [ohw)s i)+ |v|2>dr>é |
et 'espace:

* V={(vi,va) :vi €V, vy = V1|[‘}

muni de la norme:

| (vi,vo) [ly=v1 [lv
On considere sur ‘H 'opérateur non borné :
—divo(.) 0
A= os(.)  —divpod(.)
o) %) : Oy

de domaine D(A) ={U € V : AU € H}. La norme de D(A) est définie
par:

[(ur, 2| pay = (HUIH%\I + [[divo(un)[f2 )+

N[

—0
los(ur) — leTUT(UQ)H%%r,T(r)) + [low(a1) + U%(u2) : 8m’/||%2(r)>
On montre le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Theoreme 1.1. (i)Sif € L*(0,T;L3(Q)), g € L' (0, T;L%(T)), (u?,u))

€V et (ui,ud) € H alors le probléme (1.5) admet une solution (faible)
unique u telle que:

(u, u|F) € CO([OvT]5 V)N Cl([oa T);H)
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et il existe une constante positive C1 ne dépendant que de ) telle que:
1(a, ) ([ oo 07wy + (0, wip) e 0.7 < Cr (€l 0720+
gl 072y +(u}, wd) (v + [[(uf, ug)llx)

(ii)Si £ € L*(0,T;V), g = fir, (u},u}) € D(A) et (u},u3) € V alors la
solution u du probléme (1.5) est telle que:

(u,up) € C°([0,T); D(A)) N C' ([0, T V)
et il existe une constante positive Co ne dépendant que de ) telle que:

| (a, wip) | e 0,73 D)) + (I (W, u‘/r)HL‘X’(O,T;V) <y (HfHLl(o,T;V)+
+[[(u}, ud)|| pay + [[(uf, ug)lly)

De plus on a:
(u,ur,o(u).v) € C° ([O,T];H%(Q) x H*(T,T(T)) x IL2(F)>
et il existe une constante positive Cs ne dépendant que de ) telle que:

HUHLOO(O’T;Hg(Q)) + [luz |l oo 0,712 (0, (r))

lo(w).)| Los (0,720, 7(1)) <
Cs ([IEll 2 o,z50) + (0}, ud) [ peay + [l (ui, u3)llv)

On considére maintenant le probleme:

@] —diva(p1) = f1 dans Qr,

Oyp +0s(p1) —divrod(p2) = for  sur Y,

(10/2,1/ + 0'1/((,01) + U%(QOQ) : amV = f2y sur ZT, (16)
e1(0) =, )(0)=¢] dans Q

2(0) =9, h(0)=¢y; sur T

et on suppose que ¢¥ = (¢9,09) € V et ¢! = (¢, p3) € H. L'énergie de
la solution ¢ = (1, p2) est définie par:

Ble.t) = 5 [ (olo0) s clon) + 14 dot

1

(1.7)
3 [ (ehe2): o) + 1) ar
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On pose f = (f1, f2) avec fo = for + fov; si f = 0 on dira que le
probléeme (1.6) est homogene; 1’énergie est alors une constante qui sera
notée Ej.

Soit xo € R3; on pose: q(x) = x — xg et R(xg) = Maz{|x — xo|;7 €
Q} ; on désigne par Vr le gradient tangentiel et par Ar le laplatien
tangentiel; on démontre le théoréeme d’unicité suivant:

Theoreme 1.2. Soient ©° = (¢9,¢9) € D(A) et ¢! = (o}, 1) € V.
1l existe trois constantes positives §, v et ¢1, qui ne dépendent que de
Q telles que si Ty = 2R(x0)(V3 + /7) alors Uénergie Ey de la solution
© = (¢1,p2) du probléme homogéne (1.6) vérifie l’estimation:

e e — [

R(x0)y7 "% 2R(xo)V3 T T

gl </E (lp2l? + | |* + 07 (02) : €1(02) + [V |* + |o(p1).v[?) d2>
T

(1.8)

(T —Ty)Ey +

Pour donner un sens au tenseur de courbure on suppose que la frontiere
' de Q est de classe C3 (cf.[6]).

L’estimation (1.8) permet une mise en oeuvre de la méthode d’unicité
hilbertienne, (H.U.M.), de J.L. Lions,(cf.[9]), qui conduit au résultat de
controlabilité exacte suivant:

Theoreme 1.3. On suppose I' de classe C3; il existe un temps

To = 2R(x0) (V& + /7) o § et y sont deux constantes qui ne dépendent
que de Q, un espace de Hilbert F et un isomorphisme A : F — F' qui
vérifient:

(i) Pour tout (p*,—p°) € F' il existe un contréle g = gr + g,v tel que
la solution u du probléme (1.5) avec £ = 0, T > Ty et les conditions
initiales (u,up)(0) = p%  (u,up)’(0) = p' vérifie:  u(T) =u'(T) =
0.

(ii) On pose (9%, ') = A7 (p', =p°) et on note ¢ = (p1,92), (p2 =
¢1)np) la solution du probleme homogéne (1.6) correspondant; alors le
controle g est donné par:

gr = divpa (1) — o117 + Ol 19
_ 0 . / ( . )
gy = —07(p1) : OmV — 01, + O, + Arr,
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O est la dérivation au sens de la dualité, (cf. remarque 5.4.)

Dans ce travail on adopte le plan suivant: Au paragraphe 2 on donne
quelques notations et quelques résultats préliminaires de géométrie in-
trinseque pour les surfaces de R3. Le paragraphe 3 est consacré a la
démonstration du théoreme 1.1. Au pragraphe 4 on établit une identié
qui permet de montrer le théoreme 1.2. Au paragraphe 5 on démontre
le théreme 1.3.

2 Notations et résultats préliminaires

On reprend les définitions et les notations données en introduction. La
convention de l'indice répété est adoptée:

tI‘(T)Z T11 + To2 + ... = T4, V.W = 0;Ww;, U(V) : G(V) = Uij(v)eij(v).
Comme I' est de classe C?, pour tout point m de I' on peut trouver
un C2-difféomorphisme y d’un ouvert I' de R2 (rapporté au systeme
orthonormé (0, &1, £2)) sur un voisinage ouvert de m dans T'. Les vecteurs
a, = 0x /9% (x~1(m)), a € {1, 2} engendrent le plan T,,(T) tangent en
m & I'. On note par T(T") le fibré tangent, (cf.[1],[7],[12]). Soit G le
tenseur métrique associé a x de composantes: go3 = aq.ag, V(a, ) €
{1,212 et (9°%)1<ap<2 le tenseur inverse. La base duale de {an}a—12
est définie par: a®(m).ag(m) = 3, (symbole de Kreonecker).

A un champ tangent v = v®a, on associe, par le produit scalaire de
R3, le champ de formes linéaires: ¥y = v,a® avec vy = gagvﬁ .

Tout champ vectoriel v défini sur I' s’écrit: v = vy 4+ v,v ot vp(m) =
m(m)v(m) est la projection orthogonale de v(m) sur T,,(T") et

vy(m) = v(m)v(m). Soit vy(m) un champ régulier de vecteurs tangents
défini sur I'; on définit la dérivée Op,vp de vp sur I' par: Opvr =
(Oqvr)a®, (On est la dérivée par rapport a £%); c’est une application
linéaire qui applique le plan tangent dans R? et non dans lui- méme. On
définit alors les symboles de Cristoffel Féﬁ par:

Fgﬁ = a)‘7ma75 avec o3 = aiﬁx, a,0=1,2

La dérivée covariante du champ vy sur I' est w0, vp; elle applique le
plan tangent dans lui- méme; si vy = v%a,, la définition des symboles
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de Cristoffel montre que:

TOW VT = (v% + Ff»\v)‘)agao‘.
On définit opérateur de courbure de I" par: 0,,v = (Juv)a”; c’est un
endomorphisme symétrique du plan tangent. Ses valeurs propres sont
les courbures principales de I' (¢f.[1],[7],[12]).
De ovy = 0 on obtient par dérivation v(0p,vr) + Vr(Onv) = 0, ce qui
permet d’écrire la dérivée de v sous la forme:

OmV = WO v — UVT (OmV) + v(Omvy) + vy (Omv)
A un champ scalaire régulier w défini sur I" on associe le champ de formes
linéaires du plan tangent défini par:
(Omw)(m) = w,a(m)a”(m).

Le vecteur transposé de la forme (9,,w)(m) est le gradient tangentiel
noté (Vyw)(m).

2.1 Déformations et contraintes

Soit v : @ — R3 un champ assez régulier; on désigne par V son gradient;
on a sur I' (¢f.[1],[7],[12]):

dv = Vv = 1(0mvr) T + v, (0mv) + (O, vr) v+
v ((Omvy) = VI (Opv) + (9yv,)0)

Les relations (1.1)- (1.4) sont une conséquence directe de (2.1).

Remarque 2.1. Soit v € H'(Q2); des formules (1.1)-(1.4) on obtient:

e(v) s e(v) = ep(v) : ep(v) + 2es(v)[* + e (V)|
o(v) 1 e(v) =2p (er(v) : ex(v) + |6, (v)[?) + 4ples(v)[?
+X (tr(er(v)) + €, (V)2

On aura a considérer les espaces:

Ls(Tr(I')) est 'espace des endomorphismes symétriques de T, (I").
Ls(T(T')) est 'espace des opérateurs symétriques de T(I'); Un champ
7: ' — T(') appartient a Lg(T'(I')) si 7(m) appartient & Lg(7,,(I"))
pour tout m € T'.

(2.1)

Remarque 2.2. (0,,v)(m) est un élément de Ls(T,n(I")); ses valeurs
propres sont les courbures principales de I en m.
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2.2 Quelques espaces fonctionnels

Soit vy : I' = T(I') , vp(m) = v¥*(m)as(m) un champ tangent; On
munit L2(T,T(T")) de la norme:

1
2
||VT||L2(F,T(F)) = </r |VT|2dF)

qui est équivalente a la norme:

1
2
v = (0" ary + 17122

On munit H(I', T(T')) de la norme:

1
2

Ivrllen @y = (1o 1w + 102 ) (2:2)

Un champ 77 : ' — Lg(T(T)) appartient & L*(T', Ls(T(T))) si
1
(rr : 77)2 : T — R appartient & L?(I'); on pose:

1
|7l 2 csrayy) = Il (772 71)2 (| L2y

Remarque 2.3. Sivy € HY(T',T(T)), alors: ep(vy) € L3(T, Ls(T(T))).

Proposition 2.1. L’expression H'H}{l(r 7(ry) définie par:
%
Vel ray = ([ (vel + vr) : v ar)
est une norme sur HY(T, T(T)) équivalente & la norme définie en (2.2).

Preuve. 1l suffit de prouver 'existence d’une constante C' > 0 telle
que:

| vr a0y < CHVTH}Jl(F,T(F)y Vv € H'(T,T(T))

S’il n'en était pas ainsi, il existerait une suite {vk} < HY(T,T(I))
vérifiant:

Ivi lm@eray=1, Yk e N, v§—0 dans  L*T,7(I))
er(vh) — 0 dans  L*(T, Lg(T(I)))
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On pose: v]% = a1 —|—vT ag; les expressions de w0, vrm et du conjugué
d’un vecteur donnees au début de ce paragraphe montrent que:
= e — k . k
MO VT = <v v+ Fﬁrvk"’) gmgugaaaﬁ, d’ou: (vfg"‘ + g’\o‘gguv )\M> — 0
dans L2(T"). En prenant a = 3, on obtient: vkl +vk’2 — 0 dans L2(T)

On a: Jan <'Ug + g/\agﬁuv ) = ganvg + gﬁ,ﬂ} — 0 dans LQ(F)

En prenant (3,n) = (1,1), (8,n) = (2 2) et (ﬁ, 1) = (1,2) on obtient les
limites suivantes dans L2(T): (gnv % —1—921’0 2) — 0 (QQQ’U 2 +921U ) —
0, (gnv —i—gzgv — 0. Posons: WT = QVT = whla; +wh2a,. De VT —

0 dans LQ(F T(F)) et des hrmtes precedentes on déduit que les suites
(wkl), (wk2), (wﬁl), (kaQ) ( —l—wkl) tendent vers 0 dans L2(T).

L’inégalitée de Korn dans louvert ' montre alors que (wkl,wkz) — 0

dans HY(T) x HY(T). D’ott (v*',v*?) — 0 dans HYT) x HY(T) ce
qui contredit la définition de la suite {vA.}.

Proposition 2.2. L’application: vy — vy — divTa%(VT) est un 1so-
morphisme de H*(T',T(T)) sur HS~2(T,T(T")) pour tout réel s > 1.

Preuve. La forme bilinéaire:
B:(vp,wp) — / (VT.WT + a%(vT) : eOT(wT)) dr’
r

est continue et coercive sur HY(I',T(T")) = (H}(T,T(T))) d’apres la
proposition 2.1; alors pour tout f € H— (T, T(I)) il existe un unique
vy € H'(T,T(T)) tel que: B(vr,wr) = (f,wr), Ywre H'(T,T(T)).
avec:

Coll fllz-1 ey < Ivrlle ey < Crllflla-1 @)

ce qui prouve que I'application vy — vp — divTa%(vT) est un isomor-
phisme de H'(T', T(T")) sur H~ (I, T(T)).

L'opérateur vy — divpod(vr) étant elliptique, cette application
est aussi un isomorphisme de H?(T',T(T)) sur L*(T,T(T)). comme
HYT,T(T)) = H}(I',T(T)) on déduit par interpolation que cette ap-
plication est un isomorphisme de H?~*(T, T(T")) sur H—*(T, T(T")) pour
tout réel s compris entre 0 et 1,(¢f.[10]). On termine par interpolation
grace a ellipticité de l'opérateur vy — diVTJ%(VT).
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2.3 Densité et régularité
Lemme 2.1. Soit H(divo) l’espace défini par:
H(divo) = {v € L*(Q) : divo(v) € L*(Q)}

muni de la norme:

NG

1ol predivey = (101220 + I it ()22 )
On peut définir une application continue
H(divo) — H™3(T) x H3(T), v — (v, (0(v).0)r)

Preuve. Soient w € H%(F) et w € H?(Q2) (un relevement continu)
vérifiant @)p = w et (o(w).v)r = 0. Pour v € H(divo) on pose:

(v, w) = /Q (wdivo (v) — vdivo (w)) dz.

On montre que le terme de droite ne dépend pas du relevement w; il
suffit pour cela de prouver que ce terme est nul si w est un élément de
H3(9).

Ce terme est nul si @ est un élément de D(Q2,R?) et par densité il sera
nul pour tout élément de H3($2). On a:

o, w)l < Clwlg o 1ol ivey:
~1v est donc un élément de H_%(F) et on a
aollg-3 ) < Cllvllrdive):
~1 est donc continue de H(divo) dans Hfg(lj) et si v est réguliere on a
Y1v = (o(v).v)|r

Soient w € Hz (T) et @ € H*(Q2) (un relevement continu) vérifiant wyp =
0 et (o(w).v)r = w. Pour v € H(divo) on pose:

(Yov,w) = /Q (vdive (W) — wdive (v)) dz.
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On vérifie, comme précédemment, que g est bien définie et on a:
|(vov, w)] < Cllwllyy 1ol divo)-
Yov est donc un élément de H_%(F) et on a:
00l ey < Cloll vy

vo est donc continue de H(divo) dans H_%(I‘) et si v est réguliere on a
Yov = V|r.

Remarque 2.4. Pour tout élément w € H2(Q) et tout élément v €
H(divo) on a:

<v,0(w).u>H7%(F)7H%(F) —(o(v).v,w) 3 3 =

/ (vdivo (w) — wdive (v)) dzx
Q

Lemme 2.2. Soit H!(divo) = {v € H'(Q): divo(v) € L*(Q)} muni de
la norme:

[N

ol aivy = (10l @) + | divo (@) 2 )
D(Q,R?) est dense dans H'(divo)

Preuve. Soit v € H'(divo), et f = v—diveo(v) € L?(Q); on considere
{fi} € D (Q,R3) telle que: fr, — f dans L2(Q2) et {gx} C D (T, R3)
telle que: gy — vjr dans H%(F,R3). Soit v* la solution du probléme:

vP — dive(v¥) = f, dans Q,
v{? =g, sur I.

On a: {v*} € D(Q,R3),v¥ — v dans HY(Q) et diveo(vF) — divo(v)
dans L2(Q) donc v* — v dans H!(divo).
Corollaire 2.1. L’application:
£:D(Q,R3) — H3(T)
ve— o)y =ocg(v)+o,(v)v
se prolonge de facon unique en une application continue:

H! (divo) — H2(T).
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Preuve. L est définie sur D (2, R3) par:
(Lu, v) = / (divo(u).5 + o(u) : (D)) da
Q

oil v < ¥ est un relevement continu de Hz (T') dans H!(Q); il existe alors
une constante positive C telle que:

| (L) 1< C (el + Idivo () aqay) ol o
On applique ensuite le lemme 2.2.

Proposition 2.3. L’expression ||| . |||v définie par:

v llv=( [ (o) ctwre v Pyt + [ oo e%<v>czr)é (2.3

est une norme sur V équivalente a || . ||v définie par:

2 2 2
v llv= (1 Iy + 1l ve Brageray)
Preuve. On montre qu’il existe C' > 0 tel que:
[vivsCllvilv, VveV

Dans le cas contraire on aurait une suite {v*} C V qui vérifie:

Iv* ) + I VE L erap=1 et |l vF [[lv—0
De l'inégalité de Korn il vient: v¥ — 0 dans H'(Q). Alors v& — 0
dans L?(I',T(I")) et v*¥ — 0 dans L?(T") ce qui joint &: /J?p(vk) :
r
€(vF)dl' — 0 donne: €)(vE) — 0 dans L*(T, Lg(T(T))). La propo-

sition 2.1 montre que: vA — 0 dans HY(T,T(T')) ce qui avec v¥ — 0
dans H'(2) donne une contradiction.

Proposition 2.4. L’expression || . || définie par:

i ([ ot e+ [ o) ) + \v?>czr)é (2.

est une norme sur V équivalente a || . ||v définie par:

N

v llv= (1 Iy + Il ve Brageray)
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Preuve. On sait de [9] qu'il existe § > 0 tel que:

/vaV|2dx < (5(/90(V):e(v)da:+/rlv\2df), vv € HY(Q).

Ce qui montre que ||.|| est bien une norme sur V; pour montrer qu’elle
est équivalente a ||.||yv on suppose le contraire; nous aurons une suite
{vF} C V qui vérifie:

{ IVF Il ) + IVl e ey = 1
[vH — 0

Alors v ‘F — 0 dans L%(T') et €r(vh) — 0 dans L*(T, Lg(T(T))). la
proposition 2.1 montre alors que: v% — 0 dans H'(I',T(T")). Comme
Iinjection de H'(£2) dans L2(2) est compacte on obtient: v¥ — 0 dans
L2(2) (il s’agit en fait d'une sous suite). L’inégalité de Korn montre
alors que: vF — 0 dans H!(€2) ce qui joint & vk — 0 dans HY(T, (T(T")))
donne une contradiction.

Proposition 2.5. On donne ur € H%(F,T(F)) et w, € H%(F) Il
existe v € H2(Q) vérifiant: v = ur, 0,(v) = w, sur I et il existe une
constante positive C ne dépendant que de §) telle que:

IWliezcy < € (IRl gy + 0l ) -

Preuve. Soit wi la solution du probleme:

wy —dive(wy) =0 dans
wir =up, wy, =0 sur I

Alors wy € H2(Q) et ||w1] 2 (QR3) < CHuTH H3 (0,1(1)

On a: o(w).v =0g(w) + 0, (W)v ; soit wy la solution du probleme:

wo — divo(wg) = 0 dans Q
o(wa).v = (w, —o,(wy))v sur T

Alors wy € H?(Q) et
Wl < Clh — ou(w)l g 0

Pour 7 positif assez petit on pose:
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QT"={M :0M =Om + z,v(m),meTl,—n < x, <0}

Soit x € C*°([—n,0]) telle que: x = 1 au voisinage de zéro et y = 0 au
voisinage de —n. Si wor = w§a, on considere ’J}E‘ un relevement continu
de w§ dans H?(Q) puis on pose: wap(m,z,) = X(xl,)izg‘(m,xl,)aa et
w3 = war dans Q7 et zéro ailleurs. Alors ws € H?(Q) et

Wl < Clwlls < Cllws — oy (w3 0
Soit wy, un élément de H2(Q) tel que:
wyyr = 0; (Opwa)r = AM(2p + M)~ lr (TOmwarm)|p et

lwavllzrz(@) < Clltr(@Omwsr)ll ;4 1

On pose: wy(m,z,) = x(x,)wg(m,x,)v(m) pour —n < z, < 0 et
wy = 0 ailleurs. Alors: [[wyl[p2(q) < Cflw, — O'V(Wl)HH%(F).
On termine la démonstration en prenant. V=W + Wy — W3+ Wy.

Proposition 2.6. Soit u € V avec divo(u) € L%(Q2), ur € H%(F,T(F))

et o,(u) € H%(F) Alors: u € H?(R) et il existe une constante positive
C telle que:

[l < C <||Ul — diva(u)|lr2q) + l[urll 3 + llow (W]

H3 (1, 7(I)) H%(F))

Preuve. D’apres la proposition 2.5 il existe v € H?(Q) tel que vy =
ur,o0,(v) =o,(u) et

Wl < € (el 5 ey + o030 )
On pose: u = (u—v)+vetw=u—v;ona wr=00,(W)p =
0 et divo(w) € L*(Q); alors: w € H*(Q), et [wlgz@q) < Cllw —

dive(w)||r2(q),(cf.[11]), ce qui donne:

lullmz) < IVl + IWlh2@) <
C (Hu = divo (Wl + 07l g g + ||Uy(u)HH%(F)>
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Proposition 2.7. Soit
Z ={ueV:diw(u) € L*(Q),05(u)— divpo(u)
€ H3(T,T(T), 0, (1) + 0% (u) : v € H%(r)} :

ona Z CH)Q), ur € Hg(F,T(F)) Yu € Z et il existe une
constante positive C ne dépendant que de € telle que:

Il + 192l g < Cllrs(w) = divraf @l )

Yue Z

H3 (T,1(T))

O (Jha = divo (w)la(e + llow(w) + o) 2 Br ]y )

Preuve. Soit u € Z; d’apres le corollaire 2.1 on a

os(u) € H_%(F,T(F)); de o2 (u) = o (ur)+2put, O+ N uytr(9y,v) Iy
il vient alors X ,

divpod(ur) € H™2(L,T(T)) et donc ur € Hz([,T(T)) d’apres la
proposition 2.2; on obtient o, (u) € H%(F) et donc u € H?(Q) d’apres
la proposition 2.6 et il existe une constante positive C' ne dépendant que
de 2 telle que:

lullie@) < € (I = divo()llga) + larll 3 ey + ||0V(u)HH%(F)>

On montre qu’il existe une constante positive C telle que:

Pl + < Cllors () — divraf()l, 3 0o+
O (la - divo(w) |z + low(w) + o () : v, (F)) . Vuez
Si cela n’était pas vrai il existerait une suite {u*} Cc Z  telle que:

”ukHHQ(Q) = 1, u* — divo(uF) — 0 dans L2(Q),
og(uF) — divrog(uf) — 0 dans H2 (T, T(T)),
o, (uk) + 0% (u*) : 9y — 0 dans H%(F)

(2.5)

En posant: f*¥ = u* — diva(u¥), gh = og(u”) - diVTUOT(uk), gk =

v
o, (uk) + o (") : v et gF = gk + gkv on obtient:

(ut Vo + [ o) s ewldo + [ oh(a): hv)dr =
0 r (2.6)
/ thvdr + / ghvdl', WwvevV

Q T
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{u*} étant bornée dans H2(Q) on a: u* — u € H?(Q) dans H>5(Q)
fort, avec 0 < s < % On peut alors passer a la limite dans (2.6); on
obtient:

o(u) : e(v)dr + / o(u): €1(v)dl =0, VveV

(0, v)Le() + / g
2.7)

Q

En prenant v = u dans (2.7) on obtient u = 0; il vient alors de (2.5)
dive(u¥) — 0 dans L2(Q2). De u* — 0 dans H'(Q) et dive(u¥) — 0
dans L2(Q) le corollaire 2.1 donne: o(u®).rv = og(u”) + o, (u*)r — 0
dans H_%(F); de (2.5) on obtient alors moT(uk) — 0 dans

H_%(I‘,T(I‘)). Comme uf“r — 0 dans H%_S(F), (0 < s < 3), et
o2 (u¥) = o (uk) + ol (ubv) = o (uk) + 2uu, 0y + N uytr(Opv) Iy
on obtient moT(ul}) — 0 dans Hfé(F,T(F)) d’ott uf. — 0 dans
H%(I‘7 T(T")) d’apres la proposition 2.2.

De la derniere limite de (2.5) on obtient alors ¢, (u¥) — 0 dans H%(F)
La proposition 2.6 montre que u® — 0 dans H?(Q) ce qui contredit la
premiere égalité de (2.5).

Soit u € Z; on a dyu € Hz(T); de (1.1)-(1.4) il vient

os(u) € H2 (I, T(T')) d’ott divpol(u) € Hz (T, T(T)).

Comme:

od(u) = oh(ur) + o¥(uyv) = o (ur) + 2u(uy0mv) + N uytr(Omv) s
alors dszU%(uT) € Hz(I',T(T")); la proposition 2.2 montre que

,_.

ur € Hz(F,T( )) et il existe une constante positive C' ne dépendant
que de Q) telle que:

lurl s < Cllur — divro(ur)||

H3 (0,7(T)) H2 (D7)
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On a:

|divrod(ur)] < |[divrath(u) — o5 (u)|

H3(T,T(T)) H%(DT(F))+
[divr 0 w0 3 ey + 1953 ey <

(FT
O (Iallzqe + [divrof(w) — a5,y oy ) <

O (llos(w) = divraf @,y 1.,

low () + o) : vl )

oy T [u — dive(u)l|Lz(o)+

Remarque 2.5. On a: V = D(.A%) et D(A%) ={UecV:AU € V}; Si
(ur,ug) € D(.A%) alors:

o Les propositions 2.2 et 2.6 montrent que uy € HZ(Q) et et il existe une
constante positive C' qui ne dépend que de ) telle que:

i l2g0) < € (I = divor(un)|2, )+

2
2 2
u oy(u
el e ol )
o La proposition 2.7 montre que u; € H2(Q), ugr € H%(F,T(F)) et
et il existe une constante positive C' qui ne dépend que de 2 telle que:

a1 |lg2 ) + [Juzr|, s

Cllos(uy) — dwTa%

<
H3 (T, 1(T)
_|_

(U2)IIH§ (CTI)
0

O (Il = divor(wn) iz + llow () + o (02) : Bl 1)) -

Proposition 2.8. L’injection:

{ D(A2) — H2(Q) x H3 (T, T(T")) x H2(T),
(v1,v2) — (v1, v, vay)

est continue.

Preuve. D’apres la proposition 2.7 il suffit de montrer qu’il existe une
constante positive C' telle que:

3
2

)

lorll2(0) + lloarll 5 < Cloll 43, Vo= (v1,02) € D(A

H3 (T, 1(T)
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: : 3y o
Dans le cas contraire on aura une suite v¥ = (vf,v§) € D(A2) qui vérifie:

o i) + Wbl g ey = 1t 05l 45, — 0
De
—dive (v})
Avk = crg(vl) divrod(vk) eV
o, (VF) + o (vh) : O

il vient

—(divo(vf)r)r = os(vf) — divrad(vy),

—vdive (vi)r = o, (vF) + 0(v§) : Oy
et
H?fklli)(A%) = 0" 1% + [MF[S = [1vF 1 g + 1dive (v]) I o)+

||UQT”H1FT( +||US(U1) dlvTUT(v2)||H1(FT(F))

La proposition 2.7 donne alors une contradiction:

3 Existence et régularité des solutions

Proposition 3.1. Soient f € L2(Q) et g = gr + g,V € H%(I‘) Le
probléeme:

u— divo(u) =f dans

og(u) — divTJ?p(u) =gr sur T (3.1)
o,(u) +0%(): =g, sur T

admet une solution unique u € V; de plus u € H?*(Q) , ur €
Hg(F,T(F)) et il ewiste une constante positive C qui ne dépend que
de Q) telle que:

1
Pl + 0]y, < € (El2co) + D))
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Preuve. Le probleme (3.1) a pour formulation variationnelle:

/ (uv +o(u): e(v)) de + / o (u) : €n(v)dD =
Q T

/fvdx—l—/gvdF, YveVv
Q r

D’apres la proposition 2.3 ce probleme admet une solution unique u dans
V; il suffit alors d’appliquer la proposition 2.7.

Proposition 3.2. Soient f € L2(Q) et g = gr + gv € L2(I'). Le
probléme:
u— divo(u) =f dans
os(u) — divTU?p(u) =gr sur T (3.2)
oy(u) +0%(): =g, sur T

admet une solution unique u € V; de plusu € H%(Q) , ur € H3(I', T(I)),
o(u).v € LXT) et il existe une constante positive C qui ne dépend que
de Q) telle que:

[all 3

H2 (Q) + HU(“)'V”JL? + HUTHH2 7)) = (HfHL2(Q) + HgHL2 )

Preuve. On suppose que f € V' et g € H_%(I‘). Le probleme (3.2) a
pour formulation variationnelle:

/ (uv+o(u):e(v))de + / o(u) : €4(v)dl =
Q r

(£, v)yy + (g,v‘p)Hf%(mH%(F) , VWweV

D’apres la proposition 2.3 le probléeme (3.2) admet une solution (faible)
unique u dans V et il existe une constante positive C' qui ne dépend que
de € telle que:

lully < € (Il + gl )
D’apres le corollaire 2.1 on a o(u).v € Hfé(lﬂ) et

o) vl o+ < € (lally + [divo(w)lz) <

& (¥l + el )
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L’application (f,g) — (u,o(u).r) est donc continue de L2(Q) x
H~2(T") dans H(Q) x H™2(T) .

D’autre part, d’apres la proposition 3.1, cette application est continue
de L2(Q) x H> (I') dans H?(Q) x H> (T"). On obtient, par interpolation,
une application continue de L2(Q) x L2(T") dans H3 () x L2(I).

De (3.2) il vient divro%(u) € L*(I,T(T)) don divrol(ur) =
divpod(u)—divr (2pu,Omy + N uytr(dpv)) € LA(T,T(T)) puisque u, €
H!(T') ; la proposition 2.2 donne alors ur € H*(I',T(T')) et

lar|l g2y < Cllur — divrad.(ur)l 2@y <
+ |los(u) = divrag. (W)l L2r ey + los (W]l 2oy +

[l 5

H2(Q)
| divrof(wm)llzawary ) < C (IEle) + lglem)

Proposition 3.3. Si (uj,ug) € D(A) alors u; € H%(Q) , ugp €
H?*(T,T(T)), o(u).r € LXT) et 'application:

D(A) — H2(Q) x HX(T,T(T)) x L(T)

(ul, u2) — (ul, uor, a(ul).y)
est continue.

Preuve. On rappelle que (u;,ug) € D(A) si et seulement si (ug, ug) €
V et

— dive(uy) € L2(9),
os(w) — divror(us) € L2(T, T(T)), (3.3)
oy (ur) + g (uz) : v € L*(T)

La norme de D(A) est définie par:

[N

—0
los(ur) — leTUT(u2)||%2(r7T(r)) + (o (a1) + U%(UQ) : 8mV||%2(r))
11 suffit alors d’appliquer la proposition 3.2.
On pose: u = uy, ur = u, U = (u,u), g = gr + g,

= (f,g), U° = (u},u)) et U' = (u},ud) alors le probleme (1.5)
s’écrit:

U'+ AU =F, U(0)=U", U'(0)=U" (3.4)
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Lemme 3.1. L’njection V — H est compacte a image dense.

Preuve. On commence par montrer la densité de V dans H; Soit
(v1,v2) € H; On consideére une suite {wh} C D(I',R?) qui converge vers
vy dans L2(T") et uf la solution du probleme:

{ uf — Auf =0 dans Q
k  _ wk
Uy = W3 sur r

alors u§ — uy dans L2(Q2) solution du probléme:

uy — Aug = 0 dans
upr = va sur I'

Soit {w#} une suite de D(£2, R3) qui converge vers vi — ug dans L2(Q).
On pose vi = wk + u§; (vF, Vlf|r) est alors une suite de V qui converge
vers (vi,vs) dans H.

La compacité de l'injection V — H est une conséquence immédiate de
la compacité de I'injection H'(Q2) — L2(€2). Le théoreme (1.1) découle
du théoreme qui suit et de la proposition 3.3.

Theoreme 3.1. On donne: s > 0 un nombre réel , F € LY(0,T; D(A*)),
U% e D(ASJF%) et UL € D(A®). Le probleme (3.4) admet une solution
unique:

U e CO([O,T];D(.AH%)) N CH([0,T); D(A?%)) et il existe une constante
positive C' ne dépendant que de ) telle que:

1U]l

LOO(O,T;D(_AS""%)) + HU,HLOO(O,T;D(_AS)) g

O (1P 0mpeasn + 10Ny gorg,y + 10 Ipeas)

Preuve. L’opérateur A est positif, auto-adjoint; d’apres le lemme (3.1)
I'injection: V — H est compacte a image dense; D(A) est alors dense
dans V et il existe dans H un systeme dénombrable de vecteurs propres

de A complet dans H et dans D(A) . Si AU, = MUy, k= 1,2, ... alors:
UeDA) < > X (U U < +o0,

k>1
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ou ((.,.)» est le produit scalaire de H). Il suffit alors d’écrire explicite-
ment la formule de résolution:

U(t) = ZZO:O COS(t\/E)(UO, Uk)HUk + ZZOZI sin(t\/ﬁ)(Ul, Uk)H\/UT%‘F
t

= /0 sin((t — 8)v/ W) (F(s), U)ot &%d&

Remarque 3.1. Le probléeme (3.4) admet la formulation variationnelle:

{ U"V)+a(U,V) = (F,V), VV = (vi,v2) €V,

U©0) =09, U'(0) = U (3.5)

avec.

a(U, V) = /Qa(ul) €e(vy)dx + /FU%(UQ) : € (vy)dl

Remarque 3.2. On suppose: F € LY(0,T;H), U° € V et U' € H;
lénergie de la solution U du probléeme (3.5) s’écrit:

E(U,t) = 5 (a(U,U) + |U'3)

1
2
4 Théoreme d’unicité
4.1 Une identité

Proposition 4.1. Soient q € W-*(Q), (¢% ¢') € D(A) x V et f =
(f1, f2) € LY(0,T;V); la solution o = (p1,¢92) du probléme (1.6) corre-
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spondant vérifie l'identité:

(4, (@V)e1)ald + (P, (MOmp1rT + 015 (Omy))ar)r |t +
(hor (=P @mar)y [§ + [ o(o1): VaViordudis =

Qr
div y
S = (o) elgn)dade — [ % (uiduunl?+
T ZT

(20 + Vo s+ [ L (nehlon) + rlhlen)ia)  dhlen)+
T
— divrq
01y — (Omv)err|? — |0 ?) dS +/ ; L (1>~

Er

(1) : (p1)) A5 — /E (09(22) : OB (D)t dS+

o

/Z o (2) 1 (TOpmparm + 02,0mV ) TOpmarT) dS+
T

/ O (09(122)(Omr)ar) dS — / 00(01) (g1 )ar+
) Xr

/E (R: U%(‘Pl)) : (801T®(?1T)d2 = / fi1(aV)er1)dz+

T

f27T(778m(P1T7T + (Pluamy)quE - fQV(SOITamV)quE
X7 X7
(4.1)

ou R est le tenseur de courbure de I', (¢f.[6]); c’est un tenseur une fois
contravariant et trois fois covariant de composantes:

Ropy =105 Th0n + 0500, — T2, 15,1 < a,3,7,0 <2

ya,8
Les FKM sont les symboles de Cristoffel, (¢f.[1],][7],[12]).

Preuve. Les calculs qui suivent sont justifiés par le point (ii) du
théoreme 1.1. On multiplie:

La premiere équation de (1.6) par (qV)pi1) et on intégre sur Qr; on
obtient:

div q
(4 (@V)p1)all + /Q (412 = olen) : e(p)) dadi+
T

2
/(0(¢1):quso1)dz+/ qgl(a(sol)ie(@l)*ltp’lIQ)dE*
T S
(0(p1)-)(aV ) g1 dadt = / F1(aV)gr)da
St QT
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La deuxiéme équation de (1.6) par (10177 + ©1,0mV)qr et on intégre
sur X7; on obtient:
(Pops (TOmpr1rT + P1,.0mr)ar)rlf —

g Oop (TOm 7T + @1, 0my) pdS+
T

(¢2) : @O ((TOmp17T + 915 (OmV))ar) dX+
X

os(¢1) (MOmerrT + ©1,0mV) Qrd% =

m\@o\

T

for (mOmprrT + 01,0mv)qrdS
3

La troisieme équation de (1.6) par (—@170mV)qr €t on integre sur Xr;
on obtient:

(‘Plzw (_WamV)QT)F‘g + / ()0/21/ (@87711/) quZ_

S

/2 (09(22) : Ountt) (PTFOmY) ardS—

T

/ 00 (1) (BTTOmV) ardS = — | fou (@TFOmY)ardS
ET ET

La somme des trois égalités précédentes donne:

(@1, (a@V)en)ald + (Phr, (FOme1r™ + ©10my)ar)r|§ +

_ divq
(b, (=217 Omv)ar)r|d + 5 (Ie1* — o(p1) : €(pr1))dadt+
T
o(p1) : VaVerdzdt + %V (a(apl) ce(pr) — ]gp’llz) dxX—
T St

(0(1) 2)(QV)p1dE — / o (1O + Ot A d S

=

Py (— P Omr ) A dS +/ 05(01)(TOmp1TT™ 4+ P1,0mV)apdS+

X

~
oo~

oo (1) (—PTT Ot )t A + / (09(2) : Ounts)(~BTFOm) A d S+
S

J’%(SO?) 0 ((TOme17T + 01, (Omy))ar) dX =

S

fl (qV)gpl)d:z:—F

~

R S A

f27T(7r8m901T7r + <P1u8my)quE + f2l/(_W8mV)quE
X

=]
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On calcule ensuite les différents termes.

/ Oy (TOmPhyrm)ardS =

X

diqu
§ [ onlidaaras = - [ T pas
ET ZT

Sachant que (qV)yp1 = Vi1.q, on obtient de (2.1):

(0(e1).v)(@V)e1 = o5(p1)(TOme17T + ©1,0mV) A+
Uu(@l)(amﬁplu - WamV)CIT + QV(O-((:Ol)'V)aV‘pl

Enfin, un calcul trop long pour étre donné ici, montre que:

o7(02) : WO (TOmpr17T + 010 (Omv))ar) ™ =
o (p2) : (T(Ompar)m + 92, (Onv)) (TOmarT)+ (4.2)

(Onmspn) (03(22) (Omv)air) + 50m((2) : H(p2))ar—

(02 : D) Dmiprs)ar + (R : o (e1) : (17 R ar)
En remplacant les termes précédents par leurs valeurs on obtient:

(@1, (@V)e)ald + (ehr, (TOme1rT + 010 (Omv))ar)r|d —
(¢, (@ITOmV)ar)rld +/ o(p1) : VqVprdadt+

Qr

divq
(Iph* = o 1) : €(pr))dadi+

L2
(Om20) (0 (92) (Omv)ar)dS+

L (a(p1) : elir) — 2o (p1)v) (Bvspr) — | *)dS—

5
T

(02(2) : Ot BTF (Brn) S — /E 0 (21) Omepry ) ard S+
’ divrqry i

(I¢rl” = o7 (1) : €p(ip1))dS+

2

S

(a%(g@) S (TOmparT + 2,.0m V) (MO arm))dE+

(R: o) s (17 R ar)ds = /Q fi(aV)prda+

!

T

—— T — T — T —

27 (TOm 17T + 1,0 V) qrd3 —/ fou (P170my)ardE
T 37

(4.3)
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Les relations (1.1)-(1.4) et la remarque 2.1 donnent:

a(p1) : €(p1) — 2(a(p1)V)(Ovpr) = or(p1) = er(p1)+
205(p1)es(p1) — 205(p1)Oviprr — ou(p1)en(p1) =
(2uer(p1) + Mr(er(w1))12) = er(p1) + Aew(p1)tr(er(p1))+
205(¢1) (€s(p1) — Ouiprr) — ou(p1)e(p1) =
(2ueq(o1) + Mtr(eh(01))]2) = €7(p1)+
H (|am901u — (Omv)prr|? — |az/<P1T|2) — 2+ N0, o1,

D’ou:
/2 (0(p1) (1) = 2(a(p1)v)(Opepr)) dX =

g ((2pet (1) + Atr(ep(pr))iz) = €r(p1)+

(1Ome1s — Omv)orr|* — pldvprr|® — (20 + X)|0,01,]?)dE
On obtient (4.1) a partir de (4.3) et (4.4).

(4.4)

Lemme 4.1. Pour tout champ scalaire n défini sur I' et tout champ
tangent v supposés réquliers on a:

(Omn)vr = tr(vrOmn) et divpvy = tr(mOp,vrm)

Preuve. Si vy = v%a, alors tr(vron,n) = a®(vromn)as = v*0an.
D’autre part (Omn)vr = (9sn)a’(v¥a,) = (Jan)v®, ce qui montre la
premiere relation.

Soit ¥ € D(I') un champ scalaire; par définition on a, (d’apres la
premiere relation du lemme) :

/l/JdiUTVTdF == —/(8m1/})VTdF = —/tT(VT(aml/)))dF
r r r
Or 70 (Yvr)m = vpom + Y (Opvr)m 5 d’ol:

/wdivTdeF = —/t?"(ﬂ'am(i,ZJVT)Tr)dF—i—/@Dt’l“(ﬂ'(@mVT)ﬂ')dF
r r r

Si 7r est un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent a I' et
vy un champ tangent régulier on a par définition:

/diUTTTVTdF = /tT‘(TTTr(amVT)ﬂ')dF
T T
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o
/F pdivpvpdD = /F (dive L) vrdl + /F WVt (w(Devr) )l
On a pour tout wg € D(I', T(I"))
/F (divply)wpdl = — /F (e (B wp)m)dl = — /F divpwrdl = 0,

par définition de divpwyp, d’ou divypls = 0, ce qui termine la
démonstration.

Lemme 4.2. Pourq=Xx—Xo=dqr +qV on a

Waquﬂ' + QZ/amV = D
Vrg, = (amy>qT (4'5)
divrqr = 2 —  qitr(Ony)

Preuve. On a, (c¢f[1],]7],[12]):

WaquT(' + anm% amQu - (8mV)qT )

Vq = 13 et vq\F = < 8qu 8l/qy

Ce qui donne: 70, qrm+q,0mv = Iz et Oy, — (Omv)ar = 0; la premiere
relation de (4.5) est obtenue par transposition, sachant que l'opérateur
de courbure 0,V est symétrique; la troisieme relation découle du lemme
4.1 et de la premiere relation de (4.5).

Proposition 4.2. Soient q = x — xq, ©° = (¢, ¢9) € D(A) et p! =
(pl,0)) € V. La solution ¢ = (¢1,92) du probléme homogéne (1.6)
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vérifie lidentité:
TEy + (¢4, (aV)er + o1)ald + (bhp, (mOmprrT
+01.(Omv))ar + war)rl§ + (b, (=217 (Omv))ar + e2.)rlf =

5[ (bl + 31682 + o) s b))

X7
L S+ uuprsl® ~ B, — G - (uehon) +
Atr(e).(p1))iz) = €1(¢1))dE+
L 5 ehrl = o) : chiea)r(onr)+
2(0%(e1) : (FOmp11T + 1,0m1) Oy + (211 4 A)|0 01| dE+
[ (@) pm@mtands - [ ongrulohion 0nmar)ist

S
[ ovten@nenards— [ ®: o) : (o @aras
T
(4.6)
Preuve. Il suffit de montrer I'identité (4.6) pour (¢, p!) € D(A%) X

D(A) et de généraliser par un argument de densité. On commence par
exprimer la conservation de I’énergie:

Fo= 5 [ (o(e1) s elo) + 1t )i+
3 [ (@) o) + I Par (17)

D’apres la remarque 3.1 ¢ vérifie: (¢”,v) + a(p,v) = 0,Vv € V; en
prenant v = ¢ on obtient: ;(¢’, )1 — ||¢'|13, + alp,9) = 0, dou
la relation d’équipartition de I’énergie:

T
ol = / (KB, — alp.))dt. (4.8)
0

On obtient (4.6) a partir de (4.1) en tenant compte de (4.5), (4.7) et
(4.8).

Soit xg € R3; on pose: q(x) = x —xg et R(x¢) = Maz{|x — xo|;z €
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Proposition 4.3. Soient o° = (¢},09) € D(A) et ¢! = (pl,¢d) €
V. 1l existe trois constantes positives 0, v et co, qui ne dépendent
que de Q telles que si Ty = 2R(x0)(VS + /7) et M = Maz{(1 +
’)/R(XQ))%, 2(R(x0)V/0)™1) alors Iénergie Ey de la solution ¢ = (1, ©2)
du probléme homogéne (1.6) vérifie l'identité:

(\902T|2 + 3|, [*)dS+

X

Q@ S—
/z ) (15 + 1(|0ver7|* = |Omery — (Omv)err|?) dE+
T

[ (@t NIopn — @uot(en) + At (o)B) : dhlpn) dTt

Me, /Z (12 + 04 2)ds + /E 0u(01) Ormiprs)ar+
T

/; q; (("PQTP — 0%(p2) 1 €%(p2))tr(Omy)+
20%(p1) + (TOmp11T + P10 V)Opv) dS+
/Z (02(02) : OV PIT (V) ardE—
/z Onp1(07 (1) (Omv)ar)dE _/z (R:o7(e1)) : (901T®01T)dZ

(4.9)

Preuve.  On majore les termes intégrés de la relation (4.6) par la
méthode de V. KOMORNIK (¢f.[5],[9]). On pose:

g(t) = (80,1 (t)v (qv)()ol(t) + ¢1 (t))Q = (80,1 (t)v (Qk8k¢1(t) + ¢1 (t))Q

( Ok désigne la dérivée par rapport a la variable d’espace xy).
On a:

| (1, (@V)e1 + ¢1) g 16| < 1£(0)] + [£(T)]
On écrit:

Q 1
()] < 5\9@’1(75)% + 5o lakOker () + e1(t)[%
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ol « est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:
|4k k1 (8) + 1[G = lardror ()]G + o1 ()]G + /Q 40k (|01 (1)) d =
2k (O~ 20O + [ aler(oPar <
RisoVor ()~ 241 () + Blx) [ a0

Sachant, (cf.[9]p.231), qu’il existe v > 0 tel que:

|Vol2de < v o(v) :e(w)dr + [ |v2dT ), Vv € HY(Q).
J (/. Jwtr)

on obtient:
00ke1(8) + 21O} < 1RG0 [ o) el — 20+
(Rixo) +9R(x0)?) [ lea(t)Par:

d’ot:

« X 2

0] < Sl + 2L [ (o) - (oo
1 1 !
Sl 0+ 5 (RO + 2R (x0)) [ 0Py

Le choix oo = R(xg),/7 donne:

(01 < Rl (510 + 5 [ alen) s ctona) -

R(Xl)fw |Q+2\1f 1+ 7 R(x0) /m DT <
Rixo)y7En ~ “CPV [ (1) - i () d-
W\@l()\ 2\f( + vR(x0) /’@1 t)|2dr.

@1 r est un élément de H 1(0,T;IL%(T")) qui s’injecte continument dans
CY(]0,T);IL3(T")); il existe alors une constante positive ¢; telle que:

||801H%oo(o7:r;n,2(r)) <a (H@l”%(om;m?(r)) + HQOIIH%Q(D,T;LQ(F)))
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On obtient:
€01 < Rxo) 7o~ DT [ ol 1(0): h(a(t)ar-
1 )
R(Tm\@l(t)\ 2\7 (14+~vR(x0)) /ZT (le1 () + [ (1)]?) dT.
et
(21 (@V)er + en)all < 2R(x0)y/AEo — ————[¢93+
R(xo) /7 (4.10)

C1 2 / 2
(1 9RGa)E [ (er( + 14 (0PN
NaWH !
Pour majorer l'intégrale sur I' on pose: YV = Yr + Y, v avec:

Yr = (TOmprrm + ¢1.0mr)ar et Yy = —o17(0mv)ar.
Soit n(t) = (5, Y + w2)r(t). On écrit:

In(t)] < 2\<Pz( I+ ﬂD’JﬂPz (1)
ou (3 est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:
|V + a()[f = [(FOmprrT + P1.0mv)ar|f + (@17 (Omv)ar |+
o %+ 2 / P17 (mOmerr + ©1,0mv)qrdl — 2/ 02, (P17 Om V) qpdl
= (ROmprrm + o1 dnm)etr R + | @TFOm)ar i + eafft
A On(lerr!)ardl = |(10nerr7 + ¢1.0mv)arlf + [(@170my)arlt—

oal? + / @l o1 2 (O )T + 2o, |2
I
Alors:

n(e) < 5 2<>|%+21ﬂ

1 1
2 2 2
1% (0 — e+ — | @loir|*tr(dmy)dD
26‘ 1T( V)qT|F 25‘ Q‘F QB/I‘q’ 1T‘ 7'( V)

1
|(TOmer1rT + 010, 0mv)ar|f + BWM%JF

D’apres la proposition (2.4), il existe § > 0 tel que:
|(7OmrrT + 0100mV)ar [P + (P17 (Omv)ar |t + / alerr[*tr (Omy)dl
r

< 5R(x0)” ( [ otosetos+ [[(ohen hton + |sol|2>dr)
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Alors:

x 2
(o) < Glesolf + o ([ o) : e

([ohto: o) +eaar) = Sola® + Slen (ol
Le choix 3 = R(x0)V/9 et la compacité de I'injection
H'(0,T; L*(T)) — ([0, T); L*(I))
donnent:
fL 2 /12
O] < AO)VIEY— o0t [ (gt
et

[(h, Y + @2)r|t < 2R(x0)VE —
201

R(XO)\/S Zr

Les estimations (4.10) et (4.11) montrent que les termes intégrés sont
majorés par:

(lprl” + [ 2 )dE

RO0)(v/7+ VO ~ s teblh — 5ol

Mes / (12 + 164 2) d

Er
Ce qui permet d’obtenir l'estimation (4.9).

démonstration du théoreme 1.2

Preuve. On utilise 'estimation (4.9). On a 0Opp1, = Vrel,. De
(1.1)- (1.4) on obtient:

dvorr =l os(e1) + Omv)err — Ve

et
Buory = (21 + N) " o (p1) = Mr(ef (1))
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La proposition 2.1 donne alors:

/ ’81/901‘2(12 < C/ (|VT901V|2+
ET ET

o1]* + 02 (1) : €4(1) + o (p1).v]?) dE
ou C est une constante positive qui ne dépend que de 2.

De 02 (1) = 2uer(p1)+A*tr(€%(¢1))I2 on obtient, grace A la proposition
2.1

| . 8m8011/(0%(901)(8my)CIT)d2’ <C <”VT‘PIV||%2(0,T;L2(F,T(F))+
T
H‘PIVH%Z(O,T;L%F)) + ”901TH%2(0,T;H1(F,T(F))) <

c /E (IVre? + o1 +02(e1) : n) d=
T

Les autres termes de (4.9) sont estimés de fagon analogue en appliquant
la proposition 2.1.

5 Controlabilité

5.1 Reégularité des solutions faibles

Proposition 5.1. Soit f = 0;g, g € L'(0,T; D(A)); alors le probléme:
0"+ A0 = f, 6(0)=06'(0)=0

admet une solution unique: 6 € C°([0,T]; D(A)). 0'(T) est défini comme
élément de V et il existe une constante C' > 0 telle que:

101l o< 0,7:pay) + 10 (T)llv < Cligll L1 0.7;004))

Preuve. On prend g € D(0,T; D(A)) puis on généralise par densité.
Soient « et B définies par:

"+ Aa=g, a(0)=a(0)=0 et

B+ AB = Ag, B(0)=73(0)=0.
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3
2

Alors a € CY([0,T]; D(A
CL([0,T]; H) et on a:

) NCH([0,T]; D(A)) et B € C°([0,T]V) N

||a||Loo(07T;D(Ag)) + ”O/HLOO(O,T;D(.A)) < C”QHLI(O,T;D(A))

181 Lo 0.7y + 18| oo 0,7500) < CllAGI L1 0,000 < CllgllLro,7:0(4))
or§=a douw: 0 € CO([O,T];D(A)) et ||0HLOO(O7T;D(_A))
Cllgllro,r;pay); d'autre part: ¢ = o = —Aa +g
0'(T) = —B(T) € V et

16"(T)[ly < Cllgll L1 o,m;D(A))

IIA

-0+ g d’ou:

5.2 Le probléme adjoint

On donne: T > Ty, ° = (4],98) € D(A), ¢! = (¢1,¢3) € V; soit
© = (1, p2) la solution du probleme homogene (1.6); on pose:

I3 = [ (o) o ol P
T .
Ve 2+ |o(e1).v)?)dE

Proposition 5.2. ||.||# est une norme sur D(A) x V; le complété F de
D(A) x V pour cette norme est contenu dans V x H.

Preuve. D’aprés (1.8) on a: [[(¢% @) |lvxn < Cl(¢%, ¢Y)||# dou le
résultat.

Remarque 5.1. Soit (¢°, p!) € F, ¢ la solution du probléme homogéne
(1.6) correspondant; alors on a @y € L2(S7;R3), 0,01 € L2(Z1; R3) et
Y1 € L2(07 T Hl(r))~

Remarque 5.2. On a:
DA XxVCFCVxH et VxHCF cDA xV.

Proposition 5.3. Soient f € L1(0,T;V) et {6°,0'} € F. Si 0 est la
solution du probléeme:

0" + A0 = f, 6(0)=06° 60(0)=6"
alors il existe une constante positive C' ne dépendant que de Q) telle que:
[ (@00 o) + 10 + 101 + o, 4)

X

(5.2)
|0(61).v]%) d2 < C (|1 £l Lr0.750) + 1{6°, 6" | %)
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Preuve. On pose § = p+ g ou p est la solution du probleme avec
f = 0 et ¢ la solution avec les conditions initiales nulles. Par définition
de F on a:

| @0 o) + ol + 4P + [Tz P
T
o (p1)-v[?) dS = |[{6°, 6"} %
D’apres le point (ii) du théoreme 1.1 on a:
(a1, qur, o (1) v) € C° ([0, T); HE(Q) x HA(T, T(T)) x LA(T))
et il existe une constante positive C' ne dépendant que de €2 telle que:

| + llarr [l Lo (0,712 (0, (0))) +

Lo (0,TH3 ()
lo(q1)-vl Lo 0,r2r)) < Clf Lo,

/E (o%(a) : () + |l + a2 + [Vrau |+
T
lo(q)vI?) dS < C|| fll 10,

On donne (g, p1) € F et on apelle ¢ la solution du probleme ho-
mogene (1.6) correspondant. Soit (f,{6°,6'}) € L'(0,7;V) x F; on
considére la forme linéaire L définie sur F par:

L(f.{6°.6')) = — /2 (9(01) : 4(61) + 0161 + 5,6+

] (5.3)
V7o Vo — (o(e1)v)(o(6h)v)) dE

ou 6 est la solution du probleme:
0" + A0 =f, 6(0)=6° @'(0)=6"

Proposition 5.4. II existe 1» € L>(0,T; V') et (p*, —p°) € F' uniques
tels que:

T
L(f790391):/0 (@), fO)vrv) dt — (p1,6%) + (0°,60%)  (5.4)
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pour tout (f,{6°,0'}) € LY(0,T; V) x F et il existe une constante positive
C ne dépendant que de § telle que:

%[l o< 000y + 10" =)l < Cl{°, o'} (5:5)

Preuve. d’apres la proposition 5.3 on a:

IL(f.A6%, 0 1) < C (IH0°, 0" 7 + Il 0m0)) 9% 0 HIr

d’ou Pexistence et 'unicité de (v, {p, —p°}) € L>(0,T; V') x F' vérifiant
(5.5).

Remarque 5.3. ¢ est solution formelle du probléme:

(Y] — divo(¢1) =0 dans Q
Yor + os(¥1) — divrog. (o) =
divpod (1) — o170 + Ol sur B
by + v (1) + o (¥2) : Omr =
—0(p1) : Omv + Oupl, — p1v + Aripr,  sur Xr
V1 — Yo =0(p1)v sur Xp
Y0)=p" W(0)=p' ; YT)=¢(T)=0 dans

Afin de montrer que 'on peut donner un sens aux valeurs de ¢ et
¢’ aux bornes de 'intervalle (0,7") on va utiliser le résultat de régularité
des solutions faibles obtenu a la proposition 5.1.

Proposition 5.5. La fonction 1 définie a la proposition 5.4 est telle
que:

P € WE(0,T; D(A)), de plus (0) et ¥'(0) sont définis et on a:
$(0) = p°, ¢'(0) = p'; »(T) = ¢(T) = 0.

Preuve. On prend f = 0;g dans (5.4) avec g € L'(0,T; D(A)) et
{6°,0'} = 0; L(f,0,0) a encore un sens d’apres les propositions 5.1 et
3.3 et on a:

IL(£,0,0)] < Crll(«°, @")I#lgll 2 0.1:00))

ce qui montre que ¢ € W(0,T; D(A)’) et donne un sens & 1(0) et
(T) comme éléments de D(A)". Afin de donner un sens & ¢'(0) et ¢'(T)
on procede comme dans [9]. On introduit les fonctions propres de A:

Am = Am, m € D(A).
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Si f(t) = g(t)m, g € D(0,T), 8° = a®m, 6! = a'lm, (a®,al) € R?, alors
la solution du probléeme:

0" + A0 = f, 6(0)=06° #(0)=6"
s’écrit: 8 = hm avec:

' +Ah=g, h(0)=a’ N (0)=a'

en posant:
o(t) = —/90/1m1df, et
r

&) = — / (02(01) : (m1) + prmi + Ve, Vrmy, )dl—
r

/ (0(01) 0) (0 (1m1) )dS
N

on obtient:

T T
/ (¢, m)(R” + Ah)dt + a1 (p°, m) — ap(pt, m) = / (Coh + &1h)dt.
0 0

Comme h,ap et «; sont arbitraires, (1, m) vérifie:

(wv m)” + )‘(wv m) =& — 8t&)
avec: &,& € L2(0,T); cela donne un sens a (v, m)'(0) et (¢, m) (T)
(¢f.19]), et on a:
(o, m)(T)W(T) = (¢, m) (T)A(T) + (¢, m)"(0)h(0)—
(¢, m)(0)r'(0) = h(0)(p",m) — h'(0)(p%, m)
comme h est arbitraire, on obtient les valeurs annoncées.

Remarque 5.4. Précisons le sens des conditions vérifiées par 1.
o divpod(p2) est un élément de L*(0,T : H~Y(I',T(T)) défini par:

(divTJ%((pg),UT> = —/ J%((pg) : W(@m’l)T)WdZ
S

pour tout élément vy € L2(0,T : HY(T,T(T)).
o O est un élément de (H'(0,T; L*(T,T(T)))) défini par:

(D, vr) = —/ O ipdS, Yor € HY(0,T; L*(T, T(I))).

X
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oAry, 1 est un élément de L2(0,T; H-Y(I)) défini par:

(Argr,v) = — | Ve, Vrvds, Yo € L2(0,T; HY(T)),
S

(Hy(T) = HY(I))

5.3 Le contréle

Fin de la démonstration du théoreme 1.3.
Soit: A: Fr— F',  (¢%¢!) — (¢'(0), —1(0)) out ¢ est définie par
(5.4). L’opérateur A est un isomorphisme de F —— F'; en effet:

(M, 0 {0 —( '(0), %) —
(1(0), ") = —L(O o) = H{w o' HF

On conclut grace a la symétrie de A.

Soit {p', —p°} € F' et (¢°, ') = AH{p!, —p"}; soit ¢ la solution du
probléme homogene (1.6) avec les conditions initiales (©°, o1). 11 suffit
de prendre u = v ou ¢ est définie par (5.4); le controle g est donné par
la remarque 5.3.
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