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DISTRIBUTIONS GAUSSIENNES ET
TEMPS LOCAUX D’INTERSECTION

H.OUERDIANE et A. REZGUI

Abstract

Let (€2, F,P) be a probability space and {X;, t > 0} a stochas-
tic gaussian process. Using white noise tools we give a mathemat-
ical meaning to this formel expression,
fol fol (X — Xs) dsdt, as a Hida distribution, this to exprime the
intersection local time of any gaussian process.

As an example we study Brownian motion and Ornstein-Uhlenbeck
process.

1 Introduction

Soit (£2, F,IP) un espace probabilisé et {X;; ¢ > 0} un processus stochas-
tique continu & valeur dans R¢, d > 1. On définit pour B borélien borné
de Rgr et pour presque tout w € 2, la mesure up de R4, dite mesure du
temps local, par :

pB(l) = X {(t,s) € B; X; — X, € T'}

o1 T est un borélien de R% et ol A, est la mesure de Lebesgue de Ri.
Si de plus pour presque tout w € 2, pp est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue Ay de R?, on définit alors le temps
local du processus {X;} par:

dup
B) = —(z).
a(m) ) d>\d (:E)
Il se trouve alors que I’existence d’un tel temps local dépend non seule-
ment du processus {X;} mais aussi de la dimension d.
Par exemple si { X;} est un mouvement Brownien, le temps local n’existe
que pour d = 1,2 et 3 voir [12],[2].
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D’autre part le temps local a(z,B) exprime intuitivement le temps
que le processus {X; — X }¢ >0 passe au point z, pendant la durée
B, ce qui nous permet de donner un sens & l'expression informelle
“[5 6z(Xy — X) dsdt” par oz, B), ou §, désigne la mesure de Dirac
sur R%, au point z.

Lorsque z = 0, fB do(X: — Xs) dsdt exprime donc le temps que la tra-
jectoire {X;(w)}i>0 passe en se rencontrant elle méme et ceci pendant
la durée B. Cette quantité, dite temps local d’intersection du processus
{X:}, a fait I'objet d’étude de plusieurs auteurs surtout dans le cas ot
le processus {X;} est le mouvement Brownien multidimensionel {B;}.
A partir de maintenant on note dg par 4.

S.Varadhan dans [13], traite le cas d = 2 et montre que:

§(B; — Bs) dsdt = a(0,Ag) = +o0o0 P — presque partout (1)
Ag
ot Ay = {(t,s) € [0,1)%; s < t}.
Néanmoins, il trouve une suite (Ci)r>0 de Ry tel que

/ 9k (By — Bg) dsdt — Ck (2)
Ao

converge dans L2(§, IP) vers une limite non nulle et ot les fonctions g
sont définies par: ,
gr(z) = oo T

T
La suite de mesure my = gxdx converge étroitement vers la mesure de
Dirac 4.
J.F.Le Gall, retrouve dans [7] la renormalisation (2) de S.Varadhan. Plus
précisément il détermine explicitement la suite (C}) ci-dessus et montre

que:
1

|z |
converge dans L%(Q2,P) et P—presque partout quand z — 0 (toujours

dans le cas d = 2).
M.Yor dans [15], démontre dans le cas d = 3 que

{27r / / By) dsdu — ﬁ} (@)

/ 62(B, — By)dsdt — —log (3)
Ag 27‘(

log]—[
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converge en loi vers le mouvement Brownien unidimensionel (f;);>0
indépendant de (B;)¢>0.
H. Watanabe dans [1:1], utilise une approche complétement différente.
En effet il considére ’espace du bruit blanc (S'(R),~) ol le mouvement
Brownien unidimensionnel s’écrit By(w) = (w, 1), puis démontre que
L= fA2 §(B¢ — Bs)dsdt est un élément de (S)* I'espace de distributions
de Hida [4][8].
Dans (1], M.Faria, T. Hida, L. Streit, H. Watanabe généralisent cette
méme approche pour étudier le cas du mouvement Brownien multidi-
mensionnel et ils démontrent un théoréme qui donne le lien entre la
dimension d > 1 et le nombre N de chaos qu’il faut retrancher de
L = fAz §(B; — Bs)dsdt pour que I’expression obtenue notée L(V) ait
un sens comme étant un élément de (S)*.

Dans ce travail on commence par généraliser les résultats obtenus
dans [1] en remplagant le processus du mouvement Brownien {B,}, qui
s’écrit comme fonctionnelle du bruit blanc

Bt(w) = ((wla 1[0,t]>1 R <wd1 1[0,t])) jwi € SI(R)
par un processus quelconque

Xt(w) = ((wla(ptl)a Ty (wdago(ti))

avec @(u) = (¢f, -, ¢f) € L2(R,du)? Vt > 0 et de plus pour tout u
de R l'application ¢ — ¢;(u) est mesurable. On pose:

d ) d .
el = ZISO{h = Z/nga{(u)Idu

d ) d .
loel2 = S I0i]2 = ]Ezj /R I () 2.

j=1
On montre un résultat, voir (théoréme 2) qui met en relation la di-
mension d de l'espace, et le nombre entier N. Plus précisément on
_ 2N
montre que si Ift—sowlsdliw € L'(A,), lintégral de Bochner L(2N) =
t—%slg
Ja, 0®M(X; — X,) dtds est une distribution de Hida i.e LZ2N) est un
élément de (9)*.
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Par ailleurs on démontre un résultat (théoréme 3) analogue & celui
de J.F.Le Gall [7] (corollaire 2.3 page 323) dans le cas du mouvement
Brownien plan. Plus précisément on montre que L, = fAz 6, (By —
B;)dtds est une distribution de Hida pour z # 0 et que

1 1
Lz - ;log(m)

converge dans (S)* vers 5-(log2—1—c) + L3 o1 ¢ la constante d’Euler.

2 Temps local d’intersection en analyse gaussi-
enne

2.1 Elément d’analyse gaussienne
On considere le triplet de Gelfand réel suivant:
S(R)? = L’ (R)! = S'(R)¢, d> 1 (5)

L2(R)? est muni du produit scalaire suivant:

d
(f,g)=j§ /R £3(w)g; (w)du (6)

La dualité, entre S(R)% et S'(R)? est définie d’une facon naturelle par:

d

(w, f) =" (wj, f5) (7)

=1

ot w € S'(R)% et f € S(R)?. On définit la mesure gaussienne ~ sur
S'(R)? par sa fonction caractéristique:

o) = / D) dy(w) = ¢4 (8)
S’(R)d

L’espace gaussien (S’(R)%,v) est dit espace de bruit blanc multidi-
mensionnel. On obtient ainsi I’espace de Hilbert complexe suivant:
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(L?) = L%(S'(R)4, dvy) qui est isomorphe par I'isométrie de Wiener-Ité-
Segal [4](8], & ’espace de Fock symétrique:

+00
(L2) ~ (Fock(LQ(R, dt)))®d N (@ symLz(Rk,k!dkt))@’d (9)
n=0

Gréce & cette isométrie on montre que tout élément ¢ € (L?) admet un
développement en chaos de Wiener:

+o0
p(w) =D (w5, Fy) (10)
n=0

®d
avec F = {Fyz; i = (ny,---,nq4) € IN%} € (Fock(LQ(R, dt))) , appelé
noyau de ¢ et pour tout f = (fj)i<j<q € S(R)¢

(: w®7, FO7) Fwl o £

J J

I
; a

<.
Il
—

| f5 ™ fi
T Hp (wj, —=—1——)
2% V2L g
ol (Hp,) désignent les polyndmes d’Hermite usuels.

On considére la suite (Ak)kzo, d’opérateurs de L2(R)d, ou A est défini
par:

Il
.EQ_

<
Il
-

2

Af = (Afihgisa avec Afy = (— 2o+ 105 ()

Puis en considérant leur seconde quantification, on obtient une suite
d’opérateurs sur l'espace (Fock(L?(R,dt)))®? et enfin en utilisant I'iso-
métrie (9) on obtient une suite (I'(A*¥)),., d’opérateurs sur P’espace
(Z?). i

On définit alors ’espace de fonctions test suivant:

($) = limproj, _(S)x ot (S)x = D(T(4¥))

Autrement dit, un élément ¢ de (S) vérifie:
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et pour tout p > 0,
+o0
> il Frl2 < o0
n=0
On montre que I'espace (S) ainsi construit est un espace nucléaire réflexif
et par suite:
(S)* fort = limind_, 4 oo (S) _%

Les éléments de (S)* sont appelés distributions gaussiennes ou distri-
butions de Hida. Ces espaces ont été introduits par Hida dans [4] et
ont été étudiés, caractérisés et généralisés par de nombreux auteurs,

[11])(9](8]6]- - -

Tout élément ¢ € (S)* s’écrit comme une série formelle de chaos de

Wiener:
+o00

$w) =D (w1, ) (12)

=0
ou les (¢;) sont des noyaux distributions tempérées, et la dualité entre
(S)* et (S) notée ({.,.)) prolonge le produit scalaire de (L?):

() = Zn (b7, o) (13)

ou @ est donnée par (10) et ¢ par (12). On caractérise les fonctionnelles
du bruit blanc par leurs actions sur les exponentielles de Wick notées
cel ) et qui sont données par:

ewf) . = Z?(:w®ﬁ:,f®ﬁ)

Définition 1. Soit ¢ =Zf_l°=°0 (w®:67) un élément de (S)*
i) On définit la fonction de S(R)? par:
S@)(f) = ((dy: € 1)) = > (s, 17
i

et la transformation qui a ¢ associe S¢ est dite la “S-transform”
ou transformation chaotique de ¢.
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i) Soit k un entier > 1, on définit ¢*) € (S)* par:

¢ w) = D (w®,5) (14)

n;n>k

ot n = || est la longueur de 7.

Définition 2. Une fonction G : S(R)¢ — C est dite U-fonctionnelle
st
i) G(\f1 + fo2) est entiére en X pour toute f1, f € S(R)?.
it) Il existe c1,co > 0 et p > 0 tel que | G(f) |< crec2l AP 13, Vf €
S(R)<.

Théoréme 1 (de caractérisation). Les deuz assertions suivantes sont
équivalentes:

i) G est une U-fonctionnelle.
it) G est la S-transformée d’une distribution gaussienne ¢ élément de

(8)"

Remarque. Le théoreme précédant a été démontré dans le cas d = 1
dans [11] et dans un cadre beaucoup plus général dans [9]. Le corollaire
suivant (voir [1] corollary 1, [14]), constitue 'outil fondamental de ce
travail.

Corollaire 1. Soit (2, B,m) un espace mesuré et

p: Q@ — (9)*
A—)(ﬁ,\

On suppose que la transformée chaotique de ¢y, Sy vérifie:
i) S¢a(f) est mesurable en A, pour toute f € S(R)<.

it) Il existe p > 0 indépendant de X, deuz fonctions cy et cp de A\ avec
c1 € LY(Q),co € L®(Q) tel que:

| SPA(f) < cr(V)e2MIA S v £ ¢ §(R)
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alors ¢ est intégrable au sens de Bochner, dans un certain (S)_4 i.e

/mwe@*
Q

S%ﬁwwn=45mmw

2.2 Application au temps local d’intersection

Soit ¢ > 0, la fonction 1,4 est un élément de L?*(R, du) donc on peut
Papprocher par une suite de fonctions de S(R), ceci permet de définir le

mouvement Brownien comme fonctionnelle du bruit blanc, (S” (R),*y)

(v étant la mesure gaussienne standard), B = (w,1[,4), Yw € S'(R)
([4)(8))-

En utilisant le fait que la transformée de Fourier de ¢, F(6)(£) = 1, on
obtient formellement 1’égalité suivante:

1 :
6(Bt — Bs) = 6({w, l[s,t])) = on /R el(w’l[s"]xdﬁ (15)

Ainsi en regardant I'intégrale formelle figurant dans (15) comme étant
une intégrale de Bochner, il est possible de donner un sens & 6(B; — Bs)
comme une distribution gaussienne.

On va donc dans la suite étendre les résultats obtenus dans [1] & des
processus plus généraux que celui du mouvement Brownien.

On définit pour cela la famille de fonctionnelles du bruit blanc & valeur
vectorielle:

Xt(w) = ((wlv (potl)a ey <wda(|of‘,i)) = (w,(P) (16)
olt oy = (¢}, -+, 9%) € LR, du)?, Vt > 0 et tel que pour tout u € R

Papplication: ¢ — ¢;(u) est mesurable.
Exemples.

1. Sigi = 10,9, V2 = 1,...,d alors {X;} est un mouvement Brownien
multidimensionnel.
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2. Si gt = e*’\‘l]_oo,t](u)e’\”,‘v’i =1,...,det A > 0 alors {X;} est le
processus d’Ornstein-Uhlenbeck de parametre A.

Proposition 1. L’intégral de Bochner:

1 (X —
§(Xy — Xs) = W/Rd et Xt XS)dé

est un élément de (S)* lorsque |pr — @slo # 0, de plus

1 1 —1(f, 0t — ps)3
7 gerp(—- 3t
271'2,‘Pt—90s|0 |‘Pt_<Ps|o

S(6(Xe — X))(f) = (17)

avec

d
- 2 = (u) (¢! — @) (u)du}?
(oot — 05)2 ]Z;:{/R £ ()] — @2 (u)du)

Démonstration. On commence par calculer la transformée chaotique
de la fonctionnelle du bruit blanc e®(Xt=Xs)

d 3 .
S(eiE(XQ—Xs))(f) — S(H eifj(h}j,(p%—(pﬂ))(f)
j=1
= e:2—152|505"W|c2)eif(fy<ﬁc—(ﬂs)o

- 2 . N
or [ £(f, 0t — s) IS 162 | or — s |2 +(|%":t:’%gﬂ, on obtient donc

(frot—vs)E

| S(eXe=X)y (£ |< e~ 1€210t—0s13 o Tor—ps13

I’application
¢ — em€leesld ¢ LYRY, de)

pour ¢y # s

d
— P (u) (@ — o) (u)du}?
(f, 00 — @32 g{/R F3(w) (] — @) (u)du)

IN

d
loe—es 8> 1 £i 1

j=1
| ot — s 5] £ 15
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finalement on obtient
| S(eX¥Xe=Xa)y () |< e~ 7€ Ive—walilf1G
ce qui entraine, d’apres le corollaire 1 que §(X; — X;) € (S)*

SOXe =~ X)) = g [ SEER X g

1 / e~ 3E le—pali+ilhi ol oo e
27 R ’

d

= 11

j=1

_ ¢ 1<fJ’90{_‘10-]S>3
1l

1 -
/_27'( I Pt PLs I[] ( 2 |<Pt — Qs I% )
1 1 -1 (fa‘/)t_(xps)g
= ezp(——————35)
(2m)4/2 | oy — s |8 2 oe—os s
Une fois 6(X; — X;) bien définie, on veut définir:
L= / 0( Xy — X)) dsdt
As
comme une fonctionnelle du bruit blanc, or
dsdt
E(L) = / S(5(X, — X,))(0) dsdt = / = +oo
s ) 8. (22|01 — slg

pour les deux cas cités dans I’exemple ci dessus et pour d > 2. Donc
L ¢ (S)*, par suite on étudie la renormalisation LZN) N > 1 (définiton
1.ii)) de L. Ce théoréme exprime la relation entre N et la dimention d.

Théoréme 2. Soit Xi(w) = ((w1,01), . (Wa, ©F)) tel que o =
(.-, 9f) € LAR,du)? VYVt >0 et Vu € R Uapplication: t —s o (u)
est mesurable.

Si de plus
l Pt — Ps ﬁN 1
€ L' (As)
’ Pt — Ps g+2N
alors
LN = [ sCN (X, — X,)dsdt
As
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*

est un élément de (S)*.

Ou 6C@M) (X, — X,) est la distribution de Hida définie en appliquant
la définition 1.ii) & 6(X; — X§).

Démonstration. D’aprés la proposition 1 on a:

1 __L(fuvt—iﬂs)gz
S(J(Xt - Xs))(f) = 5 1 de 2 let—wsl
(2m)2 | e — s 1§

1 27
= G g,;,n'znot 7/ (e =l

S(é“”’(Xt - X, ))(f) =

)™ (f, 0t — ps) "

1
(27T)d/2|<m n:L':N il 2|‘Pt s[5

oo =03 =11 [ 55606 ~

d
| (Froe— )3 1< [T supa | £5(u) 7] & = o |2
j=1

d

<lot = s [7" ] (supner | f5(n) 1)
=1

on obtient donc
| SN (X — X))(f) I<

1 —oi P i
i, 2 n'(z'f’fphtwL) H(Supulfy e

1 I(IDL_SDS I% 22] llf]loo

= 2n)f [ — s [TV

Alors comme

| e — s |3V .
| ¢ — o |2 € L'{4)
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on aura

LM = / 52N (X, - X,) dsdt € (S)*
Ag

Corollaire 2.

1. Si {X;} est le processus du mouvement Brownien {B,;} alors:
LCeN) = [ 6CN)(B, — B,)dsdt
Az
est un élément de (S)* pour 2N > d — 2.

2. §i {X.} est le processus d’Ornstein- Uhlenbeck:
LeN = / §CN)(X, — X,) dsdt
Az
est un élément de (S)* pour 2N > d — 2.

Démonstration.

1. 8iXy = Byalors pr = (1[04, -+, 1[o,¢y) donc | 0z —s o= \/d |t — s |
et | v — s 1=d |t — s | par suite

2N
o el -t e
sl0

pour 2N > d — 2, (on retrouve ainsi le théoréme 2 de [1]).

2. Si {X.} est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck alors
pe(u) = e"\(t_“)(l]_oo fo°" "> Lj—c0,g)s A > 0 donc
(ol — @Al = 21— e M=) m gt sl = 1, d
lor — wsht ’12d|t‘3| 1
ol — @hlo = [ Hne s ~ sl vy =14

(dft— SI)

lot — pslo =~ et par suite

oy — SosﬁN AN+d N4 N-— 1
—_ —~2 d" " 2|t—s| € L' (Az) pour 2N > d—2
|<Pt @ 8“"
S
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Remarques.

1) Il y a une ressemblance entre les résultats déja obtenus sur le temps
local d’intersection et nos résultats, en effet lorsque d = 1, 2N > —1 et
donc N = 0 par suite L = fﬂl fol d(X¢ — Xs)dsdt € (S)*, ceci rejoint les
résultats de [3][5].

2) Sid = 2, donc N=1 et par suite il suffit de retrancher I'espérance, ce
qui rejoint parfaitement la renormalisation de Varadhan [13][7].

On va maintenant, démontrer un résultat analogue & celui de [7]
corollaire 2.4 dans le cas ou le processus {X;} est le processus du mou-
vement Brownien plan {B;}. Pour cela, on commence par donner deux
propositions qui restent vraies pour d quelconque.

Proposition 2. Soit z € R, on désigne par &5 la mesure de Dirac de
R¢ en z, alors

61-(B¢ . Bs) — 1 / eif(Bt—Bs)e—ifEf d& € (S)*
R4

(2m)4
de plus
1 —z? ftfdu (ftfdu)2
S(6z(By — Bs))(f) = exp{ + 32 -5 :
: ’ @nlt—s)F  lt—sl  Tlt—s| 2]t —s }
(18)
Proposition 3. Soit z € R% — {0}, alors
L, = 0z (Bt — Bs) dsdt € (S)*
A2
et
22
=
E(L;) =/ —— dsdt (19)
Az (27r]t — S|)7
On suppose maintenant que 'd = 2.
Théoréme 3.
1 1
L. — Zlog(—
z = —log( le)
363 REVISTA MATEMATICA COMPLUTENSE
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converge dans (S)* vers
1
5-(log2 —1~¢) + L® (20)

ot ¢ est la constante d’FEuler.

Démonstration. On montre d’abord que

2
— T

e2lt—s]

0z (Bt — Bs) — ot = 5]

converge dans (S)* vers 6®) (B, — By), en effet :

2

-z

e =T
0z (B — B - —
S~ BN = 5o
converge quand z — 0 vers
1 _ (S fdu)?
- - 2le=s]  — ]
ot — 5] }

qui n’est autre que la transformée S de 6*)(B, — B,). Ce qui implique
en utilisant le corollaire 1 et le théoréme de convergence dominée pour
les intégrales de Bochner que:

2

ezl_t—iSI
L, —/ ———dsdt
Ao 27Tlt - SI

converge dans (S)* vers L(?). Pour finir la démonstration du théoreme
3, on utilise le lemme technique suivant:

Lemme 1. [15]

_z2

RIER 1.1 1
/ S dsdt — —log— — —(log2 — 1 —¢)
A, 27|t — 5| w7 |z 27

guand x tend vers zéro, ot c¢ est la constante d’Euler.
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