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ALGEBRES DE LIE LIBRES ASSOCIEES A
UN SYSTEME DE PFAFF

Amina OUAZZANI

Abstract

By using an invariant related to free Lie algebras, we give a
criterion of non existence of isomorphism for the Pfaffian systems.

1 Introduction

Le but de ce travail est de mettre en évidence un critére pratique pour
montrer la non isomorphie de certains systémes de Pfaff. Comme appli-
cation on montre que les deux systémes de Pfaff

wy = dy1 + yzdyg w; = dy1 + ygdyg
(S1) =< wo = dyz + yadys (S2) =< we =dy2 + yadys
w3 = dy3 + ysdyy w3 = dys + ysdys

& cinq variables ne sont pas isomorphes. Cette propriété, qui avait
échappée a Elie Cartan avait été relevée pour la premiere fois par Gi-
aro, Kumpera et Ruiz ([4]). Nous Pappliquerons également & certains
systémes de Pfaff & six variables.

2 Définition de l’invariant : g(5)

2.1 Rappel

Soient (S) un systéme de Pfaff, z € R* , U un ouvert contenant z et
w1,...,w, des formes de Pfaff définies sur U telles que le systeme (S)
soit défini dans U par les équations
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3 Etude de la non isomorphie des systémes (5;)
et (SQ)

Soit (S) un systéme de Pfaff défini dans U C R® de rang 3, de classe
5 représenté par les formes {w;,ws2,w3} dont les dérivées extérieures
vérifient

dwy =0 mod(D'(S))

dU.)Q = w3 Awy mod(Dl(S))

dws = wy Aws mod(S)

Le premier systéme dérivé D!(S) étant supposé engendré par {wy,ws}-
Les formes w4 et ws sont des formes de Pfaff linéairement indépendantes
de wy, wy et ws.

Le deuxiéme systéme dérivé D?(S) = {w;}. Supposons dans ce cas
cl(D?(S)) = 3.

Proposition 3.1. ([3]) : Tout systéme dans R5 vérifiant les conditions
ci dessus est isomorphe a (S1) ou (S2)

Proposition 3.2. Les systémes (S)) et (S2) ne sont pas localement
isomorphes.

Démonstration. Le noyau de (S;) est engendré par les champs de
vecteurs

2 5%5_ 3 a2 Iel
Xo = g0 —Uspy; + YaUsg,; T Y2Usp,s

tandis que celui défini par (S3) est engendré par les champs de vecteurs

X1 = g
Y, = ay _ a _, 08 _ . 0
2= By; ~ Ysay, T Yiay; T Y23,

On a les relations suivantes :
(X1, Xo] = _a% +yag0; + Yoz = X3
(X2, X5] = 3—y28= X4
(X3, X4) = —g5; = X5
[X2, Xa] = —ys 59 = Y5 X5 = Xo
[X1, Xe] = X5
Les autres crochets non définis étant nuls; I’algebre de Lie £(S1)(X1, X2)
est une algebre de dimension finie égale a4 6. On a également
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[X13Y2] = _5% - Y3

[Ye,Ys] = -5 = Yy

[Yo,Ys = — 5% = Y5

les autres crochets non définis étant nuls.

L’algébre de Lie £(S2)(X1,Y2) est de dimension 5. Ainsi g(S2) < 5.
Montrons que ¢(S;) = 6.

Lemme 3.3. Pour tous champs Zy,Z, € Ker(S)) et indépendants
en tout point, alors l'algébre de Lie L(S1)(Z1,Z2) est de dimension
supérieure a 6.
Preuve. Posons
{ Zy = iX1 + faXo
Zy = f3X1 + faXo
On a:
(Z1,Z2] = [fiX1+ faXo, f3 X1 + f1Xo]
= (fiX1(f3) — f3X1(f1) + faXa(f3) — faX2(f1)) Xa
+(—f3X1(f2) + fiX1(fa) + f2X2(fa) — faXa(f2)) X2
+(f1fa — faf3)[ X1, Xo]
Ainsi [Zl, Zz] = g1 X1+g2X2+gX30u X3 = [Xl,Xz]. Posons [Zl, Zg] =
Za.
Rappelons les crochets définissant ’algebre de Lie £(S1)(X1, X2) :

avec g = f1f4 — f2f3 # 0 partout.

[X17X2] = X3 ) [X21X3] = X4 ’ [X3»X4] = X5 ) [X2aX4] = X6'

On a les relations suivantes ‘

[Z1, Z3] = hi X1+ ho X2+ h3 X3+ hX4 avec h = fag. On pose [Z1, Z3] =
Zy

De méme en particulier

[Zg, Z3] =0 X]+aXs+ a3 X3+ aXy = Z5 avec a = f4g

(21, Z4) = B1 X1+ B2 X2 + B3 X3+ s X4 + BXg = Zg avec § = foh = f2g
[Z3,Z4] = X1+ XX + A3 X3 + M X4 + AXs5 + )\SXG = Z7 avec
A = gh = fag?

[Zg, Z5] =01 X1+ 02Xo + 03X3 + 04 X4+ 90X = Zg avec § = fra = ffg
(Z3,Z5] = mX1 + poXo + p3Xs + paXy + pXs + peXe = Zg avec
p=go = fig®

Comme g = f1f4 — fafs # 0, Pune des deux fonctions f2 ou f4 est non
nulle. Supposons f; # 0, alors les fonctions A, 3, et A sont non nulles et
du fait que le systeme {X;, X2, X3, X4, X5, X6} est libre, on en déduit
que les champs de vecteurs 71, Z,, Z3, Z4, Zg, et Z7 sont linéairement
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indépendants dans £(S1)(Z1, Z2). De méme, si fy # 0, alors les fonc-
tions a, & et p sont non nulles et {Z;, Z2, Z3, Z5, Zg, Zg} est libre dans
L(S1)(Z1,7Z3). Par conséquent dans les deux cas la dimension de
L(S51)(Z1, Z5) est supérieure a 6. Ainsi

9(S1) =6

et les systémes (S7) et (S2) ne sont pas isomorphes.

Remarque. La non isomorphie des systémes (S1) et (S2) avait été re-
marquée pour la premiére fois par Giaro ([4]). Cet oubli d’Elie Cartan
peut surprendre de prime abord. Comme on constate assez facilement
que les systémes (S7) et (S2) sont projectivement équivalents, ’oubli de
Cartan peut dans ce cadre, étre volontaire.

Giaro, Kumpera et Ruiz démontrent leur résultat en étudiant la transi-
tivité en l'origine des algebres de Lie associées. La méthode présentée ici
permet de mettre en évidence un invariant qui permet de conclure sur la
non isomorphie de certains systémes en dimension 6, alors que des pro-
priétés de transitivité sont insuffisantes. On 'illustre dans le paragraphe
suivant.

4 Etude de systémes non isomorphes dans R°®

Considérons un systéme (S) = {w1,ws, w3, ws} de rang 4 a six variables
dont les dérivées extérieures vérifient :

dw1 =90
de =0
dus = 0 mod(S)

dwg = ws A wg

ol ws et wg sont des formes de Pfaff telles que wy Awg AwsAwgAwsAwg # 0.
Le systeme (S) est alors de classe 6, admettant un systéme dérivé
D(S) = {w1,ws,w3} de rang 3. Supposons de plus que ce systéme
dérivé satisfait au modele différentiel

dw1 =
dwy =0 mod(D*(S))
dws = wy A\ ws
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Le systéme de Pfaff D1(S) est donc de classe 5, et d’aprés la classification
des systemes de Pfaff a ciq variables ([2]), il est donc isomorphe & I'un
des cing systémes

(ST); (S&); (S2) 5 (SY0) ;5 (S (F)

a) D'(S) = (8])
D’apres ([2]), (S) est isomorphe &

w1 = dyy
w2 = dy2
w3 = dyz + yadys
wq = dys + Yedys
b) D(S) = (S8)
Il existe un systéme de coordonnées tel que

{wr =dy1; w2 = dya + yadys ; w3 = dys + ysdys}
Comme dw3 = 0 mod(S), alors :
dwz A wy Awa Awz Awg = dys Adys Adyy Adys Adys Awy = 0.

D’ou wg = a1dy; +a2dys+asdys+asdys+asdys. Posons vy = ws—ajw; —
aswy —a3w3z. En rebaptisant &4 par wy, on en déduit wy = asdys + asdys.
Comme le rang de (S) est 4, 'une des deux fonctions a4 ou a5 est non
identiquement nulle. Supposons que a4 # 0, en divisant w4 par a4, on
ramene l'écriture de wy a dys + asdys. La relation dws # 0 mod(S)
implique

dwy N w1 Awa Aws Awy = das Adys Adyy Adys Adys A dys # 0.

On en déduit que {y1,y2,¥3,Y4,Ys5,a5} est un systéme de coordonnées
locales. On pose alors as = yg, et on se raméne au modele wy = dys +
yedys. Si as # 0, en divisant wy par as et en utilisant dwy # 0 mod(S),
on trouve wy = ysdys + dys. On obtient ainsi deux représentations de

(5)

wy = dy; w = dy;

(S) =4 2= dyz + y3dys (S4) w2 = dy + yadys
w3 = dy3 + y5dys w3 = dy3 + ysdys
wg = dys + Yedys wq = dys + Yedys
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Proposition 4.1. Les systémes (S3) et (Si4) ne sont pas localement
isomorphes. }

En réstriction a Uhyperplan y, = constante, les systémes (S3) et
(S4) induisent des systémes équivalents a (S1) et (S3). D’ou

9(S3) =g(S1) =6 ; g(Ss) =9g(S2) <5
et par conséquent (S3) et (S4) ne sont pas localement isomorphes.

¢)D'(S) = (52).
On a

{wr = dyr + yody3 ; wo = dya + yadys ; w3 = dys + ysdys}

Un calcul analogue au précédent nous raméne auz deur modéles :

wy = dy1 + y2dys w1 = dy;1 + y2dys
wo = dyo + yadys wo = dyz + yadys3
Sg) = Sg) =
(55) w3 = dys + ysdys (S) w3 = dy3 + ysdy,

wyq = dys + yedys wyq = dys + yedys

Proposition 4.2. Les deuz systémes (S5) et (Sg) ne sont pas localement
isomorphes.

En effet, Ker(Sg) est engendré par les champs :

X, =5
Ya = yots L + yays ol — ysrl + R — yg
2 = Y2Yspy; T Y4Ushy; ~ Ysays T Bys — Y65y

On a les relations suivantes :
[X1,Y2] = —3% =Y3

[Y2,Ys] = Y250 + vage- — 52 = Ya
[Y2,Ya) = 2 = Y5

[Ys, Ys) = —gor = Y5

[Y2,Ys] = —ys 50 = ysYs = Y7
[Y2,Y7] = yo g = Yz

[¥s,Y7) = - = ~¥s

[ley'S] = BZ— = _}/6

1
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Les autres crochets non définis étant nuls, ce qui montre que g(Sg) <

8.
De méme Ker(Ss) est engendré par :
_ 0
2= e a3 a [é) a3 il
X2 = —Y2ysYe g,y — YaUsY6gy; T YsY6ay; — Y63y T By
On a :

(X1, Xo] = —yzysa% - y4y53% +y55—§-3- - 5‘3—4 = X3
(X2, X3] = *925?7; - y4'£; + 3% = X4

(X3, X4] = 3% = X5

(X2, X4] = ysggg = ys X5 = X

[X2, Xs] = ysyo ey = X7

(X3, Xs5] = 95#3; = Xs

Lemme 4.3. g(S5) > 9

Démonstration du lemme. Posons

Z1 = [iXi + f2Xo _ B
{ Zs = f3X1 + faXo avec g = f1fs — f2f3 #= 0 partout.

D’apres un calcul précédent, on obtient

(Z1,Z2) = g1 X1 + g2 X2 + 9X3 = Z3 avec g # 0

[Zl, Z3] =h1 X1+ hoXs+ h3 X3+ hXy = Z4 avec h = fag

[ZQ, Z3] =o Xy + o Xs + a3 X3+ aXy = Z5 avec a = fu9

(21, Z4) = B1 X1 + B2 X2+ B3 X3 + Ba X4+ BXe = Zg avec B = foh = f2g
[Z3,Z4] = MX1 + X + M X3 + Xy + AX5 + A Xg = Z7 avec
A= gh = fog?

[ZQ, Z5] =60X1] + 58X+ 63Xz + 64 X4+ 06Xe = Zg avec 6 = fia = fZg
(Z3,2Z5) = X1 + poXo + p3 X3 + Xy + pXs + ueXe = Zg avec
p=go= fig’

[Zl,Z7] = 601X + O2Xs + O3X3 + 04Xy +605Xs + OXeg + OX7 +
@10X10 = Zm avec © = f2)\ = f2292

[Z2, Zg] = M1 X1+72 Xo+73 X3+74 Xg+75 Xa+v6 X6 +7X7+710X10 = Z11
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avec v = fap = f2g°
(Z3,Z7] = mX1 +mXo + 13 X3 + maXq + 15 X5 + 16 X6 + 7. X7 + nXs +
moX10 = Z12 avec = g\ = fog®
[Z3,Zg) = £1. X1 + € Xo + &3 X3+ &4 Xy + €5 X5 + €6 X6 + €7 X7 + +EXs +
€10X10 = Z13 avec £ = gu = f49°
[Z4, Z7] = a1 X1+a2X9+a3X3 +as X4+a5Xs +a6X6+a7X7+a8X8+aX9
+ a10X10 + a11 X171 = Z14 avec a = h = f2293
[Z5, Zg] =0 X1 +boXo+b3X35+b4X4+b5X5+bgXg+b7X7+ bg Xg+bXg
b10X10 -+ b11X11 = Zlg, avec b = Q= f4293
Comme g # 0, alors f2 # 0 ou bien f4 # 0.
Si f2 # 0, le sous espace engendré par
{Zl, Zo, 23, 2y, Zg, Z7, 210, £L12, Z14} C L(S5)(Zl, Zz) est de dimension
supérieure ou égale a 9.
Si fg # 0, le sous espace engendré par
{Zl, Z2, Z3, Z5, Zg, Zg, Z11, Z13, Zl5} C E(S5)(Zl, Zz) est aussi de di-
mension supérieure ou égale a 9.
Ainsi g(S5) > 9. Comme g(Ss) < 8, on en déduit que les systémes (Ss)
et (Sg) ne peuvent étre localement isomorphes.

d) DI() = (S19)
Soit

{wi = dy1 + yodys ; w2 = dyo + yadys ; w3 = dyg + ysdys}

En utilisant le méme raisonnement que dans les deux cas précédents, on
obtient les deux écritures de (S) :

w1 = dy1 + y2dys3 w1 = dy1 + yadys
= dyz + y4dys3 wy = dyo + yadys

S) =14 “ Se) =
(7) w3 = dyy + ysdys3 (s) w3 = dy4 + ysdys

wyg = dy3 + yedys wq = dys + yedys

Proposition 4.4. Les systémes (S;) et (Sg) ne sont pas localement
1somorphes.

En effet, en faisant le méme calcul que dans les cas précédents, on obtient
9(Ss) <6 et g(S7)>7

Remarque. L’étude en dimension 5 montre ’existence d’une infinité
de modeles paramétrés par une fonction F(yi,y2,y3,¥s,ys5) s’écrivant
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localement
w1 = dy1 + y3dys
(S31(F)) = { w2 =dyz+ Fdys
w3 = dy3 — Ysdya
'étude du systeme (S) tel que D!(S) = (Si!)(F) ne peut étre conclue
par le seul usage de g(S5).
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