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Abstract

Pseudonaradombinary sequencesare nequinedira streamciphens
arad otherapplicationsof moderracommunicationsystems. Ira tSe
flrst caseit is essentialthat tSesequencesbe urapredictable.TSe
linear complexity of a sequeraceis the amount of it requiredto
define tSe nemainder. This wonk addressestSe problem of tSe
araalysisandcomputationof tSelineancomplexity of certainpseu-
dorandombinany sequences. Finally we concludesome chanac-
tenisticsof tSenonlinearfuraction thai producesthe sequeracesto
guararateea minimumlineancomplexity.

1 Introducción y preliminares

En estetrabajoestudiaremosdeterminadassecuenciasbinariasútiles en
algunosde los sistemasde cifrado másdifundidos Soy en día.

Muchos de los procedimientosde los sistemasde comunicaciónmo-

dernos requierensecuenciasbinarias que puedanser generadasde una

forma detenminísticay que a la vez parezcanaleatorias. Este tipo de
secuenciasrecibenel nombrede pseudoaleatonias.

Concretamentelos sistemasde cifrado en flujo basansu seguridad

exclusiyamenteen las llamadassecuenciasde clave cifrante, que debext
tener,entreotras,la característicade pseudoaleatoriedad.

Para generansecuenciaspseudoaleatonias,una de las Sernamienias
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másconocidases el llamado Registrode Desplazamientocora Realimen-

tación Lineal (RDRL) de longitud L, cuyo funcionamientose muestra
en la figura 1, [3].

A intervalos de tiempo periódicos determinadospon ura reloj, los

contenidosde la etapas1 son transferidosa la etapa.s~1 obteniéradosé
ura nuevo estado(sjí,

5j2, ..., Sj—L). Paraobtenercadanuevo valor

de s~ secalculael valor binario dadopor la relaciónde recurrencialineal

E ~ Los coeficientesbinariosck de estaexpresiónsuelendefirairse
k= 1
medianteel polinomio de grado L, C(a’) =1 + cjx’ + coa’2 ~ . + cLXL

(con cL=1) llamado polinomio de nealimeratacióndel RDRL.

Las secuenciasproducidaspor generadoreslinealesde estetipo veri-
fican muchasde las propiedadesidealesexigiblesa las secuenciasquese

utilizan como clave cifrante, a saben: pseudoaleatoniedad,facilidad de
implemeratacioray gran período. Con respectoa estaúltima, el período
de las secuenciaspro(lucidaspor determinadosRDRLs de longitud L es

— 1 [7].

Ahora bien, la linealidad de los RDRLs hace(le ellos generadores

muy predecibles.Concretamente2L términos seguidosde la secuencia
producida se puedenutilizar fácilmente para describir completamente

el generador[lii. A la cantidadde secuencianecesariaparadefinir el
resto se le conoce con el nombre de complejidadlineal de la secuen-

cia, y es la medidade impredecibilidadde las secuenciasmás utilizada

Sabitualmerate.

Con la intención de mantenerel cumplimientode las demáspropie-
dadesy al mismo tiemporesolverel inconvenienteindicadoen el párrafo

anterior, sepuededefinir un generadorno lineal conocidocomo filtrado
no lineal y descritoera la figura 2.

El filtrado no lineal consistebásicamenteera una función no lineal f
quea cadagolpede reloj seaplicasobrelos contenidosde las L etapasde
un RDRL produciendode estaforma ura dígito de la secuenciafiltrada

= f(sp.
1,

5j—2 5j’-L) VJ = (1,1

Dada una secuenciabinariacualquierasiemprese puedenencontrar
varios RDRLs de polinomios de realimentacióndistintosy varios filtra-
dosno linealesdiferentesquepermitengeneraríaa partir de estadosmí-

cialesadecuados.Eraparticular siemprepuedeutilizarsecomo generador

de unasecuenciade períodop el RDRL de polinomio de realimentación
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1 + a’
1’ al que seconocecomo RDRJJcíclico puro.

La complejidadlineal de unasecuenciacoincideexactamentecon la
longitud del menor RDRL que permitegenerarla secuencia,generador

que recibeel nombrede equivalentelineal de la secueracía.
Se conocenvariaspublicacionessobreel estudiode la complejidad

lineal. Entreellasdestacael algoritmode Berlekamp-Massey[8], quese
basaen el análisiscte los dígitos de la secuencia.El casode lassecuencias

filtradas,aunqueresultabastantedifícil segúnse indica en [11, pag. 57],
ha sido estudiadopor diversos autoresentre los que se encuentranlas

referencias[5], [6], ¡2] y ¡10].

Dada una secueraciabinaria cualquiera {z»}, se define su función
00

generatriz Z(x) como la serie infinita 7(x) = >3 z
5x

3. Mediante el
j=0

productoentre estafunción y el polinomio de nealimentación0(x) de
un RDRL que permite generarla secuenciase puedeconstruir el poli-
nomio de grado menorque L, P<’x)=C(a’)Z(x). Al polinomio P<’x) se le

conocecomo polinomio de estadoinicial por correspondersesus coefi-
cientescon los contenidosdel estadoinicial del RDRL de polinomio de

realimeniación0(x).
La expresiónde la función generatrizcomo el cocienteentreambos

PMpolinomios sepuedeutilizar paracalcularla complejidadlinealde la

secuencia{z»} teniendoen cuentaquesi rncd{P(a’), C(a’)}=~ 1, entonces

el polinomio 0(x) es el polinomio derealimentacióndel equivalentelineal
de {z,,}, y por tanto su gradocoincideexactamentecon la complejidad

lineal de {Zn}.

Una de las caracterizacionesmas útiles de las secuenciasfiltradas
viene dada pon la Forma Algebráica Normal (FAN) de la función no

lineal f, que la expresacomo sumade productos:

f(a’
1,a’2 a’L) = a1,1a’1 +a2,2a’2+ +UL,LZL+aI,2a’ia’2±

En particular, dada una secuenciafiltrada {z»}, si se denotacomo

s»..~ E {0, 1}2L1 al vectorformadopor el primerperíododela secuencia

{5n—i} Vi E {1, 2,..., LI generadaapartir del RDRL de partida, y como

Z c {Q 1}2Lí al vector formadopor el primer períodode la secuencia
filtrada {z»}, se tiene la siguienteexpresiónde coeficientesbinarios:

2» = aí,is,,-.í + a2,2sn~2+ ... + aL,Ls».4+ al,2s»...lsn—2+
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+ 01,2 L8n—18,,~r
5»—L. (2)

El ordendel filtrado no lineal que producela secuencia{z»} viene
dado por el máximode los órdenesde los términos que aparecenen la

expresiónanterior con coeficientesunitarios.

2 Resultadosprincipales

En estasecciónanalizamosel casode los filtrados no linealesde segundo

orden, es decir, aquellostales que suFAN está formadapor términos
linealesy productosdedos etapasdentrode un mismoestadodel RDRL:

Zj = f(sJ...i,sj...2 ,Sj—L) = 01,18j1 + 02,25j2 + . . . + aJ,j~sj..4+

01,2~j’il5j~~~2 + a1,asj..~isp.s+ . . . + ~ (3)

Este tipo de filtrados ha sido estudiadoen [4] y ¡1], mostrándose
tambiénalgunosresultadosparcialesen [91. En estetrabajoabordamos

el casogeneral.

Suponemossin pérdidade generalidadqueel estadoinicial del RDRI
2

es (s~~í, ~—2, ...,

8—(L—1)’ s~rj= (O,O,...,O,1).

Si en la expresión(3) de z
1 se extraencomo factorescomunesde

cadasumandolas etapasmayoresqueformancadaproductose obtiene

la siguiente:

= sá....í(ai,í + «L,2
5j—2 + tZ1,35j..3+ ... + £I1,LSJL)+

Sj—2G22,2 + a2,3sfra + a2,45j.
4 +... + £12,LSfrL)+

sj~(L~1)(at—1,L—1 + OL—1,L5j—L)+

L L—i

sj..LaL,L = >35ji >30i,i±i5j..(i±¿>~ (4)
¡=1 L=0

dadoque 4 = s~,Vj por tratarsede datos binarios.

De estamanera, la función generatrizde {z,,} admite la siguiente
expnesiou:

00 00 L L—i

Z(a’) = >3z~a9 = >329>355~t >3aií±¿sy~í±~. (5)
JZ=O j=O .=1 1=0
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Teniendoen cuentala condición impuestasobreel estadoinicial se
tieneque (sustituyendoj-i por jera (5)):

‘~ L L—: L L—:

Z(a’) = >3>3rJ±ts Zat :+¿sg-.¿ = ZZai,2±ía’>3a”sjs±...¡. (6)
j=O .=L ¿=0 í=1 ¿=0 j=0

00

Si denotamoscomo Sz(x) a la serie infinita >3 x
3s

1spq,graciasa la
j=O

relación de recurrencialineal seobtieneque:

00 L

S,(x) = >329s¡ >3 Ck5frk (7)
5=0 k=1

De nuevo, usandola restricción impuesta sobreel estadoinicial se

consiguela siguienteexpresión(sustituyendoj-k pon jera (7)):

00 L L 00

S¿(a’)= >3 >3 a’i+ksj±,..¡c,.sj= >3 c~•a’’ >3 a’
3~j~fr(¡”k) =

j=Ok=i k=1 j=0

L

(8)
k= 1

Dedondeseobtieneel siguientesistemade L ecuaciones:{ 8
1(a’) = cia’So(x) + coa’

28t..
1(x) + - .. + cca’LSí...L(a’)

S2(a’) = cía’Sí(a’) -1’ c2x
280(x)+ . . ~ c,,x”S2...n(a’) ()

SL(a’) = cía’Stí(a’) + c2a’2SL.2(a’)+ ... + cca’LSo(a’)

Las incógnitasde subíndicenegativose puedencalculan, utilizando
de nuevo la restricción sobreel estadoinicial, de la siguienteforma:

00

= >3 a’1s¡s
1.~= a”’

1 (s...íso+ síísía’ + S2~.iS2a’2+
1=0

... + 5~15~1~I~ia’ I+z + SOSIa’1 + 5151+1a’1-1-1 + -

00

a”” >3 a’1 sp.qsj= a’~S
1(a’). (10)
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Por tanto, sustituyendoestasincógnitasen el sistemade ecuaciones

(9) se tieneel siguiente:{ 8i(a’) = cíxSo(a’)+ c2xSi(a’) +... + cna’8L1(x)
82(a’) = cia’81(a’) + c2a’

2So(a’)+ . . + ncx2SL2(a’)

SL(a’) = cla’SLl(a’) + c2a’28L2(a’) + . . + cLa”’8o(a’)

Si sedespejala incógnita So(x) decadaecuaciónseobtienela forma
definitiva del sistemade ecuaciones:f cia’So(a’) = (1 + C2a’)81(X) + c

3a’S2(a’)+... + cna’SL...í(x)
c2a’

28o(a’) = (cia’ + caa’flSi(a’) + . . + cLa’28L2(a’)

1 cLXLSo(a’) = cc.1x L’.~íSi(~) + cL.2a’ L—2S
2(a’) +... + SL(a’)

(12)

El sistema(12) en forma mainicial quedaexpresadocomo sigue:

( 1+c2a’ C3X Cfla’ O
2c1a’+c3x ... O O

2 3 3c~x +c4a’ c1x+c5a’ O O

L—4 + CL...2XL—3 L—5+ o occ~..ia’L
3

L—3+ cL..4a’ t—2 L4CL.3X cL..4a’ — + cLa’L2 O O
L—2 t 1 L—3nL2a’ +cLa’ — cL...3a’ ... 1 0

¿>2cL..la’tí nL..2a’ • • cIa’ 1

82(a’) c~z2

Sí(a’) So(a’) (13)

SL..
1(a’) cLIa’’

k 91(x) cLa’t

El valor de So(x) sepuedecalcularmediantela relaciónde recurren-

cia lineal:
00 00L

j=O j=0 k=1
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Utilizando la restricción impuestasobreel estadoinicial se obtiene

lo siguiente:

L 00 L

So(a’) CL+ >3c¡ca””>3a”s,= cL+>3cka’~So(a’). (15)

k=1 j=O k=1

De donde,por sercL=l, sededucefinalmentela expresiónde 80(x):

1
So(a’) = L (16)

1 + >3 c,.a”’
k=’ 1

De todo el desarrollo teórico anterior se desprendeel siguientere-

sultado que proporcionalina expresiónde la función generatriz<le las
secuenciasfiltradas mediantefuncionesde ordendos.

Teorema 2.1. Dadas una secueraciabinaria {s,,} producida mediante
un RDRL de polinomio de realimentanióraC(a’) = 1 + cia’ +~ . +
con coeficientesbinariosy CL = 1, ti unafunción no lineal f de culera dos

definidamedíantef(a’1,a’2, ...,a’j) = ai,ia’i+..+ aL,LXL+ al,2xla’2+~~+

QL~~l,La’L.~1a’L tambiénde coeficientesbinarios, se tiene que la furanzora
geraeratriz de la secueraciafiltrada {z,,}={f(s,,.j, ~ ~n~Q} se

puedeexpresarde la forma:

L L—z

Z(a’)= >3>3a2,.±¿a’s¿(a’), (17)
i=1 1=0

dondeS¿(a’) quedadefinida medianteel sistemade ecuaciones(18).

Desarrollandoel determinantede la matrizde coeficientesdel sistema
de ecuaciones(13) por la última columnay utilizando que cL 1, se

observaqueen la diagonalsecundariadel menorde ordenL-1 resultante
estánpresenteslas L-1 poteraciassucesivasde a’, mientrasque en todos
loselementosdela diagonalprincipalapareceun 1. Porambasrazonesse
obtiene,aplicandola reglade Cramen,queel determinantede la matriz

L—1
de los coeficienteses necesariamenteun poliííomio de grado >3 i =

i=i

L(L—1) polinomio resultaser:
Concretamenteeste

* si Les impar, el productode L~7i polinomios irreduciblesdegrado L,
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* si L es par, el productode 4 — 1 polinomios irreduciblesde gradoL

y ura polinoníio irreduciblede grado 4.

Por otra parte, los numeradoresde los valores asociadosa cada
incógnita8¿(a’), 1 = 1,2 L sonpolinomios degradosmenoreso iguales

LCL—il
que —~-~—“ multiplicados por 8o(x). Si sedenotacomo to = min{l/
c¡ ~ O} y sedefinenlos valonesp¿

0 =
1o y p¡ = 1o VI ~ 1o, de cadauno

deesospolinomiossiempresepuedesacarcomo factorcomúnla potencia

91 debidoa la forma de la matriz columnadel término independiente.

En conclusión,las incógnitasS¡(a’) se puedenexpresarde la forma
siguiente:

LÁL—I

)

2
9’ >3 bjx3

S¡(a’) = j=o (18)L(L’4’1

)

2>3 d¡a’J
j=O

siendob
5,d~ E OF(2).

Segúnel teorema2.1 se tieneque

L L—i

Z(a’) = >3>3ai,i±¿28¿(x). (19)
1=1 ¿=0

Si se denotacomo ~o= mira{i/ Ba1,1±¿# 01, siempre se puedesacar
como factor comúraera el numeradorde 7(x). Por tanto, segúnel

cálculo de la complejidadlineal a partir de la expresióncomo cociente
entre polinomios primos entre sí que define la función generatriz, se
puedededucirque la complejidadlineal de la secuenciafiltrada {z,,} es

mayor o igual que ~o+
to, tal y como indica el siguienteresultado:

Corolario 2.1. En las condicionesdel teorema2.1, la función gene-

ratriz de la secuenciafiltrada {z»}= {f(s,,...i, ~,,—2 s,,—Lfl se puede
expresarde la forma:

L<L—fl

~p¡~¿0 2 b~x’
Z(a’) = a’’>”<’ >3>3 at,í

4¿xt”~o j=0 , (20)
L<L4’I

)

2=1 ¡=0 ~ c§a’J

3=0
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siendo Zo= mira{l/c,# O},p¿0= lo,p¡= loVI#lo,io=
min{i/ Ba1,~~¿~ 0}, y b~, d~ coeficientesbinarios.

Por tanto, la complejidad lineal de la secuenciafiltrada {z»} es

mayorque io +
1o~

El mayor valor que puedetomar’ la expresión1o + 1o es 2L-1, que
resulta en el casoconcretoen que el polinomio de realimeratacióndel

RDRL de partida es 0(x) = 1 + ~L y la función no lineal es
f(s~—i, ~j2 sjL) = aul,L...lsj.}L.1) + aL,Lsp.L + -9j—(L—1)Sj—L.

Observación 2W Para acercarnosal valor máximo de la coto de la

complejidadlineal ~o+ to, basta considerar aquellosRDRLscuyospoli-
nomiosde realimentacióntengan iinicamente potenciasaltas Óo —. L)

y aquellasfuncionesno lineales cuyosproductos esténformadosexclu-
sivamentepor etapasaltas de la secuencio(lo —~ L — 1).

ConsidéreseaSorala función no lineal consistenteen una suma de

productosde ordendos de etapasequidistantes:

5j—L) = al,1+65fr..lsj«l+6)+

022+BSj...25j”’(2+6) + + aL...8Lsfr}L.~8)sj.~.L. (21)

En estecaso,segúnel teorema2.1 la función generatrizqueda(le la

forma:

Z(x) = S
6(a’) ~i,i+~ +G2,2+6a’

2±~+ aL~4 La’ L—6] . (22)

Si se denotacomo ~o= min{i/ al,I+6 = 11 , se tiene que en el

numeradorde Z¿’x) siempresepuedensacarcomo factorescomuneslos
2

polinomios a’~ y 1+ a
10+i,10+i+&a’+ a10+2,10±2+sa’+ . .. + aJJ4f~x

Por tanto,si esteúltimo polinomio esprimocon el denominadorde Z(x),
entoncessiempre se puedegarantizaruna complejidadlineal de valor
L — E + p~. Esto se muestraen el siguienteresultado:

Teorema2.2. Dados uno secueraciabinaria {s,,} producida mediante

un RDRL de polinomio de realimentaciónC(a’) = 1 + c1a’ +~‘~ + cLxL

con coeficientesbinarios y c¡,, = 1, y una función no lineal f de orden
dos definida mediante

XJ,) = al,l+bx1a’í+e + a2,244a’2a’2+6+
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... +CZ1j...~La’L.4XL, (23)

tambiénde coeficientesbinarios, se tiene que la función qeneratriz de la

secuenciofiltrada {z,,}={f(s,,...í, ~ ..., sn—L)} se puedeexpresarde

la forma:

7(x) = a’o+PÓ(l + a10+li0±l+óa’±
+ ... + aL.SLa’LR te)

141~—’)

P5
>3 búa”

j=0 (24)

>3 d~a’~

j=O

siendo P6 =min{l/ c¿ ~ 0}, io = min{i/ 3a~,~±s= 1}, y bj,d~ coefi-

cientesbinarios.

Corolario 2.2. Era las condicionesdel teorema 2.2, si el polinomio
1 + a10+i,10+i+8a’+ Uio±2,io+2+3X

+ + a~~x esprimo cora
L(L+1

)

2

el polinomio >3 d~a’
3, entoncesla complejidad lineal de la secuencio

j=0
filtrada {z,,} es mayor o igual que L — 6 + p~.

Observación 2.2. Si L es impar, la condición del corolario
2.2 siempre se ver’ifica ya que el denominador está formado por un
producto de polinomios irreducibles de grado L. Por el contrario, sí

L es par, la coradicióra anterior se verifica sólo cuando el polinomio
1 + aio+l,io+í+6a’ + a

10+210+o+5x
2 + ... + aL~&LX L81

0 es primo

con el polinomio de grado 4 recíprocodel jolino;nio H
siendo a una raíz del polinomio ~L + cia’L—1 + . . + C~.qa’ + C¡.

3 Ejemplo ilustrativo

Era estaseccióndesarrollamosun ejemplocompleto donde se ponende
manifiesto los resultadosteóricosanterioresa la vez que sedemuestran
de forma práctica las conclusionesobtenidas.

Considéreseel RLDRL de polinomio de realimentación0(x) = 1 +

A + a’

6 mostradoera la figura 3.
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La relaciónde recurrencialineal es si =
5j—5 + 5j—6 y los coeficientes

son e
1 = O Vi ~ 5,6, ~ = c~ = 1.

14a secuenciaproducidapor esteRDRL a partir del estado inicial

(s.1, ~—2, s3, 5...4, 5..5, s6)= (O,0,0,0,0,l) es la secuenciade período
26 l—63 cuyo primer períodoes

1,0,0,0,O,0,l,O,0,0,0,1,l,0,0,0,~O,l,0,O, 1,1, 1,1,0,1,0,

0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,

La secuencia(25) asimismopuedeobtenersemedianteelRDRL cíclico

puro de polinomio de realimeniación0(x) sc 1 + a’

63 y polinomio de
estado inicial dado por eseprimer período de maneraque su funcion

generatrizse puedeexpresarde la forma siguiente:

¿(a’) = 1+xb+x6±x1O+x12+xlS+xlG+x17+xlS+x20+x24±x25+x26+x29+x32+1+x~
x~4+x35+x37+x~±x39+x41+z42+x45+x46+xU+x5O+x52+x53+x54±x55+x5G+x57—

1

(26)
De ahí se deduceque efectivamentela complejidadlineal de la se-

cuenda(3.1) es 6 y su equivalentelineal es el RDRL de polinomio de

realimeniación1 + a’5 + a’6 con estadoinicial (0, 0, 0, 0, 0, 1).
ConsideremosaSonauna función no lineal de orden dos aplicada

sobrelas etapasde esteRDRL y analicemosla secuenciafiltrada cuyos

términos vienen dadospor

6 6—1

= f(syi, 5j—2, 5j—3, 5j—4, 55—5, 5j’..6) =

i=1 ¿=0
(27)

Del análisis teórico realizado en la secciónanterior se obtieneel si-

guienie sistemade ecuacionesindependientede la función no lineal es-
pecífica:

Si(a’) ¡0 \
S

2(a’) ¡ 0
Ss(x) _ ¡ 0 ¡ 11S4(a’) 0 ¡ 1+a’

5+a’6’S~(a’) 3~5
86(x) 6

(28)
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El determinantede la matriz de los coeficientesdel sistema(28), tal

y como ya seha dicho, es el productode varios polinomios irreducibles
de grados6 y 3:

10 0 a’ xO
01 a’

2 ~2 o a
o a’3 í+:i:~ O O O
4 4

a’ a’ 0 100
a’5 0 0 0 1 0
a’5 0 0 0 0 1

í+a’S+a’S+a’1O +a’ll +A +0~ =

(1+a’+xS)(1+x2+a’4+xs+xe)(1+a’+a’4+a’5+x6). (29)

Por otra parte, las solucionesdel sistemade ecuaciones(28), apli-
candola regla de Cramerresultande la forma siguiente:

Si(a’) =
C1+x2+x4+x5’j-x6) (L+x+x+±5+xt)(l+x5±xÓ)

x’2(I+x+x2)(1+x)
S2(x) = (1+x4-x~) (1+±2+z4+x5±xÚ) (1+±+x4±x&+x5)(1i~x5±xt)~

±15
Sa(x) = (1+z+x~) (1+x2±x4.l-x5+x6)(1+x+x4+xb+xU)(1+xb+x)~

xío(1+x3+x5)
54(x) = (1+x+x~) (1+x2+t+x~+xU) (l+x+x4+xb+xU)(l+xá+xu)1

x5(1+x3+x6+x2+x9+x’0)
Ss(x) = (1+±+±~)(1+x2±x4+x5+xÓ) (1+x+x4+z~+rb>(1±x5+t)~

x~(L+z~+~?+x12±x14+x15)
Se(a’) = (1+x4-a9) (1+x2+t+x~+x~) (1+x+x4±x5+x6)(1+xb+x§)~

(30)

Al permanecertodoslos deñominadoresde losS
1(x) en (30) degrado

15 se deduceque para el RDRI escogidocualquier función que sea un

solo productode ordendostienecomplejidadlineal máximadevalor 15.

Consideramosahora las cuatro funcionesno linealessiguientesco-
rrespondientesa las señaladasrespectivamentecomo a), b), c) y d) en
la figura 4:

0 = fi(sj..a, 5j—2, ~5—3,
5j—4, 5j—5, 5j—6) = 5i—a 8j—6 + 8j’4 5j—’fl,

z. = f2(sj—1, ~j—2, 5j—3, 5j—4, 5j—5, 8i6) = 5j—3 9j—5 + 5j—5 5j—6,

zj = fs(sj—í, 5j—2, 8j5, 85—4, 5j5, 85~6) = 5j~4 ~j—6 + ~j~5 55—6,
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4 =
8fr1 8fr4 + ~5—2855 + ~j—3~j—6~ (31)

Paracadalina de ellas, las funcionesgeneratricescorresporadiexites
quedande la siguienteforma:

x10(i+x3)
Z’(a’) = a’3 8«a’) +a’48

1(a’) = (1+x+x
3> (l+x2+x~+x5+x5) (l+x+x4+x5+x6)’

Z2(x) = a’382(x) +x58
1(x) =

xíí(1+x34~x4+x&+x6+xl’+x§)
<1+x+x~) (1+x2+a9+x5+xs)(1+x+x4+x5+xe)(1+x~+x6)~

7
3(x) = 0S2(a’) + a’5S

1(a’) =

(1+x+x”) (1+x
2+t+x%t) (l.

4.x+x4+xb.l.xÚ)(l+x5+xó)>
z
4(a’) — a’Sa(a’) + a’283(x) + ASa(a’) —

xie(1+x+x2)
(1+x+x~) (1+x2+x4+x8+x6) (L+x+x4+x5+x6)(1+x5+x6>~

(32)

De dondese concluye que salvo la primera secuenciafiltrada que
tiene lina complejidadlineal de valor 15, las otras tressecuenciastienen
unacomplejidadlineal máxima de valor 21.

Obsérveseque las dos últimas funciones se correspondencon los
casosrecomendadosen el desarroflo teórico: por un lado fi es una
función cuyos productosestán formadosexclusivamentepor términos

altos, mientras que por otro, fj es lina suma de productosde fases

equidistantes.

4 Conclusiones

En estetrabajo hemosabordadoel estudiode la complejidadlineal de

los filtrados no linealesde segundoorden.
Hemos obtenido expresionespara las funcionesgeneratricesde las

secuenciasproducidasen el casogeneral y era el casoparticular de la

suma de productosde etapasequidistantes. A raíz de dicSas expre-
sioneshemosdeducidocotasinferioresde la complejidadlineal y algunas
recomendacionespara el diseñode los generadoresen cuestión.
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Figura 1: RDRLL
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Figura 2 F lirado no 1 neal
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1
‘~ S13 s14 S15 S10

Figura 3: Ejemplo L = 6

katJ

Figura 4: Ejemplosde filtrados no lineales

siL1
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