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Distancegéodésiquesur un sous-analytique.
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TUsumé

Pourun ensemblosous-anal>’tique,cannexeformé, la distanco
geadésiqueest attointoet est uniformémontéquivalente,avec des
constantes arbitrairement proches de 1, á uno distancesaus-
anal>’ tique.

Soit A un sonsensembledeHP, quel’an consid~remuni do la distance
euclidionne. PaurA, arc continu tracé SurA, an note Al la longueurde

A définiepar

sup{~ ¡A(t~) — A(t~.
1)¡i : O = to < ..~ < t» = 1, u E N}.

La distancegéodésiqueentredoux points r et y est alarsdéfinie par

6(x,v) zztinf{¡A¡ : A(0)=r, A(1)=y} ERU{+oo}.

On atoujaurs Ir — vil =6(x,y). Daustout cequl suit naussupposerons
A sous-analytique.Si A ostconnexo,6 prendsesvaleursdansR, puisqile

deux paintsquelconquesde A peuvont toujoursétrejaints par un arc A

continu de languourfinie.

Propositien 1 Soit A un sous-analytiquefené et connezede R”. La
fonction 6: A x A —* R+ est unedistancesus-A. Deplus,pourx,y E A,

‘Partiellementsupportépar contratCHRX-CT94-0506de la Commu-

nautéEuropéenne et ¡CnNgrant PB 1219/2/Pi.2PartiellementsupportéparcontratCHRX-CTG4-0506dela Commu-
nautéEuropéermeet R~seauEuropéenSingularités.
MathematicsSubjectClassificationz32B20-32B05-i4Pi5

ServicioPublicacionesUniv. Complutense.Madrid, 1997.



174 KrzysztofKurdyka andPatrico Orro

jI existeun oir lipscititzienA, joignant r a y tAansA, pous-lequel6(r, y) =

lA!.

Démenstration : Naus pauvanssupposerA compact. Peur e =t E
[0,1] natons¡A¡(s, t) la longueurde l’arc A entreA(s) et AQ). Nausavons

¡¡A(s) — A(t)¡¡ =¡A¡(s, t) = ARO, O — J>¡(0,s) (O

La langueurd’arc, A¡(0, e), pouvant &re statiannaire, rempla9ansla

par lo paramétragestrictement creissant,e —* IAI(0, e) + e, que l’an

1>4(0, e) + e
ramene~ [0, 11 en posant «~) = A¡ + 1 L’inégalité (*) danne,
avec «~) = u, «t) = y

o ~‘(u) — A o ~ (v)j¡ =¡A¡(0, ~—‘(v)) — ¡A¡(0, ~‘(u))

et

¡¡A o~l(u)~>oti(v)jl =

1>1(0,&-‘(v)) — ¡A¡(O, tk—i(u)) + ~‘(v) —

et donc
¡[A o ~~u) — A o &~1(v)I¡ =(¡Al + i)(v — u)

Ainsi l’arc g = A o y’, qui jaint x y, est lipscititzion et de mame
longueurque>. Cansidéronsmaintenantle sausensombleformé

= {p E LipUD, 1], A) : ¡¡(O) =r, ¡¡(1) = y, Lip(p) =¡A¡ + 1}

do C0([O, 1], A). Le titéor’emo d’Ascali montre que K est campad. La

fanctionde longuourost semicontinuo inferiourementen tant quesupro-
mnm de fauctiotis continuos,elle attoint dancsa borneinfériouro surK.

Ce qui montre la proposition

u

Remarques
- L’exemple do R2 — {O} mantreque ce résultat est faux si on nc

supposopasA formé. (A, 6) est un espacedelonguour- vair parexemple
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le livre do Gromov [Gr]. Une démanstrationdo cettepropasitionest
aussidonnéedans le lemnio 1.12de lCr].

Conjecture ([Ha]): Si A est un ensemblosous-analytique,E : A ‘<A

R+ est uno fonctiansous-analytique.

Le titéer~me suLvant mantTe non pas la seus-analycitéde la distance

géedésiqne,mais l’é4uivalencede 6 ~ unodistancesaus-anal>’tiqueavec

des constantesd’unifarmisatian aussi procitosde 1 que l’on vout.

Théaréme Etant donnésA cl Rl’ comiere,ferié, et c > O, it existe

une distanceA : A x A -4 R+, eous-analytiqne,telle que

Vx,y E A A(x,y) ~ 6(x,y) =(1 +e)A(x,y)

Remarques
- Si A ost semi-algébrique,A l’est aussi. Le mémerésultat est yrai

dans le casd’unestructureo-minimalo.
- La topologiede longueur- dannéepar la distancegéodésique- a

unebased’ouverts sous-analytiques.

La distance6 n’est pas uniformémont équivalenteh la distanceindulte
par celle de Rl’. Mais uno canséquencedu titéorémeprécédant.est la
propriétéde Wititne>’ d’un onsemblesous-analytique(vair [St])

Corollaire 2 (PropriétédeWhitney) SiA estsous-analytique,compac¿
e¿ conneze, it existe C > O O < a < 1 tele que

Vx,yEA 6(x,y)=C¡¡x—y¡10

Démonstrationdu corollaire : att applique I’inégalité de Lojasiewicz

aux fonctions sous-analytiques(x,y) -4 ¡[r — y¡¡ et (x,y) —4 A(x,y) sur
A x A, le titéer~mepermot de condure.

u

La preuvedu titéor~meestbaséesur la prapasitionsuivante
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Proposition3 Soient A cl Rl’, sous-analytique,et e > 0. Atore it

existe une etratification, A = U r~, ¿elle que
¡‘5V

(i) r~ est úne variété analytiqueconnexe
(u) Si x,y e i¶,x ~ y, il existe un as-c Ci, A : [0,11—* EX~, tel que

A]0, 1[c 1X.~, A(O) = x, A(1) = y, et IAl =(1 + e)Ilx —

Cette propositionest uneversionamélioréodes résultatsde K. Rur-
dyka et de A. Parusinskisur l’existoncedo d&ampasitionsL-réguliéros

des ensemblossous-anal>’tiques,yak [Rul], [Pa]. La démonstrationen
seradonnée~ la fin de la note.

PaurA, ferméconnexe,décampaséenmorceauxréguliersA = U r~
¡‘CV

cammedans la prapasition3, posanspaurtant r et k

Ar(x,y) =

r— 1

inf{Z¡Ixí+í — xjfl: x0 = x,xs-= y, X~,Xi+i cF,,, , 0< i < r —

i=O

Ak(x,y) = inf{Ar(x, y): r = 1,... , 14.

Rappelensque inf{G} = +~. II est clair que citaquo Ale ost sous-
analytique. Pasonsenfin

A(x, y) = inf{Ak(x, y) : Iv = 1;..., -1-oo}.

Lemme 4 La fon ction A : A xA -~.* R esí unefonction sous-attalytique,

et c’est une distancesus-

Démonstration Nauspeuvonssupposerque lo diam~tredes F7 est
plus petit que 1. Mantrons taut d’abord que A est sous-analytique

remarquansque paur Iv doimé, Ak(x,y) est atteint sur une chame
{xi}¡=s-(avoc r =Iv) tollo quetreis pointsde la citaino n’appartiennent

pas an mémo r~. En effet, si x11,x12,x~ E 11,- paur Ii < 12 < 13 011

peut remplacer, gráce~ l’inégalité triangulaire, la citaThe {X¡}L=r par

Donnonsnaus ro E F,, et yo E F~, il existe une p-citaine {x¿}¡<,,
joignant ro á yo ot réalisantA>,(xo,yo)). SoLentR = A>,(xo,yo) + 3 et

AR la réunion des It. qui roncontrentla bank B(xo,R). Désignonspar
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>~o le nombro de stratesde AR, ot prenonsIv =k0. Si it E F~, et y E

sant des paintsquelconquesan a

A~(x,y) =A~(xo, yo) +2,

puisqueles diam~trosde r~ et F~ sant pluspetits que1 et que l’on peut

joindre it ~ y par la citaine it, xi,... ,x>,...~,It (bien súr p =Ivo). Ainsi
tauto chameréalisantAdx, y) doit resterdans la baule B(xo,R), mais

att pout admettroque cofto chame visite chaquoFr au plus une fois,
doncollo a au plus k0 + 1 points. Naus avansalors mantréque

Ak(x,y) = A~0(x,y)

paur taut (x, y) dans F~ x r~. Ceci prauveque A est égale~ A~ sur

F~xF~, et doncque A est sous-analytique.
Montrons maintenantque A ost une distance: II suffit de vérifler

l’inégalité triangulaire: prenansx,y, z E A, et soient {x>,}>,=,et {Vq}q=É
descitainesjoignant a’ ~ y, ot y ~i z. A(x, z) est iuférieureou égale~

s—i t—i

>3 I¡iti4i — x¿¡¡ + >3I¡yi+i — vil!,
¿=0 ¿=0

et donc A(x, z) =A(it,y) + A(y, z)

u

Démonstration du théor~me: Adniettons la proposition 3. Nous al-

lons montror que A est la distancecitercitée. Si {x¿ : O < i < 14 est
unesuitedo points telle quex¿ E IX,, x¡~1 E F,,, att a,en notant A~ Parc
passantpar les x¿ donnépar la propasition3,

¡Ai ¡(te, t~+1) =(1 + £)¡¡a’i+1 — xii!.

En sammnantles inégalitésdu type précédent011 abtient

le—i le—i

.5(x,y) =IAi¡ = >3 IAíI(t¿+i, t~) =(1 + e) >3 [x,±í — x¿fl.
¿=0

Danc d’aprés la définition de A

6(x,y) =(1+e)A(x,y).
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Qn obtient l’autre inégalité de la mankre suivante : soit A un arc
jeignant x y et réalisantla distancegéodésique;un tel arc ost donné
par la prapositian1. 11 existe uno suite O = to < ti < ... < ti., = 1 ot

unesuite ~ . , ~ E V, tollos que

A(t~), A(t¿+í) E ~ i = 0, ... Iv — 1.

On peut aussisupposerque y
1 5¿ VJ paur i $ j. La suited’inégalités

k—1 le—1

A(x, y) =Ale(x, y) =>3 IIA(t1±1)— A(tJ¡¡ =>3 ¡A¡(t¿+í, t1) = 6(x, y)
¿=0 ¿=0

mantre le résultat.

a

Rappelons(voir [Kul]) qu’une saus-variétéF cl R» ost dite ~-plate
si paur tout a, b de F

sin(n(a),n(b)) <q (*)

oh ti(a) et n(b) santdesvectoursnormaux~ F en a et 6. Paursimplifier

los calcule nausmodifleronscettedéfinition en rempla~ant(*) par

n(a) _ n(b

)

Enfin nausdirons qu’unefanctionf declasseCi est ~-plate si songrapite
l’est. Avant de démontrerla propositian3 prouvonsle résultat suivant

Lemme5 Soit f : A’ ~ R unefonction, C’ sus-unouvertA’ de R”’
telle que

(i) Va” EA’ ¡¡Vf (a”) ¡J =M =

abre {~f(x~) : x’ E A’} est contenudans une boule de L(R”’,R) de
rayon plus petit que~C, oi2 C = 11 + M

2(1 + M).

Démenstratien : l’h>’potitése f est i~-plate naus dit que 2’(tj(,,~))f
est contenudans une baule de G(n — 1, u) de rayan ~. Lo vocteur

v(a”) = (Vf(x’), —1) ost normal an grapito de f au point (it’, f(a”)).
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Fixans a E A’, paur taut 6 E A’ naus avons ¡ v(b) u(a

)

Ce qui nausdonneen prenantcitaquecomposantede cotte différence

_____ Iv(b)IjVf(b) — v(b>¡ Vf(a)I < u¡v(b)I et ¡1 — ¡ < qJv(b)¡. La différence
¡u(a)

Vf(b) — Vf(a)I est doneinférioure ~i ~~¡v(b)¡+ ~Jv(b)¡¡Vf(a)¡ ainsi

¡Vf(b) — S7f(a)1 , 1 + M2(1 + Al)

d’oú la majaratiónindiquée.

u

Nausdirons queF c R~ est unes-celluleL-réguliéreavec constanteAl,

i
9-plate, si, apr~s une transformationortitogonale,1’ peut sécrire saus

l’une des deuxformessuivantes

{(x’, t) e R» : x’ EF’, f(x’) < t <

{(x’,t)ER” : x’cr’, h(x’)=t}

oh f, g, it santdesfonctiansanalytiquos,~-plates ádifférentiolles bornées
parM, sausanal>’tiquos,ot U’ unes-celluledansR’~

1, L-réguli~reayee

constanteAl, ij-plate.

Dérnonstratien de la propositian3: en utilisant lesrésultatsde (Rul],

il existe, paur taut i~ > O, uno décomposition,en collules comnio si
dessus,ayeeuneconstanteAl universello. 11 naussuffit dancde montrer
lo point (II) de la propasition.

En remarquantque tout point de l’aditérencod’une s-cellulo peut

étrejaint par un areCi do longueurarbitrairementpetite,att so ramene
sucasoh les points x et y sant dansl’intériour de la s-cellule.

Nausallonsen fait montrer le résultat suivant, par récurroncesur la
dimensionde l’espaceambient: u existe un arc A ayee los propriétésde
(u) ot á variation de tangentemajoréepar e~Qj) ayeehm o~(u) = O.

“—O
Le casti = 1 est elair, supposonsdoneavoir montré le résultatpaur

los s-colluies,-platesde dimensioninféricuro ou égaleá u — 1. Nausno
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traitoranaque le casoú r est uno s-celluledansRl’ comprlao ontre lo

grapitede deux fonctions f et g, analytiquesdansune s-collule ~-plate

F’, saus-analytiques; c’est á dire F = {(z’,t) E R/’ : x’ E r’; f(x’) <
t < g(x’)}, ayee de plus S7f et Vg baniéspar M. Le casoh F est un
grapito au dossusdo E’ est similaire.

Soient x = (x’, a) et y (y’, 6) deux points de F, il existe un arc

y tracédansE’, de languour1 inférieure~ (1 +iñ¡¡x’ — y’J~, joignant

x a y. Paramétrans-y par sa longueur a, et définissansun arc A par
A(s) = (—r(s),a(s)) oh a ost la fonetion dannéepar a(s) = fQy(s))

(6—a) (6—a

)

si a + s < f(-y(s)), a(s) = gQy(s)) si a + s > g(-y(s)),
1 1

(b—a

)

a(s) = a ±s srnon.

Par itypotitéso derécurrencel’arc ‘y est á variatiande tangentema-

jorée par 6n...i(n), montransque l’arc A convient et ost aussL A faible
variatiande la tangente

(i) los partionsdeA tracéesA l’intérieur deE, définiessurun intervallo

[u, y], ant des longueurségalesA

fi l+(b
1a)2ds=

(u) celles tracéessur f (au g) ant paur langueur,sur un intervalle

[u, vi, f’ 1 + Ia’(s)!
2ds, or d’une part ¡a’(s)J = ¡Vf(-y(s))-y’(s)¡, et

d’autrepart,comme fCY(s))~~~S(b — a) =0ostnuíenu et y, iloxiste,

d’aprés le titéor~me do Rolle, un so paur lequel IVf(y(so))-y’(so)¡ =
b—a

. Et donc, en vertu du lemzne5,

Ia’(s) — a’(so)I <~C + AlOn...i(n) =

et, par suite

¡a’(s)I =¡Vf(-y(so))y’(so)J + Tn(n),

d’oh
r

L ~+ Ia’(s)¡2ás ~ ¡~ + (6— a + lrn(~))2.
La langucurtotalo de l’arc A est ainsi majaréepar

max( 12 + (6 — a)2, ¿2+ (6 — a + t’rn(t¡))2).
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Or /12 + (6— a)2 = ~/(1 + ~)2¡¡x’ — y’¡J2 + (6—a)2 = (l+~)!Ix —

et, do méme /12 + (6 — a + ¡s-~ (~) ~ ost plus petit que
i

(1+n)IIx — y¡¡(l+2Alr
1«i,) +r»(i>)

2)~, en utilisant <Al. Ains¡
1

2’IAl =(1+o)(1+2Mr~(n)+r,,(u) )iIIx—u¡I,

et d~s que i~ ost tel que

E

(1 +.n)(i + 2Alr~(~) + ~(~)2)k =1 +

anajA¡ =(1+ ~H¡a’ — y¡i, ot lavariation do la tangentede A est majaree

par yO~...~(n)2+ r,,(~)2. Qn obtient l’arc cherchéen ramonantl’arc >
it l’intérieur de la collule, puis en lo lissant. Ce que l’on peut faire de
manieroit no pasaugmontorla langueurde plus de ~¡¡x — vi!

u

Remarques
En utilisant la versionit paramétrede la prapasitian3 [Ku2], 011ab-

tient uneversionit parainétredu titéoremo: si A est un sausanalytique
forméde R” x R’, it trancites{A,,},,sav connexes,il existe,peurcitaque

e, uno famille sous-anal>’tiquededistancossaus-analytiques,A,,(, ), tollo
que la distancogéedésiquedanscitaqnetrancite, 6v,, soit unifarmément
équivalenteit A,,. C’ost it dire

A,, =6,, =(1+ 4A~

En particulier, si A est un ensemblosemi algébrique, alors paur tout
e, le diagranniede la distanco serní algébriquo A,, no dépendque du
diagrammede A (pardiagrammedo A, 011 entendlos nombresot dogrés
des polynómesqui apparaissentdansuno doscriptiondo A par égalités

et inégalités).

Les auteurstionnent it remercierles refereespaur leurs remarquesqul
ant permisd’améliarer la rédactiando cettenote.
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