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Distance géodésique sur un sous-analytique.
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Résumé

Pour un ensemble sous-analytique, connexe fermé, la distance
géodésique est atteinte et est uniformément équivalente, avec des
constantes arbitrairement proches de 1, & une distance sous-
analytigque.

Soit 4 un sous ensemble de R™, que I'on considére muni de la distance
euclidienne. Pour X, arc continu tracé sur A, on note |A| la longueur de
X définie par

M = sup{}_lIx(t:) = Atia)l|: O0=to < --- < tp=1, n € N}.
La distance géodésique entre deux points x et y est alors définie par
8(x,y) = inf{|A] : M0} ==z, A(1) =y} € RU {+oc}.

On a toujours ||z — y|| £ 8(x,y). Dans tout ce qui suit nous supposerons
A sous-analytique. Si A est connexe, § prend ses valeurs dans R, puisque
deux points quelconques de A peuvent toujours étre joints par un arc A
continu de longueur finie.

Proposition 1 Soit A un sous-analytique fermé et conneze de R". La
fonction 6§ : Ax A — Ry est une distance sur A. De plus, pour:c,y € A,
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il existe un arc lipschitzien X, joignant x ¢ y dans A, pour lequel §(z,y) =
AL

Démonstration : Nous pouvons supposer A compact. Pour s <t €
[0, 1] notons |A|(s, t) la longueur de I'arc A entre A(s) et A(t). Nous avons

1A(s) = A < [Al(s, &) = A0, &) — [A[(0,3) (%)

La longueur d’arc, |A\|(0,s), pouvant étre stationnaire, remplagons la

par le paramétrage strictement croissant, s — |A|(0,s) + s, que l'on
ramene & (0,1] en posant ¢(s) = {A(0,3) + 5
’ [A] +1

avec ¢(s) = u,¢(t) = v
Ao g7 x) ~ Ao g™ (@)l < A0, 671 (2)) = AI(0,67(u))

L’inégalité (*) donne,

et

Ao~ (u) = ros  (u)l| < _
(0,671 () = [A(0,¢7H(u)) + 67 (v) — &7 ()

et done
Ao ¢ () — oo™ (w)]] < (M + 1Hv —u)

Ainsi I'arc ¢ = X 0 ¢%, qui joint z & y, est lipschitzien et de méme
longueur que ). Considérons maintenant le sous ensemble fermé

K = {p € Lip([0, 1], 4) : #(0) = =, p(1) =y, Lip() < {A| + 1}

de ¢%([0,1], A). Le théoreme d'Ascoli monire que K est compact. La
fonction de longueur est semi continue inférieurement en tant que supre-
mum de fonctions continues, elle atteint donc sa borne inférieure sur K.
Ce qui montre la proposition .

Remarques :
- 1’exemple de R? — {0} montre que ce résultat est faux si on ne
suppose pas A fermé. (A, é) est un espace de longneur - voir par exemple
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le livre de Gromov [Gr]. Une démonstration de cette proposition est
aussi donnée dans le lemme 1.12 de |G1].

Conjecture ([Hal) : Si A est un ensemble sous-analytique, § : A X A —
R., est une fonction sous-analytigue.

Le théoreme suivant montre non pas la sous-analycité de la distance
géodésique, mais l'équivalence de é & une distance sous-analytique avec
des constantes d’uniformisation aussi proches de 1 que l'on veut.

Théoréeme FEtant donnés A C R™ conneze, fermé, et ¢ > 0, il existe
une disteance A : A x A — Ry, sous-analytique, telle que

Vr,y€A  Alz,y) <6(x,y) £ (1 +A(z,y)

Remarques :

- Si A est semi-algébrique, A I'est aussi. Le méme résultat est vrai
dans le cas d’une structure o-minimale.

- La topologie de longueur - donnée par la distance géodésique - a
une base d’ouverts sous-analytiques.
La distance § n’est pas uniformément équivalente a la distance induite
par celle de R®. Mais une conséquence du théoréme précédant. est la
propriété de Whitney d'un ensemble sous-analytique (voir {St])

Corollaire 2 (Propriété de Whitney) Si A est sous-analytique, compeact
et conneze, il existe C > 0, 0 < a < 1 tels que

Vz,y€ A  §(z,y) < Cllz —y||°
Démonstration du corollaire : on applique 1'inégalite de Lojasiewicz

aux fonctions sous-analytiques (z,y) — ||z — y|| et (z,¥) — A(z,y) sur
A x A, le théoréme permet de conclure .

La preuve du théoreéme est basée sur la proposition suivante
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Proposition 3 Soient A C R", sous-analytique, et ¢ > 0. Alors il

existe une siratification, A = U T, telle que :
eV
(i) T, est une variété analytique conneze L
(ii) Siz,y € I'y,x # y, il existe un arc ¢, A:[0,1] = Ty, tel que
A0, Lc Ty, M0) ==z, ML) =y, et A < (1 +¢)|jz — vl

Cette proposition est une version améliorée des résultats de K. Kur-
dyka et de A. Parusinski sur l'existence de décompositions L-régulieres
des ensembles sous-analytiques, voir [Kul], [Pa]. La démonstration en
sera donnée a la fin de la note.

Pour A, fermé connexe, décomposé en morceaux réguliers A = U | Y

veV
comme dans la proposition 3, posons pour tout r et & :
Ar(z,y) =
r—1 L
inf (3 lleis — zill : 20 = z,2r =y, Ti,zir1 €Ty, 0<i<r—1},
=0

Arl(z,y) = inf{:&,.(:z:, y): r=1,---,k}.

Rappelons que inf{@} = +oo. I est clair que chaque A est sous-
analytique. Posons enfin

A(z,y) = inf{Ax(z,y) : k=1,---,+o0}.

Lemme 4 La fonction A : Ax A — R est une fonction sous-analytique,
et ¢’est une distance sur A.

Démonstration : Nous pouvons supposer que le diameétre des I'y est
plus petit que 1. Montrons tout d'abord que A est sous-analytique
: remarquons que pour k donné, Ak(z,y) est atteint sur une chaine
{z1}1<r (avec r < k) telle que trois points de la chaine n'appartiennent
pas au méme [',. En effet, si z,,z5,,7, € 'y pour iy < Iz < I3 on
peut remplacer, grace a I'inégalité triangulaire, la chaine {z;};<, par
{zo, -, T, Tpa, -, Ty}

Donnons nous zg € I'y et yo € Ty, il existe une p-chaine {zi}igp
joignant xo & yo et réalisant Ap(zo,y0)). Soient R = Ap(zo,y0) + 3 et
AR la réunion des I'; qui rencontrent la boule B(zg, R). Désignons par
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ko le nombre de strates de Ag, et prenons k > ko. Stz €y ety e,
sont des points quelconques on a

Ar(z,y) € Agy(zo,40) + 2,

puisque les diamétres de ', et ', sont plus petits que 1 et que I'on peut
joindre z & y par la chaine z,zy,...,zp-1,y (bien siir p < ko). Ainsi
toute chaine réalisant Ax(z,y) doit rester dans la boule B(zo, R), mais
on peut admetire que cette chaine visite chaque T, au plus une fois,
donc elle a au plus kg + 1 points. Nous avons alors montré que

Ax(z,v) = Ay (=, v)

pour tout (z,y) dans I'y, x I',. Ceci prouve que A est égale & Ay, sur
T, x I, et donc que A est sous-analytique.

Montrons maintenant que A est une distance : il suffit de vérifier
I'inégalité triangulaire : prenons z,y, z € A, et soient {zp}p<s et {vg}q<t
des chaines joignant x & y, et y & z. A(z, z) est inférieure ou égale &

s—1 t—1
3z =zl + D v = il
i=0 i=0

et donc A(z, z) < Az, y) + Ay, 2) -

Démonstration du théoréme : Admettons la proposition 3. Nous al-
lons montrer que A est la distance cherchée. Si {z; : 0 < i < k} est
upe suite de points telle que ; € Ty, xi41 € T., on a, en notant A; l'arc
passant par les z; donné par la proposition 3,

[A] (86 tir1) € (1 + €)llzita — zi]|-

En sommant les inégalités du type précédent on obtient :

k-1

k—1
8(z,y) < Il =Y Il ti) < (1 +¢) Sl — =dl.
i=0

i=0
Donc d’apres la définition de A

§(z,y) < (1 + )A(=, y).
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On obtient Pautre inégalité de la maniére suivante : soit A un arc
joignant x & y et réalisant la distance géodésique ; un tel arc est donné
par la proposition 1. Il existe une suite 0 = tg < t; < --- < tp = l et
une suite vg,-- -, vg—1 € V, telles que

M), AM(tip1) €Ty, i =0,--- k=1

On peut aussi supposer que v; # v; pour i # j. La suite d'inégalités :

k-1 _
Az, p) < Aklz,y) < D 1AE) = M) S D0 M1, 1) = (=, w)
i=0 =0

montre le résultat.
[ |

Rappelons (voir [Kul]) qu’une sous-variété I' C R"™ est dite n-plate
si pour fout a,bdel’

sin(n{a}, n(d)) < 5 ()

ol n{a} et n(b) sont des vecteurs normaux a I" en a et b. Pour simplifier
les calculs nous modifierons cette définition en remplagant (*) par

n(e) _ n(y)

aa) ~ in@! <

Enfin nous dirons qu’une fonction f de classe C! est #-plate si son graphe
I'est. Avant de démontrer la proposition 3 prouvons le résultat suivant

Lemme 5 Soit f : A’ — R une fonction, C! sur un ouvert A’ de R* 1,
telle que
(i) Vo' € A V5 (@)]| < M = M(n),
. {i1) f est n-plate,
alors {Vf(z') : ' € A’} est contenu dans une boule de L(R" 1, R) de
rayon plus petit que nC, ot C = V1 + M2(1 + M).

Démonstration : 'hypothése f est 5-plate nous dit que Tzt f(zi)) ]
est contenu dans une boule de G(n — 1,n) de rayon 5. Le vecteur
v(z') = (Vf(2'),—1) est normal au graphe de f au point (z’, f(z'}).
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v _ "(a)| < 7
et} lotz)| .

Ce qui nous donne en prenant chaque composante de cette différence :
l(®)] - o (b)| :

Tf(b) — ===V f(a)] < n|v(b)] et || - ===| < #jv(d)|. La différence

V1)~ ek VI @) < o) et 11~ £l < o)

IV f(b) — Vf(a)| est donc inférieure & n|v(b)} + njv(b)||V f(a)| ainsi

Fixons a € A’, pour tout & € A’ nous avous |

IV5(6) — V5(@)] < nv/T+ M1+ M)
d’ol1 la majoration indiquée .
B

Nous dirons que I' € R™ est une s-cellule L-réguliere avec constante M,
n-plate, si, aprés une transformation orthogonale, I' peut sécrire sous
I'une des deux formes suivantes

{(', ) eR™ : ' eI, f(z') <t < g(z')},

{(z',t) e R™ : &' e, h(z') =t}

ol f, g, h sont des fonctions analytiques, n-plates & différentielles bornées
par M, sous analytiques, et IV une s-cellule dans R" !, L-réguliere avec
constante M, n-plate.

Démonstration de la proposition 3 : en utilisant les résultats de {Kul},
il existe, pour tout 7 > 0, une décomposition, en cellules comme si
dessus, avec une constante M universelle. Il nous suffit donc de montrer
le point (ii) de la proposition.

En remarquant que tout point de ’adhérence d'une s-cellule peut
étre joint par un arc C'! de longueur arbitrairement petite, on se ramene
au cas ou les points x et y sont dans l'intérieur de la s-cellule.

Nous allons en fait montrer le résultat suivant, par récurrence sur la
dimension de I'espace ambient : il existe un arc A avec les propriétés de
(ii) et & variation de tangente majorée par &n(7n) avec %]il’b On(n) = 0.

Le cas n = 1 est clair, supposons donc avoir montré le résultat pour
les s-cellules 5-plates de dimension inférieure ou égale 4 n — 1. Nous ne
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traiterons que le cas out I" est une s-cellule dans R™ comprise entre le
graphe de deux fonctions f et g, analytiques dans une s- -cellule 7- plate
I, sous-analytiques ; c'est & dire I' = {(z',t) € R" : z' € IV, f(z')

t < g(z')}, avec de plus VS et Vg bornés par M. Le cas o I est un
graphe au dessus de I est similaire.

Soient £ = (2',a) et ¥ = (y',b) deux points de T, il existe un arc
C1, « tracé dans I", de longueur ! inférieure & (1+7)||z’ — ¥'l|, joignant
z' & y'. Paramétrons ~ par sa longueur s, et définissons un arc A par
A(s) = (v(s),(s)) ol a est la fonction donnée par a(s) = f(v(s))

< 1((s), als) = o(r(s)) si @+ L= 5 o(306)),

a(s) = a+s(b‘_a
Par hypothese de récurrence I'arc v est & variation de tangente ma-
jorée par f,_i(n), montrons que I'arc A convient et est aussi & faible
variation de la tangente :
(i) les portions de \ tracées a Pintérieur de I, définies sur un intervalle
fu, v], ont des longueurs égales &

/"\/1+( 2)2ds — 2

(i) celles tracées sur f (ou g) ont pour longueur, sur un intervalle
{u, v], f\/l—l— lo'(s){%ds, or d'une part |o/(s)] = |VF(v(s))v'(s)|, et
. (b~a)
i
d’aprés le théoréme de Rolle, un sq pour lequel |V f{«v(s0))v'(s0)| =
b—a
!

. b—
sta-+ s

sinon.

I2+(b—a)

d’autre part, comme f(y(s)}—a—s 2 0 est nul en u et v, il existe,

; en vertu du lemme-5,

|o(s) = &/(s0)| < nC + Mbn_1(n) = 7(n),

et, par suite

lo'(s)] < [V (v(s0}}'(s0)} + 7n(m),

[ V1 + la'(s)2ds < g\/ﬂ + (b— a + Ira(n))2

La longueur totale de I'arc A est ainsi majorée par

max(y/12 + (6 — a)2, /12 + (b~ a + lra(n))?).

d’ot1
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Or 2+ —a)® < /Ot n)lz' = ¢[°+ (b~ a)* < (1+n)llz - yll,

et, de meéme I+ (b—a+lra(n))® est plus petit que
(1 +7)||z — y||(1 +2M 1 (n) +fn(n)2)%, en utilisant lb— < M. Ainsi

AL < (14 n)(1+ 2M 1o (7) + (1)) 2}z — v,

et dés que 7 est tel que

(1 +n)(1+2M () + T < 1+

(ST

€
on a A < (14 )|z — y|l, et la variation de la tangente de A est majorée

2 .

par /8n_1(n)% + Tn(n)*. On obtient I'arc cherché en ramenant 'arc A
3 'intérieur de la cellule, puis en le lissant. Ce que l'on peut faire de
maniére & ne pas augmenter la longueur de plus de ||z —v}| .

Remarques : )

En utilisant la version & parametre de la proposition 3 {Ku2|, on ob-
tient une version i parametre du théoréme : si A est un sous analytique
fermé de R" x R?, & tranches {Ay}, -gr connexes, il existe, pour chaque
¢, une famille sous-analytique de distances sous-analytiques, Ay(, ), telle
que la distance géodésique dans chaque tranche, &, soit uniformément
équivalente & Ay. Clest a dire

Ay S 6y S (1 + E)Ay.
En particulier, si A est un ensemble semi algébrique, alors pour tout
e, le diagramme de la distance semi algébrique A, ne dépend que du
- diagramme de A (par diagramme de A4, on entend les nombres et degrés
des polyndémes qui apparaissent dans une description de A par égalités
et inégalités).

Les auteurs tiennent & remercier les referees pour leurs remarques qui
ont permis d’améliorer la rédaction de cette note.
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