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Abstract
Wecorisiderirreducible,closed,oriented,connected3-manifolde

With a nontrivial fundamentalgroup,and link Heegaardgenusto
fundamentaldomajus. We ahail show that the Heegaardgenus
is the least positive integer h(M) for which tIme manifoid hasa
fundamentaldomainwith 2 . h(M) faces.

Introductian

En 1983, M. Boilean et H. Zieschangont déterminéle genrede Heegaard

depresquetous les fibrés de Seifert en fonction des invariants de Seifert

decesvariétés(cf. [1] et [2]). Tout réceminent,J.H.Rubinsteina montré
1’existenced’un algorithxneperníettantde détenninerle genrede toute
3-variétéirréductible, clase, connexeet orientable(cf. L4])- Dans le

cadrede cesujet de recherche,nousnoussommesproposéd’étudier les
liens entreles scindementsde Heegaardde la variétéet certainsde ges

domainesfondamentaux;ainsi, le résultat principal du présent article

serad’établir le lien unissantle genrede Heegaardan nombrede faces
d’nn domainefondamentalde la variété,et cecipar le théor~mesnivant:
SQit M une variété orientable, connexe,close, irréductíble de groupe

fondamental non trivial; abra, le genre de M est le plus petit entier

h(M) pour lequelM poss¿deun domainefondamentala 2.h(M) faces.
Nous commenceronspar définir, comne introduction ~ l’énoncé du

théoréme,le typedesdomainesfondamentanxconsidérés.Puis,dansdes
propositionapréliminaires, nous décrironsquelquespropriétésrelatives
aux scindementsdelleegaard. Enfin, nausdémontreronsdansle dernier
chapitrele théorémesusmentionne.
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1 Enoncédu théoréme

11 importe tout d’abord de définir diversterneset natationsdont 11 sera

fréquemnentfait usagepar la suite. Une surfaceclase, cannexe,ori-
entableséparantuneyariétéM clase,cannexe,orientable,en deuxtares

pleins y,w de genreg, oú g est un entier positif, estdite .scindementde

Heegaanlde genreg de M. D’autre part, par genrede Heegaardd’une
varieté,que nousnoteronsh(M), nausentendronsle pius petit entiery
pour lequel M admetun scindementde Heegaardde genreg.

Si M est pourvued’une triangulatian, alars, par la projection de
revétement ir : M —. nouspouvonsmunir M d’une triangulation
induite. Ainsi, nausdirons qu’une union de simplexesde M pour une

triangulation apprapneedeM est un domainefondamentalfi de M s’il

satisfait les trois conditionssuivantes: ir(Q) = M, ¡‘intéricur de fi est
unebaulesur laquelleir est injective, le bord est l’unian d’un nombrepair
de faceset d’un graphecannexeu. Pour définir uneface, considérons

un ensembleU d’unians de simplexesde dimension2 dans Ofi tel que

la partie intérienrede chaqueunjan disjointede u soit homéomorphe ti
un disqueouvert et que,pour toute unjan a> E U, II existe d’une part

une urnon a>’ E U et d’autre part uneapplicationde rev&tement ‘ya,
avec ~yw(w)= a>’; c’est une telle unjan quenausappelleronsface. Les
facesd’un domaSefondamentalfi serontditesfacesmaximales,si, paur
tonte aréte6 contenuedansl’intersection de deux facesa> et a>’, nous
avans-yw(6) ~ -y~’(6). Enfin, nauspouvonsdéfinir uneapplication ¿ en

sorteque,paurtout domaSefondamentalfi, 2. ¿(fi) salt le nombrede
facesmaximalesde fi. Tenantti l’esprit ces déflnitions et considérant
qu’on appelleirréductible unevariététele quetautesphéreplongéedans
la variété borde unebonle fermée, naus pouvansenancerle tbéoreme
suzvant:
Thénréme. Soit M une variétéclase, orientable, connexe,irréductible

et de graupefondamentalnon trivial; <flora

h(M) = mm { ¿(fi) 1 fi domainefondamentaldc M}.

Rernarque. Qn sait que taute variété est décompasableen somme
connexede variétés premi~res M1,. . , M,, avec n E AV et h(M) =

>3 h(M<). (cf. [3]). Le théor~meci-dessuspeut ainsiétregénéralisé.
1
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2 Propositionspréliminaires

Soit y un tare plein de genreg; naus dirans que l’ensemble{v} de g

disques vi,.. , v~, disjoints deux ~ deux et proprement plongés dans V,
formeun syst~mededisquesméridiensde V si l’adhérence de y \ N(v)

est une baule fermée, oh N(v) désigneun vaisinagerégulier dausV de

y, qul est l’union des v~. Soit M une variété; par définitian, un día-
grammede Heegaarddegenreg associé~ un scindementde HeegaardF

est un quadruplet (M, F, y, in), oh {v} et {w} sont respectivement des
systémesde disquesméridiensdestorespleinsV et W. Sansrestreindre

la généralité,nauspaurranssupposerque8v est transverseh 8w.

Propasition 1. Soit M une variétéclose, conneze,orientable, irréduc-

tibie eL (M, F, y, w) un diagrammede Heegaardde genreg de M; alare

vfl &w~~0 eL v~ fl 8w ~ 0 pourtout 1 avec 1<1<9.

Démonstration. Suppasonsqu’il existeun indice i, ayee 1 <i <9,
tel qu’an alt y fl 8w1 = 0. Alors, 8w1 est contractiledans V, et, par

le lemnede Dehn, Otol est le bardd’un disque D
2 proprementplongé

dans V. Par suite, l’unian D2 U wj sera une sph&e plongéedaus M

qul ne séparerapas M, puisque ~ ne séparepas W. Or, ccci est en
cantradictionayee l’Imypothése que M est irréductible. On montrerait

de mémeque v~ ri 8w # 0 paur tout indice i avec 1 <1 <g.

A taut tareplein V degenreg muidd’un syst~mededisquesméridiens
{v}, noté ci-apr~s (y, y), associonsun bauquetde générateurs..... . y
19 en telle sartequeV salt un voisinage régulier de li V . .. V 1~ et que
y

1 fl lg salt vide si 1 ~ j et réduit á un point si 1 = 5. Choisissons
11V...Vl9 et k1V...Vk9 commebouquetsassociésh(V,v) et~ (W,w)

respectivement.Naus avons par suite ir1M = .c (l~l [lVI ¡ [Owí] =

Praposition2. Soil E un scindementde Heegaardde genrey d’une
variété M clase, connexe,orientable ayee un graupe fondamentalnon

trivial; it existe alors un diagramme de Heeyaard (M, F, u, w) Leí que
pour tout 1, avec 1 =1=g, l~ eL k1 soíentnon contractilesdarte M.

Démanstration. Chaisissons un syst~mede disquesméridiens {v},

etsoit ljv. . .\/1 un bouquet de générateurs associé ~t (1’, u’). Camme
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u M est non trivial, l’un des générateursest non contractile dans M.

Changeantau besoin la numérotationdes Ifl...,19, nouspouvonssup-
poserque ......, l,t1 sont contractileset que t,t,... ,1 sontnon con-9
tractiles dans M. Par uneconstructionexplicite nouspouvonsensuite

mettre en évidcncel’existence d’un systémede disquesméridiens {v}

de y tel que,si i~ y ... V ¿9 est un bonquetde générateursassocié~
(V,v), naus ayons,dans y, 4rsa l¿lpourtoutiavecl<ir,et

e-’ 1$ poux tout i avec r < i < g. En conséquence,aucundes 1~

ne seracontractile dansM. De m&me, II existeun systémede disques
merzdiens{w} deW et un bouquet ..... . V 1v9 associéIt (W, tu) pour

lequelaucundes k~ ne serncontractiledansM.

3 Démonstrationdu théor~me

Comine u est d’usage (cf. [5]), nausassocionsIt tout domainefonda-

mental fi de M un scindementde Heegaardde genreégal It ¿(fi); en

effet, un voisinagerégulier del’image par la projectionderevétementu

de l’union formée du graphe u et des bords des facesest un tore plein
y (les facesy sont supposéesmaximales). Paurvoir que l’adhérencede
M\y estégalementun toreplein, 11 suffit d’observerquecetteadhérence

st un voisinagerégulierd’un bouquetobtenucommeimagepar ir d’une
union de segments,claque segmentreliant un point de l’intérieur de
fi It un point d’une face maximale. De plus, les deux torespleins ant
leursbordsen cominun; ilssont doncd’un mémegenre,égal It ¿(fi), et

déterminentainsi un scindementde Heegaardde M.

Salt (M, F, y, w) un diagrammede Heegaardde genreg assocíeau
scindementde HeegaardF de genrey. Montronsqu’iI st possiblede
choisir un domainefondamentalfi de M en telle sorte que ¿(fi) soit

inférjeur ou égal It g. Pour ceci, nous mettronsen évidencel’existence
d’unesectiona: M —. M telle quel’adhérencede s(M) soil le domazne
fondamentalcherché.La constructionde cettesectionseraeffectuéeen

trois parties:

(1) Choix d’une sectionpartielle au-dessusde V.

(it) Prolongementde celle-el It tu.

(lii) Prolongementde cettederni~reIt W \ tu.
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(1) Selon la proposition 2, il existeun diagrainme (M, F, y, tu) tel

qu’aucun des I~ et des k< n’est contractile dans M. Puisque y \ y

est une boule ferrnée,idn bord de laquellenous avonsenlevé2g disques
deux ~ deux disjoints, chaquecomposanteconnexede ir’(V \ y) est

homéomorphe~ V \ y; et, comme l~ n’est pas contractile dans M,

l’adhérenced’une composanteconnexedn relk’ementdu générateur

1~ sans son point d’intersection avec y
1 est un segment. Ainsi,

l’adhérenced’une composanteconnexede iC’(V \ y) est une baule

fermée. Prenonsmaintenantune section s : M --. M telle que
soit contenuedansunede ces composantesconnexes. Cettecondition

déterminela section sur 1/ \y, et déterminedoncégalement1’adhérence
de s(V). Qr, pour tout i avec 1 < i =g, l’intersection de ir—’(v1)

avec l’adhérencede s(V) est formée de deux disques, « et v~’; en
conséquence,il existey applicationsde revétement

71 y~, pas nécessairementdisjointes deux h deux, telles que

= 4’ pour tout 1 avec 1=i =g.
Maintenant, pour une sectiondéfinie sur une union N de simplexes

daus M, nous pouvons généraliserla définition de 1’apphication ¿ ~

l’adhérencede s(N) ; pour le toreplein y, l’appllcation¿ainsi généralisée

prend la valeur g.
La paursuitedu raisonnementdemandel’introduction d’une opération

élémentaire.Nous la posonsá la suitedédéfinitions préliniunaires.

Définitíons. Un cóne de basea, noté corte(a), est l’ensemblequo-

tient a x 1/ ~,la relation d’équivalence étant définie par. (s,t)
(s’,t’) siet seulementsi t= t’= 1 ous= .s’,t= L’, et 1= [0,1].

Désignonspar ir0 : a x 1 —. a x 1/ y’-’ la projection associée;alors
l’image par n~, de a x {1} est un point 7’, qul seraappeiésommetdu

cone.

Opération élémentaire:

Soient N, C C M deux unions de simplexes telles que N ri
O = E c ON; si nous pouvons munir O d’une structure conique,
c’est4-dire s’il existe un homéomorphismeH : corte(a) — O tel que
Hoir0(aX {O}) = E, alors toutesectiondéfinie sur N seprolongerade

mankrenaturelle ~sO\ H(’P), en cesensque I’iníage de O \ H(P) par
la sectionserahoméomorphe~ O \ H(P).

Pour établir cette affirmation, ji snffit d’observer que O \ H(P)

est homéomorphe~ E x [0, 1). Remarquonsaussi que nouspouvons
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génér~lisercetteopération élémentaire~ un ensembleO muni d’une

structureconiquepar un homéomorphisrneH : corte(a) —. O tel que
H o ir~,( o- x {0}) = E soit l’intérieur d’une union de simplexes. Naus

supposeronsen outre dorénavantquetout point, aréte, face, fait partie
d’une triangulation de la variété.

(¡1) Selonla proposition 1, l’intersectionde Ow¿ avec 8v est formée
de points; en conséquence,l’ensembledes points de 8w1 contenusdans

1/ y se composede segmentsouverts. Munissons tu1, pour tout

ayee 1 < i < g, d’une structureconique par un Imoméomorphisme
corte(S’) —* w~. Désignonspar I~ l’ensembledes a E .9~ tels que

o ir~i (s, 0) est un point de y fl 8w~, et par A
2 le compkmentaire

dans w~ de rensembledes segments{H
1 o ir~gi (a, t), t E I}, oit a EI~.

L’application H2 o irsi restreinte~ (8’ \ i~) x 1 induit une structure
coniquesur l’union A

2 u H
1(PJ, P1 étant le somimetdu cóne. Pour

pouvoir appliquerl’opérationélémentaireá A
2, ji suffit de s’assurerque

la sectionest bien définie sur I’image par H, o lr
8i de (8’ \ I~) x {0};

or, cecí est vérifié par la constructionméme de s(V). En revanche,
nous pouvons encorechoisir la section au-dessusde l’union des seg-

ments { H1 o irsl (s,t), t e 1 } , a E I~, car cetteunion est forméedes

points ayant strictementplusd’un relevédansl’adhérencede a(A
2). II

nous restéencore it démontrerl’inégalité qui afirme que l’application

¿ prendsur l’adhérencede a ( y u tu) une valeurplus petite que sur
I’adhérencede s(V)— laquelle valeúr n’est pas nécessairementstricte-

ment plus petite. Tout commechaquepoint Id
1 o iist (a, 0), a E I~,

a deux relevésP et Q dans 1’adhérencede s(V u tu), tout segment

{ H1 o XSt (a, t>, 1 E I} , a E I~, posséderaégalementdeuxrelevésp et
q dans l’adhérencede «y u tu) avec P E p et Q E q. Qr, noussavons
(du point (1) ci-dessus)qu’il existe une application de revétement y~

telle que -71
6(P) = Q avec e = ±1. Ainsi, par la structure conique,

y’(p) = q. CecícIót la démonstrationde l’inégalité.

(iii) Commec’est le caspour V \ y, l’adhérencede chaquecom-

posanteconnexede ir~(W \w) est unebaulefermée. Soit ó~ unetelle
adhérence. Consjdéronsl’intersection de 86~ avec I’union formée des
relevésde .9v et des H

1 o irSl (s, t) avec a E I~ et t E 1; cette ínter-

sectionest un graphe U. Parun homéomorphismeH : corte(S
2)—.

munissonstout d’abard ó~ d’unestructureconíque. Nous n’avonspas,
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cette fois, muid d’une structure conique une union de simplexes de

la variété M, mais une union de sbnplexesde son rev&tement uni-
versel M; en revanche,la projection ir : M —~ M munit localement

ir(63) W d’une structureconiqueinduite. Puisquela projection ir

restreinte~ O6~ n’est pas injective, nousn avons pas íd unestructure

conique globale. Revenonsmaintenant it la bonle fermée ~3• Nous

avons Q c H o ir~ (~2 x {0}) . Soit J c S2 rensembledes a tela
que H o ir~ (s, 0) E Q, et soit A3 le complémentairedans &~ de

{ H o irs2 (a, t), a E J et t E 1 } . L’application H o Irs2 restreinte it

(S2\ J) x 1 induit une structureconiquesur A3 u H(P); par suite,
l’image par la projection ir de cetteunionpossédelocalementunestruc-

tureconiqueinduite. Conminela sectionest définie sur ir(363 \Q), nons
pouvonseffectuerunesuited’opérationsélémentaireset prolongerla see-
tion it ir(A3). Enfin, si l’on désignepar a l’application ir o H o

l’ensembledes points de W avec plus d’un relevédans l’adhérencede
soir(A3) est a(J xl). Prenonsmaintenantunesection a : M —. M en
sorteque a(M) soít contenuedansI’adhérencedel’uníon de so ir(A3)
et de s(V u tu). Or, nousavonsvu que deuxpoints distincts P, Q de

l’intersectionde ir~’(a (J x {0})) ayeel’adhérencede a(M) poss&lentla
propriétésuivante: soit -y(P) ~ Q pourtoute appllcationde revétement

y, soit ilexisteuni 1<1< g, telque y
1

6(P) = 4>, avec e= +1. Les
points de l’intersectíon de C’(a (J x 1)) avec l’adhérencede a(M)

possMent donc égalementcette propriété, car la construction de la

sectionau-dessusde ir(A3) dépendde la structure conique. Camine
l’intérieur de a(M) est une boule, le domainefondamentalfi cherché

seral’adhérencede s(M) dans M.
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