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Resumen

Se establecenlas condiciones,paraun satélitealrededorde un
planetaen rotaciónalrededorde sueje de inercia de mayor mo-
inento,bajolasquepuedeaparecer,enun sistemadereferenciafijo
en el planeta,dos posicionesde equilibrio con exponentescarac-
terísticosimaginariospuros. En estecaso,despu&de la apropiada
normalizaciónmedianteunatransformaciónde Lic, efectuadade
formamecánicacon un procesadoralgebraicosimbólico, seaplica
el teoremade Arnold sobre formascuadráticasno definidas. Se
concluyequelos equilibriossonestablesen el sentidodeLiapunov.
Las condicionesde estabilidadse verifican en el casode la Tierra.

Abstract.

For a satellite about an oblateplanet in rotation about its axis
of greatestinertia, conditions are given underwhich theremay
appear, in a frame fixed in the planet, two positions of equilib-
ría with characteristicexponentsthat are purely imaginary. In
which case,afterappropriatenonnalizationby Lic transformation
executedmechanicallythrougha symbolicalgebraicprocessor,the
theoremof Amold aboutnon definitequadratieforms is applied.
It is concludedthat the equilibria are stable in the senseof Lia-
punov. The conditionsfor stability areverified in the caseof tbe
earth.
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1 Introducción

Consideramosun satéhitebajo ha accióndel potencialgravitatoriode la

Tierra, con zonalesy teseraleshastagradoy orden2. Con estemodelo
de potenciahestarnosteniendoen cuentaha partemás significativa del

potencialterrestre,en relacióncon satélitesestacionarios.Con respecto
a un sistemadereferenciasolidario al planeta,esbien conocidoqueexis-

tencuatroposicionesdeequilibrio en lascualesel satéliteesestacionario.

Estasposicionesseencuentranen los semiejesde la secciónecuatorial

del elipsoidede inercia;dos de ellassonequilibrios hinealmenteestables,
mientrasque las otras son inestables(ver Blitzer et al. [2], Musen y

Bailie [12] o Morando [11]).

Mediante un teoremade Arnold [1], demostraremosque los equi-

librios lineahmenteestablesson también establesen el sentidode Lia-
punov. Esto implica la existenciade un tonel en el espaciofásico que

aisla eh equilibrio; la órbita de cualquier punto dentro del tonel per-
maneceen él, y la órbita de cuahquierpunto fueradel tonel nuncallega

apenetraren él.

Paracada equilibrio efectuamosuna traslacióndeh origen del es-

pacio fásico ah equilibrio, tomandocomo variables las variacionesC =

q, ~, í!) alrededordehequihibrio. El Harnihtoniano,que describeeh

movimientoen hasproximidadesdel equilibrio puededesarrollarsecomo
una serie

ií= >3n,,
n>2

depotenciasde ¿, u~, y í!; los términos11,, sonpolinomioshomogéneos
de gradost en hasvariaciones.Existe unatransformacióncompletamente
canónica(¿,s7,B,H)—* (~,~,4’,’I’) quereducefl2 a la forma

dependientesólo de los momentos. Los símboloswí Y w2 son números
realesestrictamentepositivos. Pormedio de una transformaciónde Lie,

podemosextenderla normalizaciónhastaórdenessuperiores(Deprit [4]).
El resultadoseráun Hamiltonianode ha forma

71= >3 ~ (1)
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cuyos términos 212k son polinomios homogéneosde gradok en 4> y ‘1>’,

mientrasque p(2n+1) es un desarrolloen seriede grado 2si + 1, como
mínimo. Dadala forma de 112, la linealizaciónen el origen de las ecua-

cionescanónicasdeducidasde 1-1 producedos osciladoresamónicosde

frecuenciasw~ y ~>2•

En el casode la Tierra, U2 es una forma no definida. Por esta

razón la estabilidadorbital no puededeterminarsepor el teoremade
Liapunov. Pero,sin embargo,el teoremadeArnold puedeaphicarsepara
determinarla estabilidadde losequilibrios. Una situaciónsimilar sucede

con las posicionestriangularesde equilibrio del problemarestringido de
tres cuerpos. ABS, la forma cuadráticaen el equilibrio es también no

definida, pero Deprit y Deprit-Bartholomé [6] han usado el teorema

de Arnold para establecerla estabilidadde los equilibrios. Nosotros
seguimosla mismalíneade argLnnentación.

El teoremade Arnold dice que el equilibrio es establecuandoun

determinanteD
4, deducidoapartir de it4, esdistinto de cero. En casode

queseanulo, el teoremaen símismo no determinala estabilidad. Meyer
y Schmidt [10] completaroneh teoremay probaronque el equilibrio es

establesi existe algún k (2 < k < si) tal que no se anula la cantidad

= 112k(w2,w1),obtenidahaciendo4> = w2 y 4~ = w1.

La aplicación del teoremade Arnoid estárestringidaa sistemasde

dos gradosde libertad. En sistemasde más de dos gradospuedenpro-
ducirse fenómenosde difusión a travésdel tonel. Por estarazón nos
hemoscentradoen el estudiode órbitas ecuatoriales.

Hemostratadoel problemaanalíticamente,no numéricamente,tras-

ladando el razonamientomatemáticoa un lenguajede programacion

científica. La traducción es posiblemedianteun sistemade software
simbólico. En el apéndicepresentamosun ejemplo del softwareem-
pleado. Aplicamosnuestrosprogramasa la Tierra,pero noshemosase-

guradode queson aplicablesa otros planetas.
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2 Equilibrios

Desarrollamosel potencial Y del planeta en la serie de armónicos

esféricos

v —~ L±~(~) >3 (CntncosmA+SnmsenvnA)Pnln(sen/3)1
=1 0<m<n

siendosel productode la masade la Tierra por la constantede gravi-
tación universal, e el radio ecuatorialdel planetay ~nm has funciones

asociadasde Legendre. Las coordenadasesféricasr, /3 y A supénenque
se ha adoptadoun sistemade referenciaortonormal B = (b1,b2,ha),
solidario ah planeta; en estesistema,/3 es la latitud contadadesdeel

plano engendradopor b1 y b2; la longitud A se mide en este plano a
partir de b1.

Habitualmenteseusael sistemade referenciageográficoen el que el
origeneselcentrodemasas,h3 es el eje derotacióny el planoengendrado

por b1 y b3 es el plano meridianoque pasapor un puntoarbitrariamente
seleccionado(Greenwichen el casode la Tierra). Porcoincidir el. origen

conel centrode masas,loscoeficientesC~, Cii y ~11 de Y sonnulos. La
Geodinámicaha determinadomodelosde potencialcondiversosvalores

para C,,my S,,,n. Nosotrosusaremoslos coeficientesdel World Geodetic

Systempublicado en 1984 (WGS-84).

En este.artículo hemosadoptadoun sistemade referenciadiferente
del geográfico, pero con el mismo origen. Es eh definido por la base

ortonormal B’ = (*4, b~, b’3) en la dirección de los ejesprincipalesde

inercia del planeta,con bS sobreel eje de momentode inercia mayor~
con *4 sobreel de momentomenor. En adelante,para mayorsencillez

en la notación, eliminaremoslos apóstrofesde los b~. En el sistemaB,
el potenciales de la forma

y = —$ Ii +~ (~§0~m<n (r,,mcosmA+ AtitnsenvnA)Prnn(senfij

Los productosdeinerciaen R sonnulos,por tanto F21 = A2í = = O

(y
6, por ejemplo,Heiskaneny Moritz [7~). No tendremosen cuentala
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diferencia muy pequeñaque existe entreb3 y el eje de rotación; esto
significa que tendremos

r~~c20 ~ r22~ 4+s~. (2)

Parael análisisque sigae, es importante notar que F20 es =O para un

planetaen rotaciónalrededordel eje principalde mayormomento.

Consideramosel casode un satéliteen el campodel poteúcialY. Sea

x su vector de posición; puestoquesuponemosel satéliteen el plano
ecuatorial,z sedescomponeen la suma

x= xb1 +yb~.

La velocidaddel satéliteen el sistemaB es i~ bí + ñ b2. Peroel sistema

B se muevecon relación a un sistemainercial con la velocidadangular
w = w ha, la cual consideraremosconstante. El período2 2r/w es igual

a un “día” sidéreopara el planeta. Así, la velocidaddel satélite con

relaciónal sistemainerciales

tr=ibí+ñb2+wxz.

Entonces,paraun satéllteecuatorialla Lagrangianaes la función

Eh momentoX sedefine a partir de /2 por la relación X = OC/Ot.
En consecuencia

X = Qe —wy)bí + (ñ+wzñb2.

DenotamosX = — w y e Y ~ + w it. Pormedio de la transformación
de Legendrepasamosde las variables (cr, ~fr)a las Qe, X), con lo que
obtenemosel Hamiltoniano

8/2

fl=t.——C--
1(X-X)—w-x5<X+V. (3)

Todos los términos de grado 3 y superiorse omitirán en (3). Con
estarestricción,la expresiónfinal de it es

1 ,
1re

2 fíx2—p2\1
7-1=-- (X2+Y2’~—w(xY—yX)——11+— I——r~+31½

2 II, (4)
2 ‘‘r Lr

2 \2r2/J
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de dondelas ecuacionesdel movimientoen el sistemaB son

811x= —=X±wy,
OX
811

11=
ay

- 811 it (ffi2 (5)
Ox r tr2
al-i <~2 Fil x2—”2’~1~

Y = —~ — —wX — ~ ~t1~3~Wvr~~r22k2±sr2)jt

Si r
22 = 0, todos los puntos del círculo it

2 + y2 = r?, en el que el

radio r
1 es la soluciónde la ecuación

y
5— rgr2 + = o,

sonequilibrios. (La distanciaro es tal quew2rg = p.) Pero,si F
22 # 0,

todos estos equilibrios desaparecensalvo cuatro puntos. En efecto, en

estecaso, hay dos, y sólo dos, posibilidadesde anulaciónde las ecua-
ciones(5); éstasson it = O e y = 0.

Cuandoy = O (La, r = it) debeser X = O eV = wx para quese
anuleni eñ• Estoimplica tambiénla anulaciónde Y. La ecuaciónpara

X, que se reducea

32 3 2
P(r)zzzzzr

5 —r
0r —r0@ qz=O, (6)

da la distanciaentreel centrodel planetay el equilibrio. El parámetro
si es la función

= 4(6r~ —

Este parámetroes positivo; por tanto, de acuerdocon el teroemade
Descartes,la ecuación(6) tiene una,y sólo una, raízpositiva, r1.

Por ser la ecuación (6) de quinto grado la soluciónno puedeex-
presarseen términos simbólicoscomo una fórmula exacta. Por tanto
buscaremosuna aproximación. Para~í = 0, la raíz r1 es igual a
y la derivadade P con respectoa ~í no es cero; entonces,de acuerdo
con eh Teoremade la Función Implícita, la raíz ~i, que emanade ro,
puededesanollarseen serie de potenciasde e~. Usandoel métodoge-
neralpropuestopor Deprit et al. [5] pararesolverecuacionesimplícitas,
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encontramos que ha expresión es

1 ~ 2604 (e)~ +O(s2).

Designamosestosequilibrios como los puntosen el espaciofásico

E
1 = (rí,0,0,wri), y Es = (—rí,0,0,—wri). (7)

Por otro hado, los equilibrios sobre el eje y se obtienen deforma
similar. Conxzrr0 (te., r=y) debeserX = —wyeY=Oparaquese

anulená e ~. La ecuaciónY = O se reduce a

5 32 3ffi252=0, (8)r —r0r —r0

donde£2 es aquí el parámetroadimensional

£2 = —~}r20 + 6r~).

Al igual que con los equilibrios E1 y E~, para £2 > O existe una, .y
sólo una, raíz real ~ > ro > 0, que podemosaproximar medianteel
desarrollo

2’’ 4 6
T2 í/e\12,ex 44~ fe\ 2604 ‘ffi

=l+SE21382\j} +~jE2 ~7) —~¡~£2 y—> +O(e~). (9)

Designamosestosequilibrios como los puntosen el espaciofásico

E2 = (0, r2, —wr2, 0), y E4= (0, —rs,wr~, 0). (10)

Debemosobservar, sin embargo, que £2 puedeser < 0, es decir,

cuando U22 es > — ~I’2o. En estecaso, de acuerdocon el teoremade

Descartes, la ecuación (8) tiene O ó 2 raíces positivas. Estas situaciones
han sido discutidas por Howard [8]. No las contemplamos aquí, porque

ellas no ocurren para la Tierra

3 Estabilidad lineal

Por razones de simetría es suficiente estudiar los equilibrios E1 y E2 en
los ejes positivos. La estabilidad lineal en un equilibrio se deduce del
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sistema diferencial linealízado, planteando las ecuaciones variacionales
en has proximidades de los equilibrios. Para ello efectuamos dos trans-

formaciones completamente canónicas de las variables (it, y, X, Y) a las

= (¿~, r¡~, ~j, H
1), i = 1 6 2, definidas por las ecuaciones

x=ql+rn X=Hi, y=—Cí, Yztwrí—z.1

para E~, y

it=¿2, X=~2—wr2, y=q2+r2, Y=H2,

para £2. Los ejes i~ así definidos van en la dirección radial, mientras que

los ¿ van según la tangente, formando un sistema directo (ver Figura 1).

Los Hamiltonianos transformados son respectivamente

111<~~— ~,22 1(2 H
2) — w(¿

1H¿— ?flBj) —

2 r~ + ~ +
~2 [!rn~....i....ly3l½/~t

2 r~1 ‘1
22 ¡o’~’ ¡ .Pi J

con la distancia ah nuevo origen de coordenas definida por

p

Desarrollando las potencias inversas de Pi en series de potencias de ¿~

y ni, podemos escalar los Hamiltonianos según el grado p + q de los
productos ¿ff4, con lo que los

1<(t) quedan expresados por series de la
forma

(11)
(i>

El ordén cero es el valor del Hamiltoniano (4) en el equilibrio;
entonces, es una constante, que podemos omitir en 11<>. Además, ~4’)
es cero, por tratarse del desarrollo alrededor del equilibrio. El término

(1)
es una forma cuadrática en las variaciones ¿í, ,~j, E~ y H¿, y, para

~ > ~, itÑ~ es un polinomio homogéneo de grado si en ¿~ y ~ií.

La parte lineal del sistema diferencial se deduce del término ~4)•La
(i>

expresión de 74 es

= . + H1
2) —w(EíHi — ~ +12 2 2
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¡ 1

E
3? O E1

E’

Figura 1: Equilibrios y ejes de los sistemas variacionales. La línea OC

va en la dirección del meridiano de Greenwich.

con los parámetros estructurales

32

a1= 1—l2(—1)
tr~ (4—21. (12)y fi~s~2

t

En notación matricial, el sistema variacional se presenta como

=

siendo A
1 la matriz

w 1
o o2w ~w

Los valores propios de A1 son las raíces de la ecuación característica

det(AI — A1) — A
4 + w2(ai + /3~ + 2)A2+ w4(1 — al)(l — fl¿) = 0,

y son de la forma +iwtí,+iwt2, con

= ~ ~+ /31 + 2 + ~/(aí — fr)2 + 8% + /3d)~ (13)

= ~i(a. + fr +2 — fiaí — fr)2 +8% + ~~~~
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Los equilibrios sonlinealinenteestablessi losvalorespropios sonima-
ginarios puros, es decir, si has cantidades w

1,1 y w112 son estrictamente

positivas. Estas condiciones se verifican en el plano (a~, /3~) en la región
(1) donde aj, /3j > 1, y en la región (II) donde —3 < aj,/3j < 1, 0 c
(ae — /3)2 +

8(ai + /34.

Para el equilibrio E
1 el punto (al, /3i) se encuentra fuera de las re-

giones (1) y (II). En efecto, al es > 1 y /3’ es c 1, por ser U22 > O y
r1 > r~. Por tanto, para éualquier planeta que rote alrededor de su eje

de mayor momento de inercia, el equilibrio E1 y su simétrico Ea son
inestables.

Para los equilibrios E2 y E4 el estudio de la estabilidad lineal no es
tan sencillo como en el caso precedente. Evidentemente, el punto (a2, $2)

se encuentra en el cuadrante a2, /3~ < 1. Entonces, para determinar

cuando el punto se encuentra en la región (II), es suficiente sustituir los
parámetros a2 y /32 en la ecuaciónde la parábola (a2 — /32)2+ 8(a2+

/32) = O entre los puntos (—3,1) y (1, —3). En la práctica, la sustitución
supone una cierta complejidad. Después de haber introducido la fracción

= r2/rO, encontramos que las desigualdades

r2 < 4

1 (~)2(ío 31~ 12 t~(5q—2)), (14)

son la condición necesaria y suficiente para que el punto (a2,/32) esté

dentro de la región (II). Aparentemente (14) son condiciones para r~.

Pero, ~ depende de U20 y U22 a través de la ecuación de quinto grado
(8); por tanto (14) son, de hecho, condiciones para los coeficientes U20 y

U~. Estas son aplicables a cualquier planeta.

De acuerdo con has definiciones (2), los valores

U2o = —0.1082630x 102 y U22 = 0. 1814964>< i0~ (15)

para la Tierra verifican las condiciones(14). Por tanto, los equilibrios
E2 y E4 en el caso de la Tierra son linealmente estables.
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4 Estabilidad en el sentido de Liapunov

Para aplicar el teorema de Arnold al equilibrio £2, debemosnormalizar
el Hamiltoniano 11(2) de (11).

La normalización podemos efectuaría en variables ángulo-acción rea-
les, pero es mas sencillo hacerla en variables complejas, puesto que aquí
tratamos con polinomios, mientras que con variables ángulo-accióndebe-

mostratar con funcionestrigonométricas. En lo que signeeliminaremos

los subíndices y superíndices i, en el entendido de que nos referimos
exclusivamente al equilibrio E

2.

Como paso previo a la normalización del Hamiltoniano (11) debe-

mos efectuar una transformación canónica al espacio complejo w
(u, y, U, y), tal que la parte cuadrática fl2 adopte la forma normal com-

pleja

112=iw,uU+iw2vV. (16)

En las nuevas variables la matriz del sistemadiferencial lineal de-

ducido de (16), esto es, la transformada de ha matriz A, debe ser diago-
nal con los valores propios +i ~ +ito2 en ha diagonal principaL Puesto

que A es hamiltoniana, es decir A = JATJ, (J = matriz estándard
simpléctica) y los cuatro valores propios son distintos, existe una trans-
formación completamentecanónicaa una baseformada por vectores
propios, en la que matriz transformada de A es precisamente de esta
forma (Laub y Meyer [9]).

Procediendo como Deprit [31,encontramos que la transformación
buscada es la transformación lineal C Btu, cuyamatriz asociadaes

¡ ~a1 —1a2 01

¡ —b1 —ib1 —ib2

k i(aí< — bíwí) —1(02<4 — b2w2) a1w — bíwí 02<4 — b2w2 j¡ b1w — a~w~ 02<42 — b2w —í(a~w~ — bíw) —1(02<42 — b2w)
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dondelos coeficienteso~, a~, b1, b2 están definidos por las igualdades

2 <4~ +w
2(l —13) 2 _ w~+w2(1 —a

)

01 2w,(w?—w~) ti — 2w,(w?—w~)

w~+w2(l~/3) b2~<42+w(a)

02 = 2w2(w? — w~) ‘ 2w2(w~— w~)

El Hamiltoniano resultante de esta transformación es de la forma

u = 1~t2 + 713 +

donde el término 11k es un polinomio homogéneode gradok en u, U, y, V;

en particular 7~ es (16).

El paréntesis de Poisson de cualquier función F(u, y, U, y) con 7<2 es

{F; u
2} = ja,, (OF 8F’N. (OF OFN

\~ Bu — U5~1+íw2 v—--V———,, -8v 8V
Por tanto la derivada de Lie en el campo Hamiltoniano determinado por

es el operador

= it,,1 (u~— — u~—) + iú,2 (v~— — v~).

En el álgebra compleja A de polinomios en (u, y, U, y),

L0 (~munyPv~)— [icoi (n~ — st) + iw~ (>~ — q)] ¿nunyPv~;

en otras palabras,el monomio ~m~nyPyq es el vector propio de Lo
para el valor propio í w~ (m — st) + i ca2 (p — q). Además, en ausencia de

resonancias entre caí y <42, el núcleo de Lo en el álgebra .4 está generado
por los monomios(u U)m(V V)P.

De acuerdo con Deprit [4], la normalización de 7< puede extenderse

por medio de unatransformacióncanónica(u, y, U, y) —.* (u’, y’, U~, y~)
cuyo efecto será transformar cada término

7k en un elemento 4 del
núcleo de Lo, es decir, en un polinomio en (u U)m y (y V)P solamente.

De aquí se seguirá, en particular, que, para todo k> 0, K2k±, será cero.

Una vez efectuadala normalización, aplicamosla transformacíon
completamentecanónicade Poincaré

u’ = \‘~e14’, =

y’ = iVWeM’.Uf =— ix4et
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de variables complejas a las de ángulo-acción. El Hamiltoniano resul- 
tante es 

siendo los coefientes A, B y C funciones de los parámetros estructurales. 

Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema de A&ld [l, lo]. 
Los equilibrios Ez y E4 serán estables si la cantidad 

D4=A~;-2Bwlq+Cwf. 

es distinta de cero; de acuerdo con Meyer y Laub [lo], si fuese 04 = 0 

se hace necesario ir hasta el grado 6 y así sucesivamente. En el caso de 
la Tierra no es necesario. 

Como función de WI y ~2, p4 adopta la forma 

&=@f-RP)IQ, 

donde las partes Q, R, M y P son 

(17) 

Q = 48~:~; (UT - 4u;)(4uf - w;)(w,” - w;)‘r; 

R2= (~~-~~)2+8w2(2w2-w~-w~), 

M=C c W,m,n w 
2e 2m Zn 

(WI w2 + wl”“wp>, 
09<5 o<m<n<r 

m+n=S-e 

p=c c Pt,m,n wZ(wpL2” + w:“wp, 
ose54 osm<n<6 

TTL+?Z=.E-t 

El denominador Q es fácil de obtener; en contraste, el numerador de 
D4 requiere laboriosas manipulaciones. No queremos entrar en los de 
talles de las operaciones. Pero puede haber algunos lectores que intenten 
recrearse comprobando nuestros resultados. Para ayudarles, reproduci- 
mos en la Tabla 4 los coeficientes de M y P qne hemos obtenido. El texto 
impreso es, en sí mismo, el resultado de transcripciones electrónicas, por 
lo que el riesgo de cometer errores de impresión es prácticamente nulo. 

Los polinomios M y P y la función irracional R son simétricos en WI 
y ~2. El denominador Q no lo es, porque 72 no es una función simétrica 
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Tabla 1: Coeficientesde los polinomiosM y P en 134 en función de <4i Y <42~

en ca~ y cas. Hemos excluido las resonancias entre ca~ y <42, por tanto, la
división por Q no representa ningún problema.

Para comprobar los cálculos, hemos calculado el elemento crítico 134

de otra forma, esta vez como una función racional en los parámetros

estructurales a y fi. Tediosassimplificaciones,ejecutadastambién de
manera electrónica, condujeron a la fórmula

134 1(24(1 /3)2D) (2) (18)
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Tabla2: Coeficientesdel polinomio N en la expresióndé D4 en función de los

coeficientesestructuralesa y /3.

En el factor adimensional,N y 13 sonlos polinomios

N=>3>3
O<m<5 O<n<7—m

Am,.. amf3n;

D=[(a~/3)
2+8(a+/3)J[4(a~/3)2~9(1+af3)+41(a+fi)],

con los coeficientesAm,.. que seexpresanen la Tabla2

Con los valoresde r
20 y U22 de (15) y escogiendolas unidadesde

longitud y tiempode formaquesea

tanto si usamos (18) como (17) encontramosque 134 = 1.49991 para
la Tierra. En consecuencia,de acuerdocon el teoremade Arnold, los
equilibrios E2 y E4 sonestablesen el sentidode Liapunov.

El valor numéricode C20 es conocidocon unagran exactitud, pero

no así el de C22. Por tanto habríaque preguntarseen que entornode

A0,0 = —578h6 Aí,o = 191232 A2,0 = 31175
A0,1 = 130032 Aí,í = 105514 A2,í = —92485
Ao,2 188207 Aí,2 = —60780 A2,2 = —195053
A0,3 = 88807 A1,3 = —93886 A2,3 = 7153
AOA = 15504 A1,4 = —18724 A2,4 = 5608
A0,5 = 346 A1,5 = —1956 Azs = 602
A0,6 = —532 A1,6 = 100
A07= —48

A3,0 —80454 A4,0 —74745 A5,0 = —55Ó4
Aa,í = —186420 A4,1 = 35711 A5,1 = 1168
A3,2 = 77946 A4,2 = —11452 A5,2 = —164
A3,3 = 1404 A4,3 = 986
A34= —1476
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75

25

—25

—.75

r2 Fg 22

Figura 2: Valores de 134 en función de U
22, para el valor de U20 co-

rrespondientea la Tierra. Las unidadesde longitud y tiempo sehan
escoúidode forma que es = 1 y ca = 1. La primera discóntinuidad
correspondea la resonancia2:1 y la segundaa la 1:1. A la derechade

estaúltima los equilibrios E2 y £4 son inestables.

semantienela estabilidad.La respuestaaestacuestiónse da en la
Figura 2. Allí hemosdibujado 134 como una función de U22, para los
valoresde,® y U20 correspondientesa la Tierra. Paraelvalor e

2U
22 =

4.3862 x ió~~ (U22 = 0.192385)se anula134, con lo quepara asegurar
la estabilidadtendríamosque ir hastael grado 6. El primer punto de
discontinuidadde la curvacorrespondea la resonancia2:1, mientrasque
el segundocorrespondea la resonancia1:1. Este último punto es el
limite deestabilidadlineal; a la derechade él los valorespropios tienen
partereal no nula. En el casode resonancia2:1 no es de aplicaciónel
teoremade Arnold, puesla normalizaciónnos lleva aun Hamiltoníano
cuyosórdenesimparesno sonidénticamentenulos.

5 Conclusiones

El teoremade Arnold es unapoderosaherramientaparadecidir sobre
la estabilidadde un equilibrio en un sistemadinámicocon sólo dosgra-
dos de libertad, cuandoel Hamiltoniano en el equilibrio es una forma

cuadráticano definida. Hastaahora,el teoremahabíatenido solamente

0 .002 0.01
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aplicación en astronomia,en los equilibrios triangularesdel problema
restringidoplanodetrescuerpos.Conestearticulo,añadimosotra apli-
cacion.

Llegamosaconclusionesdefinitivasacercadelaestabilidadorbitalde
satélitesde comunicacionesde laTierra. Sin embargo,en eldesarrollode
la demostración,mantenemostodoslos parámetrosque intervienenen
el problemacomo símbolosy los manipulamoscomo símbolos,no como
numeros.Poresta razón,el desarrollopuedeaplicarsea otros planetas.

Un desarrollocompletamentesimbólicono es unatareaparasereje-
cutadaamano;es demasiadocompleja. Por ello, hemosorganizadolos
cálculoscomoun conjuntodeprogramasaejecutarautomáticamentepor
ordenadorescon un procesadorcientífico de textos matemáticos,como
MATHEMATICA. En cierto sentido, podemosdecir de verdadquehemos

automatizadola aplicacióndel teoremade Arnold.
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Apéndice
Programapara una normalización

Esteprogramaen MATHEMATICA efectúala normalizaciónde un Hamil-
toniano pertenecienteal álgebra de polinomios en variablescomplejas,

cuyo ordenceroes de la forma (16).

« “SA?’”

BeginPackagef”TwoCenters”’,“Base’Debug”J;
semisimpleaperator usage = “semisimpleaperator[x, t., L, ci
tags onto dic symbol \“x\” tbe programs \“i\”, \“k\” and \“c\” to
calculate respectively the image. the kernel aud the coimage of a
function for the Lis derivative

image :usage = “image is symbol Qn which is tagged progranx to
compute image of a senil—simple operator.”;

kernel :usage = “kernel is symbol Qn whicb 18 tagged program to
compute kernel of a seal—simple operator)’;

cokernel :usage “cokernel is symbol Qn which is taggedprogram
to computecokernel of a semi—simpleoperator.”;

toComplex :usage =

“tocomplex[<x, 1, onu, y, Y, omy}, <u, U, y, y>] —> rules
convertingreal Cartesianvariables into complex Cartesian
variables.”;

toRcal: :usage= “toRealf{u. U. onu, u, V.omv}, {x. Xl] —> rules
converting complez Cartesianvariables into real Cartesian
variables,”;

definemmage::usage = “definemmageis the template for dic rules

delining the image of a polynomial in dic Cartesiancomplex
variables.”;

del ineKernel ::usage = “delineKernel 18 dic template 1or tus
rules defining the kernel of a polynomialA;

dcf,inecokerncl : :usage = “dcl inecokernel As the template for the
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rules dctining the cokernel of a polynornial iii thc Cartesian
conipler variables.”;

normalization :usage = “norinalization[op, pb] [ham, ordj makcs
a nornialization of the Hamiltonian \“ham\” until order \“ordV’.
\“hazn\” must be a list wMch clernentsare the orden of thc
Hamiltonian- me Lic operator uscd in the nornialization As
\“op\”; \“kernel\”, \“image\” aix! \“cockerncl\” haveto be
delined previously in relation with \‘opV’.V’pb\” is tjie program
br Poisson brackets.”;

Unprotect CC NamesE”Thoccnters’*”];
Clear CC NamesE”Tvocentcrs’*”];

Begin(”’Pad<”);

(* keywords = NamcsE”TwoCenters’*”]¿ *3

semiSimplcopcratorDcsymbol,L. L, ci
Do E

x 1: imageIr] ExpandEiDtI) k;
x 1: kernel[x) ExpandfkE#J] &;
x 1: cokenielEx) ExpandEcEtil] 1;
Attributes [xl = {Protected}]

tocomplex[{x., X.., omk, y, E, om2.}, {u, U_ y_ L}]
ThreadE(x, 1, y, Y> —> {Sqrt(2) (nomí + 1 U) 1 (2 onu),

Sqrt[2) (U + 1 onu u) 1 2,
Sqrt[21 (u om2 + 1 y) ¡ (2 om2),
Sqrt[2J (Y + 1 om2 u) /2>);

toaealE{u_ U_ onu_ y_ V, om2j, {x.. L, y, E>]
ThreadE{u. U, y, V} —> {Sqrt[2] Comí x — 1 1 3 ¡(2 omí),

Sqrt[21 CX — 1 onu ‘3 1 2,
SqrtE2J (om2 y — 1 Y 3 1(2 om2),
Sqrt[2] (Y — 1 on2 y) 1 2>];

(* Por tbe restriction of the senil simple operator
to the algebra of polynomials;
in complcx variables *3

delinelmage
Module E
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<x, y, m, n, p, q, a>,
(*1[xPlusJ Plus CC MapD*1. List CCX];
*1(x: y. *2~m.. *3n. *5’p. *6~q..]

*4 <ni — n) + 1 *7 (p — q)) x 1;
And CC Map[FreeQ[y, U] k, <*2, *3, *5, *6>];

*1(xj
#1[PowerExpand[x (*2 *3*6 *6Ya]] 1

PowerExpandlX*2 *3*5 *6Ya]í;
Or CC Map[Freeq(x, *1 k, <*2, *3, *5, *6>]) a

1;

delineKernel
Module E

{x, y, ni, p>,

<*1[rylus] Plus CC MapEUl, List CC xl;
*lfyJ y 1;

And CC Map[FreeqEy, *1 a, <*2, *3, *5, *6>];
*lEx: y. #2~m. *3m.J x 1;

And CC HapEFreeqty,*1 a, <*2, *3, *5, *6>);
*1(1: y. #5p... #6~p..) x 1;

md CC MapfFreep[y, *i a, {*2, *3, *6, *6>];
#.lEx: y. *2~m. *3m.- *5p_ . *6~p .1 x 1;

And CC MapEFireeQ[y, *1 a, <*2, *3, *5, *6>);
*1(x: y.. #2ni. *3n. *5’p- *6~q.1 1 1;

And CC Map(Freeq[y, *1 A, <*2, *3, *5, *6>3;
*1(1 0) &

1;

del inecokernel
Blockt

{x, y, ni, E, p, q, a>,
(
#1(x.Plus] Plus CC Map[*1, List CC x];
#1(x: y. *2m. *3n. *5~p. *6~q .3 := 0 1;

((ni n) ka (p == q)) ka
And CC Map[FreeQ(y, *i a, <*2, *3, *5, *6>);

flUx: y. #2½. *3~n... *5p- #6~q....]
— Ix/ (*4Cm — n) + *7 (p — q)) 1;

((ni II (p q)) kt
And ~C Map[Freeq(y, *j a, <*2. *3, *6,

*i[xj := *1(PowerExpandEx (*2 *3*5 *6Ya)]
*6>];
1



Estabilidad orbital de satélitesestacionarios 331

PowerExpand[(#2 1*3*5 #6Yal 1;
Dr fl MapEFreeQEz,*] &, <*2, *3, *5, *6>)) a

1;

inform[xA
MapEApplyEStringdoin, ti

Transpose E
<(“Head: “, “ Length: ‘¾ “ Depth: “, “ .Bytecount: “>,

Map(ToString,
ThroughECHead,Length, Depth, ByteCount}(x]J)>

1];

inttializeilam[f, h, o] asaignathe elements ‘f(EI)]’ of the
list ‘1’ to be the value of ‘bEl]>. until arder ‘o’

initializeliam(L., Ii..., 02
Inner E

(*1 = 1*2 )&,

ArrayEhEfi, O) &, o + 1. 0],
TakeE

JoinE
:f,

Array[O k, Max[0, o + 1— Length(fl]]],
o + 1J,

Nulí U;

lieTriangle(luSynibol, g.Symbol,
Do E

pbi

h 1: hEijnteger, jitnteger
BlockE

bEl + 1, J — 1] +

Sum[
BinomialEl, k) pbEhEi — k, j — 171, gIk + 17171,
{k, O, 1fl711;

<(fi > 1) a)] bEl, fi =

liTilde EhSynibol] (ni : =

hTildeEh) (nl = ExpandEhtO, nl]; (* — pb(ham(O, 0], gen(n]J ‘O



332 A. Deprit y T. LópezMoratalla

normalizatlon¡bop., pbi [fun.Llst, or&Jnteger ? Positivo]
Block(

<ham, gen>,
ClearEham, gen];
initializeHamEfun, hani, ord];
lieTriangleEhani, gen, pb);
Do E

DoE
hamEj, ord — 1 — ji =

hamEj, ord — 1 — ji + imageEop)EgenEord—1IJ,
<j, 1, ord — 2>];

harnEO, II = kernelEop)EhTlldetham)(1]];
Print EStringJoinfY’order “, ToStringUl, ‘ hamiltonlan:“11;
Print CC informEham[O, iii;
gen (ji = cokernel [opí [ExpaudEhTilde [harníEl] — hamEO, iii];
Print[StringJoin[”order ‘¼ToString[VI, “ generator:“1];
Priut CC uinforniEgen (1]],
<1, ord>]

{Array(haniEO, *1 k, ord + 1, 0], ArrayEgen[#] a, ordí>
1 1; cokernel(op)EIunEE1]]J == O

EndE];

Protect CC NaniesPTwocenters’*”];

EndPackage[ 1;
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