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Sur les Propriátés Top ologiques
des Project¡ons Lagrangiennes en

G¿om¿tríe Symplectique des Caustiques.

VI. ARNOLD

RÉSUMÉ. La caustiqued’un point Sur une variétériemannienneest ¡‘en-

sembledespointsd’intersectiondes géodésiques infiniment voisinspartantde
cepoint.

Jacobia remarqué,enutilisant un raisonnementtopologique,que la taus-
tique d’un point sur une surfaceconvexeferméedoit avoir des points de re-

broussement.Ii a aussi annoncé(sansdémonstration)que le nombrede ces
pointsest quatrepour les caustiquessur les surfacesd’ellipsoides [1].

Danscettenotej’essaied’inclure lesthéorémessur les pointsderehrousse-
ment descaustiquesdansle cadreplus généralde la topologiesymplectique.
On obtient ainsi immédiatementde nombreusesgénéralisations(y compris,
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par exemple, le théor~medes quatresornmetsd’une ceurbeconvexefermée
danale plan euclidien) aussi bien que des conjecturessur la topologie des
caustiqueset desfronts d’ondes.

Certainsde cesthéorémeset conjecturespeuvent&re considéréscoinme
desgénéralisations(un peuétranges)de la théoriede Sturrn. Cetteapproche
de la théoriede Sturm suggéreses généralisationsreliées, par exemple,á la

symplectisationdu théorémedes quatrepoints ombilicaux sur une surface

convexe.

1. LE COLLAPSE LAGRANGIEN

Définition. Le cylindre lagrangien standard17’ ‘—* T*]Rn est ¿e
graphe de gradient de la fonetion+¡q¡:

L~1=z{p,q:Bt:p2=1, q=pt}.

Cette formule définit un plongementlagrangienexact du cyllndre
x it (p E S~’, t E IR) dansle fibré cotangentIR2” de l’espace

euclidien IR”.

Le cylindre standardestunevariétélagrangienneexacte,parteque
pdq = dt sur L

Définition. Le collapse lagrangienstandard

un ~ T~R” —*-. IR”

est la projection du eylindre tagrangienstandardL” sur la base du fibré
cotangentde ¿‘espaceenclidien IR”.

La projection sur la basedu fibré cotangent(p,q) —* q envoje L”
dansIR” par un difféomorphismelocal á deuxfeujiles partout sanfau-
dessusde l’origine, ¿axis laquelle est envoyéetoutela sphéreS”1 x 0.

L’ensembledes vaieurscritiques (la caustique)de l’applitation
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17’ —* IR” consisteen un seul point O (infiniment dégénéré).Le but de
ce travail est l’étude des caustiquesdesvariétéslagrangiennesvoisines
de L”.

2. EXEMPLES DES COLLAPSES LAGRANGIENS

A). Cansidéroxisla famille des normalesd’un cercle dans un plan.
Les vecteursunitairesdesnormalesformentun cylindrelagrangien(j’i-
dentifie les vectenrstangentset cotangentsdu plan euclidien).

Ce cylindre S’ x IR est le cylindre lagrangienstandarddansIR4 et
saprojectionsur IR2 est le collapselagrangienstandard.

Quandon déformele tercie, le cyllndre des vecteursunitairesdes
normalesse déforme,mais II restetoujours un cylindrelagrangienexact.

Les valeurscritiques de la projection du cyllndre déformésantles
centresde la courburedu tercie déformé. Le théorémedesquatresom-
metsaffirmequelacaustique(=1’ensemblefocal, =l’ensembledescentres
de courbure)d’une courbeconvexegénériqueaau moins quatrepoints
de rebroussement.

B). Considéronsles géndésiquespartantdu pále Nord de la sphére

S2. Cesgéodésiquesse rencontrentau póle Sud. La variétélagrangienne
correspondantedaxis le fibré cotangentde la sph&e est 1’ensembledes
vecteursunitairestangentsaux géodésiques(commetoujours,j’identifie
les vecteurstangentset cotangentsd’unevariété de Riemann).

Cette variété lagrangienneest lisse. Sa projection sur la ~phére a
des singularitésau-dessnsdesvoisinagesdespóles. Cessingularitéssont
symplectomorphesau collapsestandardlagrangiend’un cylindre dans

IR4.

Qnandon défarmela métriquede la sphére(en laissantla courbure
positive), la variété L formée par les vecteursunitairesdes géodésiques
partant du póle Nord reste une variété lagrangienne(un cylindre im-
mergédans rS2). Les points critiques de sa projection lagrangienne

sur ~2 forment unesuite de courbesfermées,dont les projectionssont
les caustiques(la premi&e e~t prochedu póle Sud, la secondedu póle
Nord, etc..., pourvu que la déformationde la métriquesoit petite).

fl résulte des théorémesci-dessousque diacunede ces caustiques
minusculesa au moins quatrepoints de rebroussement.le penseque
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tette minorationresteencarevraiepour lescaustiqueslonguesde tautes
les surfatesconvexes.Pour la premi&e caustiquec’est un résultatcías-
sique de la théorie variationnelle. Mais pour les caustiquessuivantes,
la minoration n’est pas, semble-t-il,connuemémedansle cas d’un el-
lipsoide.

Le probl~me des points de rebroussementdes caustiquesdes el-
lipsdídesrésiste,semble-t-il,anxgeometersalgebriques(voir, par exem-
píe,l’article [2], dont la référencem’a étécommuniquéepar H. Knorrer).

3. SINGULARITÉS DU COLLAPSE DÉFORMÉ

Les résultatsci-dessousimpliquentle

Théoréme. Le nombre despoinis de rebmussementd’une caus-
tique de La projection lagratzgiennesur ¿e plan estatt moinsquatrepour
chaqueplongementgénériqueerad lagraxigiend’un cylindre,pouruu qu’iI
soit suffisammentprochedii cylindre standard.

Les bornesdesperturbationspermisessont décritesdansle §6. Je
pense que le nombredes points de rebroussementdes caustiquesest
anss¡minoré par quatrepaur des plongementslegendriensdes cylin-
dres éloignésdu cylindre standard(parexemple,pour ceux qu’on peut
obtenir du cylindre standardpar une isotopie hamiltonienne& un sup-
port compact). Pour les immersionsil n’y a iias de minorations(ceci
résultede [3]).

II est aussi possible que certainesdes restrictions,utilisées dans
la démonstrationde §6., soient essentielles.Parexemple,les cyllndres
permis dansnotre théor~meprincipal sont “pseudo-optiques”(p $ ti)
et vériflent la condition de “pseudo-convexitéde contact” (la fonction
S = fpdq sur L n’a pasde pointssinguliers).

Lescylindresdonton abesoindansle théor~medesquatresommets
d’une courbeconvexe (ou de la n-i&ríe branchede la caustiqued’un
point ¿‘unesurfacepresquesphérique)vérifient les conditioxis de pro-
ximité suifisantespour l’application de nosraisonnements(la proximité
necessairede la surfaceála sph~redépendanttoutefois de u).
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4. THÉORÉME DU TYPE DE STURM ET DE TABACH-
NIKOV

Les démonstrationsse raménent,~ l’aide des fonctionsgénératrices,
au théor~mesuivent “~ la Sturm”:

Théoréme. Soit f(S,‘p) unefonction 2r-périodiqueen ‘p, bornée
ayeesa dérivéesecondeen cp danstout le plan. Alors la restrictionde la
foxiction S d la courbe lisse sur la surfacedii cylindre {S, ip mod 24,
définie par ¡‘¿quation

5 + 1(~,’,”) + 821¡0so2= O,

a att moinsquatre points crztzqnes.

Démonstration.La courbeesí forméepar destomposantesferme-
es, qui habitent toutes dans un anneau jSI =e

1. Si le nombredes
composantesestplus grandque1, les quatrepointscritiquesnécessaires
sonífournis par les maximaet les minimade 5 sur les composantes.

Si la composanteest unique,la fontion

H(S,so)= S+f+82f¡Oso2

est positive d’un cóté el négativede l’autre cóté de cettecomposante,

qui sépareaussi les domaines5 ~ eí el 5 < —c1.

Supposonsque le nombredes points critiques esí plus petit que
quatre. Dansce cas le maximum(et aussile minimum) de5 est atteint
en un poiní seulement,et chaquevaleur de 5 entrele minimum el le
maximum est alteinte exactemeníen deux poinís. La différence des
vaieursde ~ en ces deuxpointsesíunefonclion continuede 5, dont les
valeursau minimumet au maximumdiff’erent par 2w. Donc ji existeune
valeur 5 alteinte anx deux poinís opposés: p2 — soí = ir mod2,r. Les
signesde D(So,-) sur les deux arcs, séparéspar ces deux poinís, sont
différents.

Donc ji existeune fonclion

a cos ~o+ b sin s~
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ayantles mémeszérosqueH(So<) etlesmémessignesauxautrespoints.
Pourcette fonction on a

j2lTj tos so + b sin so) H(So,so)d’p> O.

Or la fonetion
1 + 82 liOso2

pour chaquevaleur fixée de 5 esí orthogonaleá tos ~ et ~ sin so (car
l’opérateur8210so2 + 1 tue ces harmoniquesdans la série de Fourier).
Done l’intégra>e positiveest égaleá zéro -cettecontradiction démontre
qu’ii existeau moixis quatrepointscritiques.

Remarque.La variant infinitésimal du probl~mede la naissance
des points de rebroussementde la caustiquelors des déformationsdu
collapse lagrangienstandarddonne ces points comme les racines de
l’équation 1”’ + f’ = O, oú f est unefonclion 2r-périodiqued’une vari-
able, décrivantla perturbationinfinitésimale.

Une telle équationa toujoursau moins quatreracinessur le cercle,
parte quela fonction 1”’ + f’ est orthogonale~ 1, sin so~ cos so-

5. Tabachnikov[4] a remarquéque,plus généralement,la fonction

E aktoskso+bksink(p, k>n

a au moins 2n racines sur le cercle (et qu’un résultat similaire a lieu
pour les fonctions propresd’autresopérateursde Sturm-Liouville).

J’ai trouvé d’applicationsde ce théor~meau minoration desnom-
bresdes singularitéslagrangiennesA,, d’ordressupérieurs.

Lesgénéralisatioxisde la théoriedeSturmauxfonctionssphériques,
dont on a besoinpour aborderles minorationsdes nombresdessingu-
larités descollapsesstandardperturbésdansT*IRn, xi > 2, ne sont pas
encoreconstruites,mémesousla forme infinitésimale. (Ces généralisa-
tions doivent fournir, par exemple,la versionsymplectiséedu théoréme
desquatrepointsombilicaux dessurfacesconvexes,si u = 3).
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Je dois avouer que je ne comprendsni les origines profondesdu
théor~medémontré,ni lesraisonsd’apparitiondesthéorémesde typede
Sturm dansles problémesde déformationdu collapselagrangien.

5. LES COORDONNÉESADAPTÉES

Pour formuler les restrictions de proximité du cyllndre perturbé
au cylindre standard,il est commodede décrire le premier en utilisant
des coordonnéesspécialesau voisinagedu second. Nous utiliseronsle
fait qu’un voisinage d’nne variété lagrangienneest symplectomorphe
au voisinaged’une sectionlagrangiennede son libré cotangent. Nous
décrironsun tel symplectomorphismeexplicitement.

Considéronsl’application S~ x IR3 —* IR4, décritepar les formules

p~=Acosw, p~=Asinso, (1){ x= rcosso+Bsinso, y = rsinw— Bcosso

Ici so mod 2w est la coordonnéesur 51, (r,A,B) -dansIR3 et (z,y;px,pv)
-dansT*1R2 IR4.

On vérifie directementle

Lemme. L ‘identité suivantea ¿ieu:

p~dx + pydy = Prdr + ~ (2)

Pr = A, P
4~, = AB. (3)

Corallaire. Lesformules(1) décriventun symp¿ectomorphismedu
domaineP,. = A > O de T*(]R x 5’) sur le domaineT*IR

2 \IR2(p # 0)).

Démonstration. Le point p = (p~,p~)définit A > O et

so mod 2w saxis ambigilité. Quand so est connue,le vecteur (r, B) s’ob-
tient du vecteur (z, y) par une rotation ál’angle so-
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6. LE THEOREME PRINCIPAL

Soit Sfr, so) une foxiction 2ir-périodique en so~ qul coincide avec r
pour ¡rl =e2 et qul est strictementmonotoneenr(OS/Or > O).

Définissonsun cylindre lagrangienexact L ‘—* T1R
2 par la fonction

génératrice5, notaanmentpar les formules

Pr = OS/br, 1%, = OS/Oso (4)

dansles coordonnéesdu §5.

Théor~me.La caustiquede la projection dix cylindre génériqixeL
dansle plan (x, y) le long desfibresdix fibré cotangenta aix moinsquatre
points de rebroussernent.

Démonstration. L’ensembledes points critiques dela projection

lagrangienneest défini par l’équation

det(O(x,y)/8(r,so)) = O.

Cetteéquation,conformémentá (1)-(4), a la forme

C+BrS sBrC

det B + (—r+B<4s Bs — (—r+B,~)c =

ouc=cosso,s=sinso.

Donc l’ensembledespoints critiquesest la courbede l’équation

—r + ~ — Blir = 0.

Le long dn noyande la dérivéedela projectionen un point singulier
dx et dy s’annnlent. Donc, d’apr~s (1) et (4), ce nayau est déflni par
l’équation dS = O.

Dansla situation décritedans le théor~me,on peut choisir (5, so)
au lieu de (r, so) commedesvariablesindépendantes.Je Vai5 noter les
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dérivéespartielles par des indices (nr, u<~) si les variables so on r sont
flxées, et par les fractions (bu/OS , Ou/Oso) si l’on fixe so ou 5.

Je vais aussi utiliser les notations des anciens,oti une fonction,
disonsu, sur unevariétéest notéepar la mémelettre indépendamment
du systémede coordonnéesutilisé.

L’expressionde r en foxiction descoordonnées5 et so peut s‘écrire
sonsla forme

r=S+f(S,so), Of/OS>—1,

oii f = O pour ¡S¡ ~e3.

En passantaux ¿liférentielles,on obtient

dr = (1 + bf/OS)dS+ 8f/Osodso.

Donc, d’apÑs (4), L est décrit par les fonctions

Pr = (1+ Of/OS)-’ P~, = —(OfIOso)(í + Of/OS)’.

Ainsi lesrelatioxis(4), (3) impliquentuneexpressionsimplepour

B = —O//OsoIs=const,

et par conséquentnoustrouvonsaussi

— BBr = OB/Osois~onst.

Finaiement,l’équation dela courbedespointssinguliersprendla forme

5 + f(S,so)+ 0
21¡0so2— O

oh J est la fonetionconnue,déflnissantle cylindíe perturbé,2r-périodi-
queen y et s’annulantpour les grandesvaleursde ¡Si.

Les points de rebroussementde caustiquessont les projectionsdes
points de tangentedu noyau(dS= O) á la courbedespointssinguliers.
Donccesontles pointscritiquesde larestrictionde la fonction5 ~cette
courbe(qui est unecourbelisse si L et f sont génériques).
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Par le théoÑme de Sturm-Tabachnikov(§4.) le nombre de ces
pointsest an moinsquatre,ce qui démontrele théorémeprincipal.

Remarque. La démonstrationmontre que la restriction “5 = r
pour jrj =e2” n’a pas de grandeimportante. fl suffit, par exemple,
quela fonction 5 — r soit bornéeavecles dérivéessecondes,pourvuque
OS/Or > e4 > O.

On peutm&me admettreunecroissance(modérée)de f pour ¡S¡
00. U suffit que la fonction H(S,so)= 5 + 1 + 0

2f10so2tendevers
quand¡S¡ —* 00.

Cette remarquepermetd’adapternosraisonnements,par exemple,
~ la démonstrationdu théor~medesquatresommetsd’une courbecon-
vexeplane. Ce théorémeest donc un cas particulierdenotregénéralisa-
tion symplectique.

Autres généralisationssont discutésdaxis [5]-[8].
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