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Etude Asymptotique de la Jonction d’un
Massif Tridimensionnel et d'une Tige Elancée
en Flexion.

B. MAMPASSI

ABSTRACT. We are interested with asymptotic problems for the system
of elasticity involving small parameters in the description of the domain where
the solution is searched.

The corresponding asymptotic expansions have different forms in the
various between them. More precisely, our work is concerned with a precise
description of the deformation and the stress fields at the junction of an elastic
three-dimensional body and a cylinder. The corresponding small parameter
is the diameter of the cylinder.

1. INTRODUCTION

Les problémes pratiques d’élasticité font intervenir un grand nombre
de situations oit les solutions doivent étre cherchées dans des domaines
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géométriques qui sont décrits i I’aide de petits parametres, par exemple
I’épaisseur des plaques, coques, poutres, tiges, etc.

Nombre de ces piéces sont assemblées 4 d’autres piéces géométri-
ques, trés caractéristiques, assez différentes, notammant i des piéces
plus massives ne faisant pas intervenir des petits paramétres. L’étude
correspondante releve donc de Pélasticité tridimensionnelle.

Un probléme se pose alors: 1’étude des régions de jonction de ces
piéces de propriétés géométriques trés différentes. Il convient de signaler
que ces régions sont souvent le siége des phénomenes locaux {couches li-
mites) qui peuvent présenter des singularités lorsque les contours ont des
points anguleux ot les concentrations de contraintes conduisent parfois
i I'endommagement des structures.

Les techniques actuelles de I’aréospatiale en particulier, exigent une
onnaissance fidéle des solutions dans ces régions, car il faut empécher la
fracture tout en utilisant de petits coefficients de sécurité sinon la struc-
ture serait sur-dimensionnée et donc inadaptée aux conditions rigoureu-
ses d’utilisation.

Le travail que nous présentons ici est consacré a 'étude d’un de
ces problémes de jonction ou Jes coefficients d’élasticité des différents
corps en présence sont égaux ou de méme ordre de grandeur au sens
asymptotique du terme. Nous utilisons la technique de développements
asymptotiques raccordés, technique classique pour 1’étude des couches
limites en mécanique des fluides et qui a été utilisée dans un contexte
proche du nétre dans Leguillon-Sanchez [5] pour 1’étude des petits ar-
rondis d’angle dans des piéces élastiques,

9. EQUATIONS DU PROBLEME

On considére un corps élastique (1, (fig. 1) formé d™un massif tridi-
mensionnel (g encastré en I'p et d’une tige cylindrique semi-infinie de
diametre 2¢, tous deux reliés par 'intermédiaire d'une région de forme
géométrique quelconque. Le massif 2y est formé prés de la région de
jonction par un cone de révolution K de 1/2 angle w.
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Figure 1

On note e; (¢ = 1,2,3) les vecteurs unitaires des axes (Oz;). Nous
utiliserons la notation indicée classique: les indices grecques prennent
leurs valeurs dans {1,2} et les indices latins dans {1,2,3}. De plus
nous ferons la convention de sommation sur les indices répétés. Cette
convention ne concerne pas les indices grecs. Les coordonnées polaires
associées aux coordonnées cartésiennes (z;) seront notées par (r,0) o
72 = 22 + 22 + 22 et @ un point courant de la section de la sphére unité
avec le cone K. Les composantes cartésiennes de la normale extérieure
seront notées par (n;}, 7 = 1,2,3. Nous utiliserons aussi les notations

On considére le cas ou la tige est sollicitée en flexion telle que le
moment résultant par rapport a l'origine et la résultante des forces a
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travers la section z3 = 0 soient respectivement

ﬁ: M1€1 + Mzez et }‘::5 . (21)

Les coefficients d’élasticité sont a;jxm supposés réguliers par mor-
ceau, anisotropes et satisfont aux conditions classiques d’ellipticité.

Nous faisons en plus I’hypothése:

@ijkm = Gijkm(z/€) dans la région de jonction
@ijkm = constants ailleurs. (2.2)

Soit U¢ = Ufey + Ufey + Ufez le champ de déplacements dans €2,. Les
équations d’équilibre s’écrivent alors:

_99T) _§ Gans 0, i=1,2,3. (2.3)
UEJ‘

0 (U%)-n; =0 sur 99 [Ty i=1,2,3. (2.4)

Us = sur [y {2.5)

8xk

oll @;(U%) = aijkmExm(U°) et Exm(U) = 1/2(%: %)'

Les conditions relatives au moment résultant et a la résultante des
forces s’écrivent:

/ 0','3(UE)'d$1d$2 =0 t= 1,2,3 (2.6)
:l."3=0

f TrYikmOma(U®)dz1dzs = M;  1=1,2,3 (2.7)
.?3320

avec My # 0,M> # 0 et M3 = 0. Les coefficients 7;., sont les com-
posantes du tenseur alternant définis par:

Y132 = Y213 = Y321 = —1

{ T123 = Yo31 = Yarz = 1
autres Yikm = 0. (2,8)
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On va s’intéresser aux développements asymptotiques de la solu-
tion (inconnue) du probléme (2.3) - (2.7). La technique utilisée ici
s’apparente a celle des échelles multiples et fait intervenir des dilata-
tions asymptotiquement grandes (lorsque le parameétre ¢ du probléme
tend vers zéro), ce qui nous conduit (pour ¢ — 0) & des domaines non
bornés. Les différents termes du développement des solutions sont des
fonctions satisfaisant au systéme de 1’élasticité et i des conditions aux
limites mais qui doivent aussi avoir au voisinage de I'infini des comporte-
ments spéciaux donnés i Pavance. Ces derniers sont les “conditions de
raccordement” qui expriment qu’en s’éloignant de la région de jonction
les solutions correspondantes deviennent en quelque sorte les solutions
asymptotiques des régions correspondantes.

3. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE “EXTERIEUR”
VALIDE DANS LE MASSIF

Désignons par U®? (a = 1,2) la solution de (2.3) - (2.7) correspon-
dant au moment M, dans la direction e, et au moment nul dans les

autres directions. Ainsi )

Ue = Z e,

a=1

Omn cherche alors le développement “extérieur” dans le massif sous
la forme:

{ Us*(z)=U%z)+T.A.P.
z fixé. (3.1)

ol T.A.P. désigne des termes asymptotiquement petits lorsque ¢ — 0 et
z fixé.

En substituant (3.1) dans (2.3} - (2.7), on obtient & I'ordre principal
pour a = 1,2:

% =0dans o i=1,2,3 (3.2)
J

oi;(U%)n; = 0sur 9% /Ty i=1,2,3 (3.3)
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U%=0 sur T (3.4)

/ ai;(U%) - n;r*d8 = 0 i=1,2,3 (3.5)
r=c

[ kmasoin(Unrtdd = Mubia i=1,23  (36)
r=¢

ou ¢ est une constante positive telle que ’intersection de la sphére de
centre O de rayon ¢ avec le massif 2y soit non vide.

Dans le but d’étudier ’existence et 1'unicité de la solution de (3.2)
- (3.6), on fixe ( € C*(R) telle que

(=1 au voisinage de l'origine
(=0 surr > R (3.7)
Peen)
] ——
\ .
0 R Y

oti R est une constante positive arbitraire.

On considére maintenant les fonctions
U = Myr~%u®(8)  a=1,2 (3.8)

satisfaisant aux équations

~

———%:0 dans K  i=1,2,3 (3.9)
2

ai;(U%)-n; =0 sur 9K i=1,2,3 (3.10)
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] ai;(U%) - njrdd = 0 i=1,2,3 (3.11)

] YikmZkOim(T*) nj - r? - d0 = My -6:a  $=1,2,3  (3.12)
r=c

ot les u*(#) sont des fonctions bien détérminées satisfaisant aux équa-
tions d’un probléme bien posé (voir [5]).

En faisant le changement d’inconnue de U® & U* défini par
U*(z) = ((r)T*(z) + T%(z), (3.13)
il s’en suit pour a = 1,2 que

_Bﬁﬁ(ﬁ“) _00i;((- i)
ij - 6:::,-

dans i=1,2,3 (3.14)

U,jj([}a) Ty = —'Uij(c . ﬁa) *hi SUr BQQ/FO 1= 1,2,3 (3.15)
ﬁ“’:—(j-a’“E(p sur T (3.16)

Theoréme 1. Le systéme (3.14)-(3.16) admet une solution unique
dans Pespace H'() et qui admet au voisinage de origine le développe-
ment suivant.

U%(z) = U%(0) + termes algébriquement petits (r — 0).  (3.17)

Demonstration
1. Unicité et existence.

Tout d’abord on vérifie aisément que ¢ € H/ 2(Ty). 1l résulte alors
de la théorie des traces qu'il existe un relévement continu ¢ € H* ()
telle que

oo =¢ et |[@llar < e lellgarm, (1)
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ou ¢ est une constante positive dépendant seulement du domaine .

Effectuant le changement d’inconnue de U* 3 W tel que
0o =¢+W, (#1)
on est ramené a chercher W dans ’espace
V={WeH(Q), Wr, =0}

muni de la norme induite de H' telle que

9x;

{_M — Mg.i':(ﬂl = g; ero =0
0, ;(W) n; = —ai;(¢+ (- U -n; =1 sur 99/l (1)

On vérifie aisément que g; € L2(). Par suite (iii) est équivalent &

a(W,v) = /ﬂ @ijkm - E5i(W) - Egm(v)dz (iv)

=/ T/J«f'vc‘-ds-i-f givi-ds
aﬂo/Fo To

Vv e V.

Utilisant les inégalités de Korn, il s’en suit
a(v,v) > ¢+ |[v]| ;0 Yo €V, (v)

D’autre part, des inégalités de Cauchy-Schwarz on déduit

< - |[ollg (vi)

/ i vi-ds+ [ gi-vi-ds
aQ/Ts T

I’existence et 'unicité découlent alors su théoréme de Lax-Milgram.
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2. Justification de (3.17).

Compte tenu de (3.7), au voisinage de l'origine les fonctions U
satisfont aux équations

%gzj'!”—"bo dans K 1=1,2,3
0i;(0%)-n; =0 sur K i=1,2,3. (vi)

(3.17) est alors conséquence du

Lemme 2. Les solutions de (vii) appartenant ¢ H'(K) admettent
les développements de la forme:

Uz)=u"+ Y ez -u*(0). (viii)
ReA>0

ou X est valeur propre d’un opérateur bien déterminé et u’ la fonction
propre associée; u® un vecteur constant et ¢, une constante.

Le lemme 2 se démontre en utilisant la méthode de séparation de
variables. En effet on cherche les solutions du probleme considéré comme
fonctions de la seule variable #. Les développements des équations
correspondantes nous conduit & P’étude spectrale d’un opérateur bien
défini. D’otli 'on déduit les développements ci-dessus en termes de fonc-
tions propres de cet opérateur. Se référer i [5] pour un développement
explicite de ces problémes.

Ensuite on voit bien gue

U2%(0) = u° et que E e |z - u*(8) — 0 lorsque |z] — 0. m
ReX>0

4. DEVELOPPEMENT “INTERIEUR” VALIDE DANS LA
JONCTION

Posons y = z/e. Dans Vespace des variables “y”, nous considérons
le domaine D (fig. 2) formé & gauche par le céne K et & droite par un
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cylindre de diamétre 2. D est tel qu’au voisinage de l'origine, {1, est son
homothétique dans le rapport €.

Yy =*=x /g

w

'2 Ty
Figure 2
Le développement intérieur est cherché sous la forme
Us(ey) = e 2-V*(y) + T.A.P.
y fixé (4.1)

Ce qui donne, en ce qui concerne le terme principal, pour & = 1,2 les
équations

30‘;1'1I! | )

=0 dans D i=1,2,3 4.2

39‘;‘ ( )

0ijy(V®)-mj =0 sur 8D i=1,2,3 (4.3

/ oiay(V™)dypdys = 0 i=1,2,3  (4.4)
y3=0

fomm»yk-amsy(va)dyldyz=Ma-a‘m i=1,2,3 (45
Ya=
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ol 'on a posé

Ve OV
Fiiy(V) = @ijemExmy(V) et Exmy(V) = 1/2((931_,: + P

Bien entendu les coefficients d’élasticité sont fonctions de y au voisinage
de I'origine et constants ailleurs.

Dans le but de résoudre (4.2)-(4.5), on commence d’abord par fixer
deux fonctions de troncature (; et (2 de classes C™ telles que

N
1 E|(73)

ou R est une constante positive arbitrairement fixée.

Soit S le cylindre infini d’axe oy; de diamétre 2. On considere alors
la fonction V* (a = 1,2) solution de

00:: (f)’a)
Sl = dans S i=1,2,3 (4.6}
dy;
oiy(V®) - n; =0 sur 89S i=1,23 (47
f Fiay(V)dydys = 0 i=1,2,3 (4.8)
ya3=0

j Yik3 * Yk 'Uisy(“}“)dyldyz = My - bia t=1,2,3 (4.9)
y3=0
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Cette solution est déterminée explicitement dans [3]. Le changement
d’inconnue de V¥ & V* défini par la relation

Ve(y) = ) - Vo) + Glws) - T () + V() (4.10)

ol U? est 1a méme fonction définie en (3.6), nous raméne aux équations

20V e s D i=1,2,3 (4.11)
By;
oijy(V*) mj=p;i sur 8D  i=1,2,3 (4.12)
Ou 'on a posé _
f'- — ao-ijy(CI N W (4'13)
Yi
i = oiy(C -V + G- T%) -y (4.14)

On voit bien que les f; et v; sont des fonctions réguliéres 4 supports
bornés satisfaisant aux conditions de compatibilité:

] Jiws -|-] wiw; = 0 Yw e R, (415)
T 8D

ol R définit I’espace des champs de déplacements rigides (1’espace formé
de rotations autour des axes Oy; et des translations dans les directions
e;}. Les élements de R s’écrivent sous la forme

a+bAy (4.16)

ol g et b sont des vecteurs constants et y = y1€1 + yaez + yzes.

Considérons maintenant ’espace quotient

W= {U € C*(D)/R; U = 0 au voisinage de oo} (4.17)
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muni de la norme d’énergie

10 = jv Ei3u(U) - £55,(U)dy (4.18)

et W son complété pour cette norme. Nous avons alors le résultat suivant
dont la démonstration est analogue 4 une autre de {8].

Theoréme 3. (4.11)-(4.12) admet une solution unique dans W. De
plus cette solution, considérée comme fonction définie d un déplacement
rigide prés, admet au voisinage de Uinfini les développements suivants.

1~ Dans la région y3 < 0:

Ve = M, (g“'g + b7 Ay_) + termes algébriguement petits (y3 — —oo)

(4.19)
2- Dans la région y3 > 0:
+termes exponentiellernent petits (y3 — +00) (4.20)

ot g9 + 0" 9 Ay est un champ de déplacement rigide quelconque et ¢* +
b% Ay est un champ défini de maniére unique par la solution du probléme.

5. RACCORDEMENT MASSIF - JONCTION

)’apres les régles classiques de raccordement {voir [2]), les dévelop-
pements “extérieur” et “intérieur” coincident asymptotiquement dans
une région petite: [| petit et z3 < 0 soit |y| grand et y3 < 0. Ainsi dans
cette région nous avons (en termes de variables intérieures “y”):

Pour le développement extérieur

Us*(ey) = U(0) + M, - [ey|™? - u®(8) + T.A.P. (5.1)
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Pour le développement intérieur
Us*(ey) =2 Mo - (Jy| " 2u®(8) + ¢™9 + ™Ay + T.A.P (5.2)

Le raccordement de ces solutions & 1’ordre principal (¢~2) donne

e Mo ([l u(0) + a7 + 1700

= 5_2 . Mq . ly]_z . u“(o) (5'3)
d’otlt
g_a,g + QG,QAE — Q (54)
par suite
a9 =0 et =0 (a=1,2). (5.5)

Ensuite, la solution du probléme de jonction (théoréme 3), nous
donne de facon unique a® et % qui sont i présent connues.

6. DESCRIPTION ASYMPTOTIQUE DE LA SOUPLESSE
DE LA JONCTION

Tout d’abord, on considére relativement aux variables “extérieures”
z, le cylindre S, de diamétre 2¢. La dilatation y = z/¢ permet de passer
de S, 4 S (cylindre défini au § 4).

Soit 7 la solution exacte de moment résultant M, - e, et de
résultante de forces nulle dans le cylindre S, (solution satisfaisant au
systéme de Iélasticité (3.7)-(3.10) lorsque K est remplacé par S.).

Lemme 4. On a:

Uo(z) = e V(). (6.1)
ot V' est la solution de (4.6)-(4.9) dans le cylindre S.

Un calcul utilisant D'effet d’échelle y = z/e permet d’obtenir ce
résultat. W



Etude Asymptotique de la Jonction d'un Massif ... 353

Nous cherchons alors le développement dans la tige sous la forme

U*(z) = U=*(z) + T*(e) + T.A.P (6.2)

Remarque 1. - Chercher le développement dans la tige sous la
forme (6.2) est tout a fait naturel. En effet on peut se convaincre que
lorsqu’on applique des forces a 'extrémité de la tige, la solution est telle
qu’en s’éloignant de la jonction converge vers la solution exacte de la
tige encastrée a l'origine. Le terme J“(¢) est alors interprété comme le
mouvement apparent de l'origine di 4 la souplesse de la jonction lorsque
la tige ‘est soumise & 'action du moment M, dans la direction e,. W

Compte tenu du lemme 4, le développement (6.2} s’écrit
Us®(ey) = 72 Vo (y) + T°(e) + T.A.P. (6.3)

Evidemment il existe une zone: y3 > 0, y3 suffisamment grand telle
que les développements (6.3) et (4.1} se raccordent asymptotiquement.
Dans cette zone le développement intérieur sécrit

Us*(ey) =% (I?"‘(y) + M, - (a* + Q"‘Aﬂ)) +T.A.P. (6.4)

D’ol en raccordant a ’ordre principal on obtient

Te) =€ My - (2% + b*Ay). (6.5)

olu encore
T*(6) = Mo - (67%a% + €7 Ag) (6.6)

Le mouvement apparent pour le probléme de flexion est alors

Je)= > T (6.7)
a=1,2
D’oll en posant
7() = a(e) + b(e)Az (6.8)

il s’en suit
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(1) - (= =) (8) e

-2.1 -2,2

70= (T ) (6.10)

est I'analogue de celle rencontrée dans le probléme plan (voir [6]}. Elle
constitue la matrice de souplesse de la jonction pour le probléme de
flexion.

La matrice

Remarque 2. On a naturellement, la méme propriété que dans le
cas plan. La rotation et la translation intervenant dans le mouvement
apparent de 'origine ne sont pas du méme ordre, a cause de z = gy qui
change {’ordre de la rotation mais pas de la translation. ®

Remarque 3. Les a® et b dépendent aussi de la géométrie du do-
maine D et se calculent 4 1’aide de la solution du probléme (4.11) - (4.12).
Il en résulte qu’une étude des propriétés de la matrice J(g) permet de
donner les caractéristiques du déplacement du point d’encastrement ap-
parent en fonction de la forme géométrique du domaine. H
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