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Etude Asymptotique de la Jonction d’un
Massif Tridimensionnel et d’une Tige Elancée

en Flexion.

R. MAMPASSI

AHSTE.ACT. Wc are interestedwith asymptoticproblemafor the system
of elasticity involving srnaUpararnetersin the descriptionof the domain where
thesolution is searched.

The correspondingasymptoticexpansionshavedifferent forma iii the
various betweentheta. More precisely,our work is concennedwith a precise

descriptionof the deformationandthestressfielcis aL thejunctionof an elastic
three-dirnensionalbody and a cylinder. The conrespondingsmall parameter
is the diameterof the cytinder.

1. INTRODUCTION

Lesprobléníespratiquesd’élasticitéfont intervenirun grandnombre
de situationsoñ les solntions doivent étrecitercitéesdausdes domaines
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géométriquesqul sont décritsál’aide de peLits param&res,par exemple
l’épaisseurdesplaques,coques,pontres,tiges, etc.

Notabre de ces pi&es sont assembléesá d’autrespiécesgéométri-
ques, trés caractéristiques,assezdifférentes,notamxnantá des piéces
plus massivesne faisant pasintervenir despetitsparamétres.L’étude
correspondaixterelévedoncdel’élasticité tridimensionnelle.

Un problémese posealors: l’étude des régionsde ,jonction de ces
piécesde propriétésgéométriquestrésdifférentes.fl convientdesignaler
quecesrégionssontsouventle siégedespiténoméneslocaux(coucitesli-
mites)qui peuventprésenterdessingularitéslorsqueles contoursont des
poiixts anguleuxoh l¿s concentrationsde contraintescondnisentparfois
á l’endoinmagementdesstructures.

Lestecitniquesactuellesde l’a.réospatialeen particulier,exigentune
.onnaissaocefidéle dessolutioixs dansces régions,caril faut empéciterla
fracturetout enutillsant depetits coefflcientsde sécuritésinonla struc-
ture seraitsur-dimensionnéeet doncunadaptéeauxconditionsrigonren-
sesd’utilisation.

Le travail que nous présentonsici est consacréá ]‘étude d’un de
ces problémesde jonction oii Jes coefilcients d’élasticité des différents
corps en présencesont égaux ou de inémeordre de grandeur aix sens
asytaptotiquedu terme. Nous utilisoixs la Lecitnique de développements
asymptotiquesraccordés,tecitniqueclassiquepour l’étude des coucites
limites en taécaniquedesfluides et qui a étéutilisée dajis un contexte
prochedu nótre dans Leguillon-Sancitez[5] poui l’étnde despetitsar-
roixdis d’angledans despiécesélastiques.

2. EQUATIONS DU PROBLEME

Qn coixsidéreun corpsélastique% (flg. 1) formé d’un massiftridi-
mensionnelS~ encastréeix Fo eL d’une tige cyllndrique semi-infinie de
diamétre2e, tous deux reliés par l’untermédiaired’une région de forme
géornétriquequelconque. Le massifSio est formé prés de la région de
jonction par un cónede révohutionK de 1/2 anglew.
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Figure 1

On notee~ (i = 1,2,3) les vectenrsunitairesdesaxes(Ox1). Nous
utiflseronsla notation iixdicée classiqne: les indices grecquesprennent
Ieurs valeurs daixs {l,2} et les indices ]atins dans {1,2,3}. De plus
nousferons la conventioix de somtaationsur les indices répétés. Cette
conventioix ixe concernepasles indices grecs. Les coordonixéespolaires
associéesaux coordonnéescartésiennes(xi) seront notéespar (r, 9) oh

ij+ x~ + xg et O un pount conrantde la sectionde la spitéreimité
avec le cóneK. Les composantescartésiennesde la normaleextérjeure
serontnotéespar (u5), 5 = 1,2,3. Nousuti]iseronsaussiles notations

ffi. (jjl)
3 , = (L2)3 etC00 —

On considérele cas oú la tige est sollicitée en flexion telle qixe le
rnoment résultantpar rapport á l’origine et la resultantedes fornes á.
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traverslasectionxa = O soient respectivement

M= M,e1 + M2e2 eL F=O . (2.1)

Les coefficients d’élasticité sont a~gk». supposésrégulierspar mor-
cean,anisotropeseL satisfontaux conditionsclassiquesd’ellipticité.

Nons faisonsen phis 1’itypotit~se:

{ a~s&». = aIsk,4xIE)dansla région de jonction
ai5k,,, = constantsailleurs. (2.2)

Soit U’ = Uf e1 + U{e2 + UXe3 le citamp de déplacementsdansfl~. Les
équationsd’éqnilibre s’écrivent a]ors:

Oa~ftU’) = o dans Si~ i = 1,2,3. (2.3)
ax5

a~s(U’) . u5 = O sur 8%/1% i — 1 2 3. (2.4)

U’ = O sur 1% (2.5)

oh a15(U’) = a~Jk,,,Ek».(U’)eL £k,»(U) = 1/2(~¶ +

Les conditionsrelativesau momentrésultantet ála résultantedes
forcess’écrivent:

j a¿3(U’) dx,dx2 = O i = 1,2,3 (2.6)

jZk’YikmUmS(U)dZldX2 = M~ i = 1,2,3 (2.7)

avec M1 ~ 0, M2 ~ O et M3 = O. Les coefficients ‘7ik». sont les com-
posantesdu tenseuralternantdéfinis par:

~ j’í 23 = ‘7231 = 7312 = 1
< Yí 32 = ‘7213 = ‘7321 = —1
1. autresYik,,t = 0. (2.8)
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On va s’intéresseraux développementsasymptotiquesde la solu-
tion (unconnue)du probléme (2.3) - (2.7). La tecitnique utilisée
s’apparenteá celle des écitelles multiples et fait intervenir des dilata-
tions asymptotiquementgrandes(lorsquele paramétreE du probléme
tendvers zéro), ce qul nouscondnit (pour e —> 0) ádes domainesnon
bornés. Les différents termesdii développetaentdessolutionssont des
foixctions satisfaisaixtau systémede l’élasticité eL ádesconditionsaux
limites maisqui doivent aussiavoir au voisinagedel’infiixi descomporte-
unentsspéciauxdonnésá l’avance. Cesdernierssont les “conditions de
raccordement”qui expritaentqu’eu¡ s’éloignantde la région de jonction
les sohutionscorrespondantesdeviennenten quelquesorte les solutions
asymptotiquesdesrégionscorrespondantes.

3. DEVELOFPEMENT ASYMPTOTIQUE “EXTERIEUR”
VALIDE DANS LE MASSIF

Désignonspar U~ (a = 1,2) lasolution de (2.3) - (2.7) correspon-
danL an mounent M0 dans la direction ea et au moment mil dans les
autresdirections. Ainsi

2
u’ =

c~=1

On citercite alors le développement“extérjeur” dansle massifsous
la forme:

{ UCa(x) = U
0(x) + LAY.

x fixé. (3.1)

oh T.A.P. désignedestermesasymptotiquementpetits lorsque£ —* O et
x fixé.

En substituaot(3.1) dans(2.3) - (2.7),on obtientál’ordre principal
ponr a = 1,2:

Oais(UO) — o dans Si~ i = 1,2,3 (3.2)
Ox

5

aiá(Ua)us = O sur 0Si0/r0 i = 1,2,3 (3.3)
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= O sur (3.4)

jaiÁUa) ~u5r
2d6= 0 1 = 1,2,3 (3.5)

¡Yíkm2Ikaim(UO)umAde = M
06~~ 1 = 1,2,3 (3.6)

ou e est une constantepositive telle que l’iixtersection de la spitérede
centreO de rayon e avecle massif=10soit non vide.

Dans le but d’étudier l’existenceet ¡‘unicité de la solution de (3.2)
- (3.6),on fixe C E C

00(R) telle que

1 an voisinagede l’origine{ ~t0 sur r>’R (3.7)

O

oh R est une constantepositive arbitraire.

On coixsidéretaaintenaixtles fonctions

U” = M~c
2u”(6) a — 1 2 (3.8)

satisfaisantauxéquations

8a~s(U”) = O dans K 1 = 1,2,3 (3.9)

¿9x~

= O sur OK i= 1,2,3 (3.10)
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ai5 (U” ).u5r
2dO=O = 1,2,3 (3.11)

1=. yikmZkO~n.(U”) r~ ~d6= M
0 6~” i = 1,2,3 (3.12)

oh les u”(6) sont des fonctions bien détérminéessatisfaisantanx éqna-
tions d’un probkmebienposé(voir [5]).

En faisantle citangementd’inconnuede U” ~ Ú” définí par

U”(x) = «r)ñcr(x) + Ú”(x), (3.13)

jI s’en suit pour a = 1,2 que

Oo~~5(Ú”) — Oo~s(C.Ti”) dans Si~ = 1,2,3 (3.14)

Ox5 Ox5

a~5(Ú”). u5 = —a~5((.II”). u5 sur OSio/1’o i = 1,2,3 (3.15)

u” = ~ ~y sur 1% (3.16)

Thearéme1. Le syat~me(3.14j-(3.16) admetunesolutionurtique
dana¡‘espaceH’(Qo) elqui adrnetatt voisinagede ¡‘origine le développe-
mentsuzvant..

= Ú”(O) + termesalgébriquementpetita (r — 0). (3.17)

Demonstration

1. Unicité et existence.

Tout d’abord on vérifie aisémentquey E ff’
12(r

0). 11 résnltealors
de la titéorie des tracesqu’il existe un relévementcontinu «‘ E
telle que

«‘ir0 = y et II#IIH’ =c ¡IyH~1/2, (i)
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oh c est une constaotepositivedépendantseulementdu domaineSin.

Effectuantle citangementd’unconnuede Ú” ~ W tel que

(u)

on est ramenéá citercherW dansl’espace

Y = {W E ¡t(=1~)Wrn, = O>

muni de la norme indulte de ff1 telle que{ 8a~
1(W) = &u~s(@+C.U

0

)

Ox
1 =

a~5(W) . ~¿ —u(# + 0 U”). u5 4’j sur OSio/I’o (iii)

On vérifle aisémentque gi E L
2(Si

0). Parsuite (iii) estéquiva.lentá

a(W,v) 4 «q¡~ C1~(W) . £km(V)dx (iv)

= ‘¡/p. y~. da + Ir0 g~ . . da

Vv E Y.

Utilisant les inégalitésde Konn, II s’en snit

a(v,t) =c. IIvII~’ Vv E Y, (y)

D’autre part, des inégalitésde Caucity-ScitwarzQn déduit

1n
01r0~í-ví-ds+j g~•v~-ds =c.IIvIIw (vi)

L’existenceet l’unicité découlentalorssutitéor~medeLax-Milgram.
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2. Justification de (3.17).

Compte tenu de (3.7), au voisinage de 1’origine les fonctions Úa
satisfont aux équations{ Oa,i(Ú

0) — O dans PC i = 1,2,3
br

1

a~(U”) u5 = O sur OK i = 1,2,3. (vii)

(3.17) est alors conséquencedu

Lemine 2. Lessolutiona de (vii) appartenarttti H
1(K) adrnettertt

les développernentsde la forme:

Ú(x) = u0 + >3 e>, . ¡x¡Á - ¿(6). (viii)
ReA>0

oit A esí valeur propre d’un opérateurbien déterminéel u> la fonction
propre aaaociée;u0 un vecteurconstartí el cx une constante.

Le lemme2 se démontreen utilisant la rnéthodede séparationde
variables. En effet on cherciteles solutionsdu probl~meconsidérécomtae
fonctions de la seule variable 6. Les développementsdes équations
correspondantesnons conduit á l’étude spectraie d’un opérateur bien
déflul. D’oú l’on déduit les développements ci-dessus en termes de fonc-
tions propres de cet opérateur. Se référer á [5] pour un développement
explicite de cesprobl~mes-

Ensuiteon voit bien que

= u0 et que >3 e>, . ¡x¡~ . ¿(6) —* O lorsque ¡4 —* 0. •
ReA>0

4. DEVELOPPEMENT “INTERIEUR” VALIDE DANS LA
JONOTION

Posoixsy = x/e. Dansl’espacedesvariables“y”, nousconsidérons
le domaine2) (flg. 2) formé ágaucitepar le cónePC et á droite par un



348 B. M,mp.ssi

cyhindrede diamétre2. 2) est tel qu’au voisinagedel’origine, Si~ estson
itornotitétique dansle rapportE.

Y=x/c

3

y

Figure 2

Le développementintérjeurest citercité80118 la forme

{ U’~(ey) — c2 . V”(y) + T.A.P. (4.1)

Ce qui donne,en ce qul concernele terme principal, pour a = 1,2 les
équations

Ou~s~(V”) — O dans 2) = 1,2,3 (4.2)
Oyj

u5 = O sur 02) = 1,2,3 (4.3)

jai3v(V”)dyidY2 = O = 1,2,3 (4.4)

J jSk,n - Yk - an.s~(V”)dyidy2 . 6~ i = 1,2,3 (4.5)
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oú l’on aposé

ais~(V) a~5k».Ck».V(V)eL £k».v(V)= íi2(.flLk + 7:

)

Bien entendules coefficientsd’élasticitésontfonctionsde u att voisinage
de I’origine et constantsailleurs.

Dansle but de résoudre(4.2)-(4.5),on commenced’abordpar fixer
deuxfonctionsde troncature(~ et (2 de classesC~ telles que

r:2<
73>

—R O y
3 0 3

on R est unecoixstaotepositivearbitrairementflxée.

Soit S le cylundreinflni d’axeOya de diamétre2. On considérea]ors
la fonction V” (a = 1,2) solution de

Oa~g~(V”) _

—O dans S i = 1,2,3 (4.6)

o15~(V”) .n5 = O sur OS i = 1,2,3 (4.7)

ja1a~(Va)dyidy2= O j=1,2,3 (4.8)

J ‘71k3 yk a1adVfldvidy2= M~
6ia = 1,2,3 (4.9)

3/3=0
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Cette solution est déterminéeexplicitement dans [3]. Le citangement

d’inconnuede y” & y” déflni par la relation

V”(y) = C1(v3) . V”(y) + (2(ya) . Ú”(y) + V”(y) (4.10)

oh U” est la mémefonction définie en (3.6),nousram~neaux équations

8a~13/(V”) — f. dans 2) i = 1,2,3 (4.11)

a¿53/(V”). n~ = yj sur 02) i =1,2,3 (4.12)

Oh l’on aposé
1/” + ~2 U”) (4.13)

fi = Oy~

= aq3/((í . V”+Ó.U”Yns (4.14>

On voit bien queles f~ et yj sontdesfonctionsrégulThresásupports
bonnéssatisfaisantaux conditionsde compatibilité:

J,fxwx+j.~,soiwiO VivE??., (4.15)

oii 1? déflnit l’espacedescitampsde déplacementsrigides(l’espaceformé
de rotations autourdesa.xes Oy~ et destranslatíonsdans les directions
e~). Les élementsde 1? s’écrivent sousla forme

(4.16)

oh a eL b sont desvecteursconstantset y = y1e1 + y2e2 + yaea.

Considéronsmaintenant1’espacequotient

VV = {U E C00(r)I1z; U O aix voisinagede oc} (4.17)
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muid de la nonnied’énergie

= J £~5~(U) . &~5~(U)dy (4.18)

etVV son complétépour cettenorme. Nousavonsalorsle résultatsuivant
dont la démoixstrationest ana.logueauneautrede [8].

Titeoréme 3. (4.11)-(4.12)admel une solution unique dana VV. De
plus celle solution, conaidéréecomniefonclion défirtie ¿ un déplacemení
rigide préa, admelatt voisinage de l’irtfirti les développementssuivanta.

1- fiana la région ya <O:

= M0 + ka2AY) + termesalgébriquemeutpetita (y~ —* —oc)

(4.19)

2- fiana la région va > O:

= M~ + ~“ + (b”
2 + k”)Av) +

+termeaexponentiellemeutpetita (ya -~ +oc) (4.20)

~ ~ + b”’2Ay cal un champde déplacemenírigide quelcortqueel a” +
b”Ay cal un cIt;mp défini de maniéreuniquepar la solution dii probléme.

5. RACCOE.DEMENT MASSIF - JONCTION

D’aprésles r~gles classiquesde raccordeinent(voir [2]), les dévelop-
pernents“extérjeur” et “iixtérieur” councidentasymptotiquementdaixs
unerégionpetite: x¡ petitet xa < O soit ¡y¡ grandeL y~ <0. Ainsi dans
ceLLe région nousavons(en termesde variablesuntérleures“y”):

Pourle développeinentexténleur

U~”‘(ey) = Ú”(O) + M
0 . eyV

2 . u”(O) + T.A.P. (5.1)
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Pourle développementintérleur

Ut”‘ (ey) = E2 Mcx - (jy¡—2u”(6) + a”A’ + b”9A
71 + 2’.Á.P (5.2)

Le raccordetaentde cessolutionsál’ordre principal (r
2) donne

- M
0~ (¡y¡-.2 - u”(6) + a”’~ +

— e2 M0 . y1
2 - u”(6) (5.3)

d‘oh
~ + k”’2Ay — (5.4)

par suite
a”’9 — O et b”9 = O (a = 1,2). (5.5)

Ensuite, la solution du probléme de jonction (titéoréme3), nous
donnede fa~on uniquea” et b” quÁ sont áprésentconnues.

6. DESCRIPTION ASYMPTOTIQUE DE LA SOUPLESSE
DE LA JONOTION

Toutd’abord,on considérerelativementauxvariables“extérjeures”
x, le cylindre S de diamétre2e. La dilatationy = x/epermetde passer
de S~ á5 (cylindre déflni att § 4).

Soit Ue,a la solution exacte de moment résultantM
0 . e0 et de

résultantede forces nulle dans le cylundre S~ (solution satisfaisantau
systémede l’élasticité (3.7)-(3.10)lorsquePC est remplacépar Sa).

Lemme 4. Qn a:

U””(x) — . V>”(y). (6.1)

oit y” esí la solulion de (4.6)-<’4.9) dana le cy!indre 5.

Un calcul utilisant l’effet d’écitelle y = <e permet d’obtenir ce
résultat. U
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Nouscherchonsalors le développementdansla tige sousla forme

U~”‘(x) — ¿jJtC¿(x) + ¿J”(¿) + T.A.P (6.2)

E.emarque1. - Citerciter le développementdansla tige sous la

forme (6.2) est tout á fait naturel. En effet on peut se convaincreque
lorsqu’on appliquedesforcesál’extrémité de la Lige, la solution est telle
qu’en s’éloignantde la jonction convergevers la solution exactede la
tige encastréeá l’origine. Le terme¿f”(e) est alors interprétécommele
mouvementapparentde l’origine dú ~. lasouplessedela jonctionlorsque
la tige‘est soumiseál’action du momentM~ dansla direction e

0. U

Counptetenudu lemine4, le développement(6.2) s’écrit

U
t”‘ (ey) — e2 Q”(y) + J”(e) + T.A.P. (6.3)

Evidemmentil existeunezone: y~ > 0, y~ suffisammentgrandtelle
que les développements(6.3) et (4.1) se raccordeníasymptotiquement.
Danscettezonele développementintérleur s’écrit

Ut”‘(eyj) — £2 (v”(ii) + M~ . (a” + b”AY)) + T.AY. (6.4)

D’ot en raccordantá l’ordreprincipal on obtient

J”(e) = E2 . M
0 . ~“ + b”Ay) (6.5)

ou encore
J”(e) = - (C

2a” + c3b”Az) (6.6)

Le mouvementapparentpour le probléxixe deflexion est alors

.7(e)= >3 ¿T”(e). (6.7)
a1,2

D’oñ en posaixt
¿7(e) = a(e)+ b(e)Ax (6.8)

jI s’eix suit
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(a(e) \ (c2a1 E2a2 . 1M
1\ (6.9)

k 14e)) e
3b1 c~b2) kM2)

La matrice

(6.10)

est l’analogue de celle rencontréedaus le problémeplan (voir [6]). Elle
coixstitue la matrice de souplessede la jonction pour le probl&ne de
flexion.

Remarque2. On anaturellement,la mémepropriétéque dansle
cas plan. La rotation et la transíationintervenaotdausle mouvement
apparentde l’origune ne sont pasdu mémeordre,ácausede x = ey qui
changel’ordre de la rotation mais pasde la transiation. U

Remarque3. Les a” et b” dépendentaussidela géométriedu do-
maine2) et se calcnlent~ l’aide delasolutiondu probkme(4.11) - (4.12).
fl en résultequ’une ¿tudedespropriétésde la matrice¿7(e) permetde
donnerles caractéristiquesdu déplacementdu point d’encastrementap-
pareixt en fonction de la forme géoniétriquedu domaune. U
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