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ABSTRACT. Let A be the infinitesimal generator of a continuous semigroup of
bounded linear operators T(z) on &, (Q)). If the operators T(t) are submarkovian,
then A satisfies the «Kato inequalities»: fwAuduS<joU, Au>for ueD(A),
0=peD(A) and welL'(Q,u) with w(x)edj(u(x)) p—ae. Xcf), wheredj is the
subdifferential of a convex function j: R— R with j(0)=0. We study the converse
statement which is false general. We also study the corresponding problem when
‘submarkovian’ is replaced by ‘homomorphisms’.

On peut formuler I'inégalité de Jensen en termes d’opérateurs: soient {} un
espace localement compact et T: %,(Q)— %5 (Q) linéaire; si T est sous-
markovien (c’est a dire positif et contractant), alors

* JoTu<T(jou) pouruc%y(Q)

pour toute fonction convexe j: R— R avec j(0)=0. Il est immédiat et bien
connu que l'inégalité (*) avec j(r)=|r| caractérise les opérateurs T positifs.
Nous montrerons que si I'inégalité (*) est satisfaite pour au moins une
fonction convexe j avec j(0) =0 qui n’est pas sous-linéaire, alors T est sous-
markovien.

Considérons maintenant un semi-groupe continu d’opérateurs linéaires
bornés (T'(1)),>y sur %o(Q) de générateur infinitésimal 4. On vérifie
facilement que linégalité(*) pour tous les opérateurs T= T(z) implique
Iinégalité

(**) fwAudp<<jou, Au>
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pour ue D(A), 0<ueD(A) et welL'(Q,u) avec w(x)€dj(u(x)) u-
p.p-x€f}, ou dj est le sous-différentiel de la fonction convexe j et A’ est
l’adjoint de A dans ’espace %, ()’ des mesures de Radon bornées sur Q.

Dans le cas ou A est le Laplacien sur £y (RM) et j(r)=|r|, I'inégalité (*¥)
est précisément l'inégalité classique de Kato

Au sign u<s A |u| au sens des distributions.

En prenant d’autres fonctions convexes j, on obtient ainsi une variété
d’«inégalités de Kato» pour le Laplacien que nous étudierons (cf. [5] ou des
inégalités de Kato pour d’autres fonctions j sont utilisées).

La partie principale de cet article est consacrée au probleme réciproque:
les inégalités (**) pour le générateur A impliquent-elles que le semi-groupe
(T(1)) est sous-markovien? Nous verrons qu’en général ceci n’est pas vrai,
méme si (**) est satisfaite pour toute fonction convexe j avec j(0)=0. Par
contre sous des conditions supplémentaires, I'implication est vraie méme si on
ne sait pas a priori que A4 est générateur d’un semi-groupe. Par exemple on a
le résultat suivant: soit 4 un opérateur de %, () & domaine dense tel que
(I-\ A)-! soit défini sur £5(Q) et positif pour A >0 petit, alors 4 engendre
un semi-groupe sous-markovien si et seulement si les inégalités (**) sont
satisfaites pour au moins une fonction convexe j avec j(0)=0 qui n’est pas
sous-linéaire.

Nous étudierons également les égalités correspondant a (**) et montrerons
que, sous certaines hypotheses supplémentaires, elles caractérisent les
générateurs de semi-groupes d’homomorphismes de I’algebre %, ().

Le plan de l’article suit exactement les paragraphes ci-dessus: dans la
Section 1, nous précisons le lien entre I'inégalité de Jensen et les opérateurs
sous-markoviens; dans la Section 2, nous donnons diverses versions de
I'inégalité de Kato; la Section 3 est consacrée a la réciproque et la Section 4
a la caractérisation des générateurs de semi-groupes d’homomorphismes.

Remerciements. Nous tenons a remercier M. G. Crandall pour des
discussions sur I'inégalité de Kato par rapport & une fonction convexe dans le
cadre abstrait.

1. INEGALITE DE JENSEN ET OPERATEURS SOUS-MARKOVIENS

On se donne ) un espace localement compact et on note %"((}) I'espace
des fonctions continues de () dans R 4 support compact, muni de sa topologie
de limite projective usuelle; & (Q) désigne l'espace des fonctions partout
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définies de Q) dans R, muni de la topologie dela converge simple. Soit T une
application linéaire de _%'(2) dans & (Q).

On dit que T est positif (resp. sous-markovien) si pour ue_%({})
M u=0 (resp.u<1)=>Tu=0 (resp. Tu=<1).

11 est clair que tout opérateur sous-markovien est positif. Notons aussi que si
T est positif, il est alors continu de #(Q) dans & (). Enfin T est sous-
markovien si et seulement si il est un opérateur positif et contractant dans
’espace de Banach %, ({)) des fonctions numériques bornées sur (), muni de
la norme de la convergence uniforme.

On note J, le cone des fonctions convexes semi-continues inférieurement
j:R—]—o0,+ 0] avec j(0)=0. Pour j€ J;, on pose D ()={reR; j(r)<+o}.
Notons que D (j) est un interval contenant 0 et que la fonction j est continue
sur D (j); en particulier, si u€_%#(Q) (resp. Z (1)) prend ses valeurs dans
D (j), alors la fonction jou est dans /() (resp. 7 (Q)). On dit que T est
sous-invariant par j si
) jo Tu< T(jou) pour uc % (Q) avec u(Q) C D ().

11 est clair que T est sous-invariant (et méme invariant) par toute fonction
linéaire j(r)=wr, ainsi d’ailleurs que par j= I, fonction indicatrice de {0}
définie par j(0)=0et j(r)=+c° pour r#0. Il est bien connu d’autre part que
T est positif si et seulement si T est sous-invariant par j(r)=|r|. On peut en

fait remplacer la valeur absolue par n’importe quelle fonction sous-linéaire j,
c’est a dire de la forme

3 j(r)=ar pour r>0, j(r)=br pour r<0, j0)=0
avec —o0 < b <<+ o0, ~0<a=<+e0, h<g, qui ne soit ni linéaire (correspondant

3 a=b), nide domaine D (j)= {0} (correspondant 4 a=—b =+ o). On notera
J,1 'ensemble des fonctions sous-linéaires de la forme (3).

On a alors facilement la caractérisation suivante:

Proposition 1. Les assertions suivantes sont équivalentes:
(@) T est positif,
(ii) T est sous-invariant par tout j€ J;,

(iii) Il existe j< J,,, qui n'est ni linéaire ni de domaine réduit a {0}, tel que
T soit sous-invariant par j.
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Si je Jy\J,, alors la positivité de T n’est plus suffisante pour que T soit
sous-invariant par j; elle n’est pas non plus nécessaire en général. Considérons
en effet R>0 et notons I la fonction indicatrice du segment [—R, + R]
définie par

Ir(r)=0s1|ri<R, Ig(r)=+sijr|>R.

Il est clair que T est sous-invariant par Ir si et seulement si T est
contractant dans %%, (Q1). Plus généralement considérons les fonctions j de la
forme

4) Jjr)=wrsi R_<r<R,, j(r)=t+sir<R_our>R,

avec we R, —o< R_<O< Ry <+, On voit facilement qu’il existe T sous-
invariant par j qui n’est pas positif. On note J;; la réunion de I’ensemble des
fonctions de la forme (4), de ’'ensemble des fonctions linéaires (correspondant
a la forme (4) avec R, =—R_=+) et de [, (correspondant 2 la forme (4)
avec Ry=R_=0).

On a la caractérisation suivante:

Théoréme 1. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) T est sous-markovien,

(ii) T est sous-invariant par tout j<€ J,,

(iii) 1l existe je Jyp\(J5,UJ;)) tel que T soit sous-invariant par j.

La propriété (ii) du Théoréme 1 est directement reliée a 1’«inégalité de

Jensen» pour une mesure de probabilités sur (). En effet étant donné x€Q,
notons m, la forme linéaire sur #'(Q)) définie par
%) m (u)=(Tu)(x) pouruc % (Q).
Il est clair que T est positif (resp. sous-markovien) si et seulement si pour tout
x€Q), m, est une mesure de Radon positive (resp. et de masse totale <1).
D’un autre coté T est sous-invariant par j si et seulement si pour tout x€ ),
la forme linéaire m =m, vérifie

(6) JEmu>)=<m, jou>pour uc #(Q) avec u(Q)C D(j)

Les Proposition 1 et Théoréme 1 sont donc en fait des corollaires du
résultat suivant;
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Théoréme 2. Soit m une forme linéaire sur ‘% (Q).

a) Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) m est une mesure de Radon positive (resp. et de masse totale <1 )
(1) il existe j€JY\J;, (resp. J)\(J5, U J;))) tel que (6) soit vérifiée.

b) Lorsque (i)-(ii) sont vérifiées, alors pour tout uc L' (Q, m) et JE€J
(resp. Jy), on a

7 J(u(x) dmx))<[ j(u(x)) dm(x)

Notons que I'intégrale dans le deuxiéme membre de (7) a bien un sens puisque
J est minoré par une fonction affine (voir Remarque 1 ci-dessous). Ces
résultats sont relativement classiques, tout particuliérement la partie b) du
Théoréme 2 qui est essentiellement 1'inégalité de Jensen. Nous en donnons
néanmoins ci-dessous une démontration compléte pour le lecteur. Mais
auparavant énongons le résultat suivant du méme type:

Théoreme 3. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) T est un homorphisme d’algébre, c'est a dire

®) T(uv)=(Tw)(Tv) pour u, ve % (Q),
(ii) T est invariant par tout j€ J,, c'est a dire
9 JoTu=T(jou) pour uc % (Q) avec u(Q)C D (j),

(iti) T est invariant par toute fonction j: R— R continue avec j(0)=0.

(iv) 1l existe jeJ\J;, avec D (j)="R telle que T soit invariant par J-

(v) 1lexiste UCQ et ¢:U—~ tels que pour uc ¥ (), la fonction Tu
soit donnée par
(10) Tu(x)=u@e(x)) sixe U, Tu(x)=0 si xcQ\U

Remarque 1. Avant de donner les démonstrations, rappelons qu’étant
donné jeJ, et relnt(D (j)), les dérivées a droite j'(r+) et a gauche j’(r—)
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existent et vérifient j (r—)<j’ (r+); il est classique (et élémentaire) que
Iintervalle [j'(r—), j/(r+)] est exactement ’ensemble des réels w vérifiant

8} j(s)‘HZj(r)+ w(s—r) pour tout se R

D’une maniére plus générale pour r€ D (j), on note dj (r) ’'ensemble des réels
w vérifiant (11); la multi-application dj est le sous--différentiel de j. En
particulier on a we dj(0) si et seulement si j(r)=wr. Maintenant si j€J et
we R, les relations (3), (6), (7), (9) sont vraies pour j si et seulement si elles
le sont pour la fonction r— j (r)—wr. Par conséquent, dans les démonstrations
des résultats, on pourra toujours se resteindre a des fonctions j vérifiant soit
j=0 soit 3j(0)=¢.

Preuve du Théoreme 2.b). Considérons d’abord une fonction jeJ;,
donnée par (3). Si b>—, remplagant j par j(r)}-br (voir la Remarque 1 ci-
dessus), on peut toujours supposer b=0. Alors, supposant que m est une
mesure de Radon positive, on a pour ue€ L' (Q), m)

(Jux) dm )t <[ u(x)* dm(x)

et donc (7). Le cas a<<+ o se traite de maniere identique; le cas a=—b =+
est trivial.

Supposons maintenant m (Q)<1 et soit u€ L' ({1, m). On peut t'oujoag
supposer

(12) u(x)eD(@G) m-pp.xeld
sinon le deuxiéme membre de (7) vaut + <0 et le résultat est trivial. Posons
c=(1/mQ) [ u(x) dm(x).
Puisque
jUu @) dm(x))=j(m@) )=m(Q) j(0)
il suffit pour vérifier (7) de montrer que
(13) JEQ=(U/m@Q) [j(u(x) dm (x)
D’apres (12), on a c€ D (j); dans le cas ol ¢ =max D (j) ou c=min D (j), on
au(x)=c m-p.p.x€Q et (13)est trivial. On peut donc supposer c € Int (D (j)),
donnons-nous we&dj(c). D’apres (11), on a
Ju(x)=j(c)+ wu(x)—c) pour xe()

d’ou (13) en intégrant les deux membres. *
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Preuve du Théoreme 2.a). L’implication (i) => (ii) résulte du b) démontré
ci-dessus. Considérons donc j€ J, tel que (6) soit vérifié et donc en particulier

<m,u>e D (j) pour ue % (Q) avec u(Qt) C D (j).

Supposons d’abord que j¢ J;; et montrons que m est positive. Posons
Ry=sup D() R_=inf D(j). Si R_=0, alors [0, R [C DG C[O0,R,] et
R, >0 (puisque D (j) n’est pas réduit a {0}); on a alors <m, u>=0 pour
ue #(Q) avec 0=u<R; et donc par linéarité pour tout uc_%'(Q) avec
u=0. Le cas R, =0 se traite de .maniere identique. Supposons donc
maintenant, R_ <0< R, ; compte tenu de la Remarque 1 ci-dessus, on peut
également supposer j=0.

Posons a; =sup{r=0; j=0sur [0,r]}, a_=inf{r<0; j=0 sur [r, 0]}. Si
a_=+, alors a, <+ <0 (puisque j n’est pas linéaire) et j(<m, u>)<0 pour
ue % (Q) avec u=<ay; donc <m, u> <a, pour u€_%(Q) avec u<a,; ceci
implique que m est positive (et méme que m (1)< 1 dans le cas ot a; >0). On
aura le méme résultat si a; =+ 0. Supposons donc —<g_<0=<g, <+ oo,
Puisque j¢ J;;, on a R_<a_ ou a,<Ry; supposons par exemple que
a:=a;< Ry et fixons be]a, R.[; la fonction j est strictement croissante sur
[a, b]. Etant donné ve #(Q) avec v=0, montrons que <m, v>=>0; par
linéarité, on peut toujours supposer v= j(b). Définissons
uy: K: =supp v—|[a, b] par j(uy(x))=v(x); c’est une fonction continue sur le
compact K avec uy (x)= a pour x €4 K; la fonction u, posséde un prolongement
ue % (Q) vérifiant 0<u=<a sur Q\K. Un tel prolongement u vérifie jou=v
et donc d’apres I’hypothése, on a

<m, v>=<m, jou>=j<mu>)=0.

Faisant un raisonnement identique lorsque R_<a_, on a ainsi achevé de
démontrer la positivé de m. -

Supposons maintenant que j¢ J;; U J;,. Nous savons déja que m est une
mesure de Radon positive; montrons que m () < 1. I suffit pour cela, atant
donné K un compact quelconque de (2, de montrer que m (K)< 1. Appliquant
le Lemme 1.a) ci-dessous avec ¢c=m(K), il suffit, étant donné re D (j), de
montrer que jm(K)r)<m(K)j(r). Or ceci résulte immédiatement de
I’hypothese: en effet, il existe une suite (u,) dans %' (Q) avec 0<u, <u;<1
telle que u, (x)— X (x) lorsque n— oo pour tout x € ; posant f, (x)= j(ru,

(x)), on a

[fnl = M X, avec Ky=supp uy, M =sup {lj(tr)l; 0=t=<1} pour tout n
Ja(x)—j(r) Xx(x) lorsque n— oo pour tout x € (};
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utilisant le théoréme de convergence dominé, la propriété s.c.i. de j et
I’hypothese (6), on obtient donc

jrm(K))=jlim<m, ru,>)<=
liminf j(<m, ru,>)<lim<m, f,> = j({r) m(K).*

Lemme 1. Soient jeJ,\J;; et c=0.
a) Sij(cr)<c j(r) pour tout re D(j), alors c=1.

b) SiD@G)=Ret j(cr)=c j(r) pour tout re R, alors c=0 ou c=1.

Preuve. Supposons j(cr)<cj(r)pour tout r€ D (j) et que ¢ > 1. Puisque
D (j) n’est pas réduit a {0} et ¢cD(G)C D(j) avec ¢>1, D (j) est soit R, soit
[0,°°], soit ]—o0,0]. Etant donné 0~re€ D (j) et wedj(r), on a (cf (10))

(c-1) jr)=j(cr)—jr)=w(c-Dr

et donc j(r)=wr; mais j(r)<wr (cf. (10)), et donc w= j(r)/r. En d’autres
termes, j est dérivable sur D (j)\{0} et j/(r)=j(r)/r; ceci implique j€J;,, ce
qui est contraire a ’hypotheése et démontre la partie a) du lemme.

Supposons maintenant j(cr)=c j(r) pour tout r& D (j)=R. D’apres a),
on a ¢<=1. Si ¢#0, on a j(r/c)=j(r)/c pour tout reD(j), et donc
appliquant a) a nouveau, on a (1/¢)<1, d’ou c¢=1. Ceci démontre bien la
partie b).

Preuve du Théoreme 3. Les implications (v) => (iii), (iii) ==> (ii), (il) => (iv)
et (v)=>(i) sont immédiates; l'implication (i)=>(iv) se voit en utilisant
j(r)=r% il reste donc a4 démontrer (iv)=>(v) ce que nous faisons. Etant
donné x€(}, la forme linéaire m, définie par (5) vérifie par hypothése

J&Lmy, u>)=<my, jou> pour ue_%(Q).

Ona j¢ J;UJ;|, et donc d’apres le Théoréme 2, m, est une mesure de Radon
positive de masse < 1. Etant donné K un compact de (), on montre comme
dans la preuve du Théoréme 2,b) ci-dessus, que

jrm (K)=j@r)m(K)  pourtout re®,

et donc, d’apres le Lemme 1.b), m, (K)=0 ou m, (K)= 1. On en déduit que la
mesure m, est soit nulle soit une masse de Dirac. Notant U={x€Q; m,#0},
et pour x€ U, ¢(x) le pole de la masse de Dirac m,, 'opérateur T est bien
donné par (10). *
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2. INEGALITES DE KATO

Dans cette section, () est un espace localement compact et %, (£2) désigne
Pespace de Banach réticulé des fonctions continues de () dans R tendant vers
zéro a l'infini, muni de la norme de la convergence uniforme sur (): avec les
notations de la Section 1, %, () est Padherence de % (Q) dans %, ().

Etant donné T: %, (Q) — %, (Q) linéaire, d’apres les résultats de la Section
I, les conditions suivantes sont équivalentes:

(14.1) Test continue et la restriction de T'a _%'(2) est sous-markovienne,
(14.1)) T est positive et contractante,

(14.11) joTu<T(jouw) pouf tout u€%,(Q) et tout jcJ, avec
u(Q)C D).

Nous dirons alors que T est sous-markovienne. Pour simplifier, on appelle
semi-groupe sous-markovien sur %;,(£), tout semi-groupe fortement continu
d’applications linéaires sous-markoviennes de %;(Q) dans lui-méme.

On a facilement le résultat suivant:

Théoreme 4. Soit A le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe sous-

markovien (T(t)) sur %,(Q). On note A’ le transposé de A dans lespace
£ (Q) des mesures de Radon bornées sur Q). Etant donné j€J, on a

(15) Jwx) (Au)(x) du (x)<< A'p, jou>

pour tout 0=ue€D(A’), uc D(A} avec u(Q)C D () et we L'(Q, n) avec
w(x)€dj(u(x)) u-p.p.x< .

Preuve du Théoreme 4. D’apres le choix de w, on a
JoT(u= joutw(T(t)u—u) u-p.p.x€Q, pour tout t=0.

Comme T'(z) est sous-markovienne, utilisant (14.iii), on en déduit pour tout
>0

=1<pu, T(t)(Gow)—jou>=
1<y, jo T(u— jou>= [ w(T()u-u/t dp.

Le passage a la limite lorsque 7 —0 donne (15). *
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Considérons 'exemple suivant: Q=R et Au=Au avec D(A)={uc %;(RM);
Aue %, (RM)} qui est le générateur infinitésimal du semi-groupe de Gauss sur
%o (RY); le transposé A’ est défini par A’v=Av avec D (A’)={ve L' (RV); Av
est une mesure de Radon bornée sur R} (cf. par exemple [7]); par troncature
et régularisation par convolution, on voit facilement qu’étant donné
ve D (A’)*, il existe une suite ({,) dans & (RM)* telle que {,— v dans L! (RY)
et Al,— Av faiblement dans %;(R")". Le Théoréme 4 énonce donc exac-
tement le résultat suivant: étant donné j€ Jy, u€ %o (RY) avec Auc &, (RV) et
u(Q)C D) et we L' (RN) avec wedj(u) p.p. sur RV, on a

A (jou)=w Au dans &’ (RN).

Ce résultat peut se localiser: si () est un ouvert de RY, jeJ,, ue €(Q)
avec Au€ £(Q) et u(Q)C D), on a

(16) A(ouw)=w Au dans Z'(Q) pour we L] (Q) avec wedj(u) p.p.

En effet, remplagant u par u-r et j(r) par j(r+r)— j(r)—sr avec s€dj(r), on
voit que l'on peut toujours supposer j==0; soient alors w un ouvert
relativement compact de Q et L€ Z (Q) avec 0=[(<1 et {=1 sur w; on a
u={ucD(A) Au=Au sur w et A(jou)=A (jou) dans Z’(w); enfin,
compte-tenu de j=0, on peut trouver we L' (RV) avec wedj () p.p. sur R
et w=w sur w; appliquant alors le Théoreme 4, A (jou)=wAu dans I’ (w);
ceci €tant vrai pour tout ouvert o relativement conpact dans (), on a bien le
résultat.

Dans le cas j(r)=|r|, en prenant w=sign w, (16) correspond exactement
a Iinégalité de Kato qui, comme cela avait ét¢ prouvé initialement dans [10],
s’étend aux fonctions ue L]  (RY) avec Aue L] (RY). Comme nous allons le
montrer ci-dessous, on peut effectuer cette extension avec une fonction j€J,

quelconque.

On peut aussi étendre le Théoreme 4 dans une autre direction. En effet,
sous les hypothéses de ce théoréme, donnons-nous jeJy,, 0=uecD(A’)
uc %y(Q) avec u(Q)C D), we L' (Q,u) avec w(x)€dj(u(x)) u-p.p. et
f:Q—7R borélienne avec wfe L' (Q, u); supposons w(x)=0 u-p.p. xe(}.
Alors, appliquant le Théoreme 4, si u€ D(A) et (Au)(x)= f(x) p-p.p. x<€Q,
on a

(17) W) f) dpx)=<A'n, jou>

Sous certaines hypotheses, on peut montrer la validité de cette inégalité
(17) pour u, f vérifiant la propriété «4u= f» en un sens plus faible (cf. [3]).
Nous ne développerons pas plus cette extension dans le cadre abstrait, nous
contentant ici de la préciser dans le cas concret de I'opérateur de Laplace en
utilisant une méthode directe pour sa démonstration.
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On a le résultat suivant:

Proposition 5. Soient Q un ouvert de R, jeJ, u, fel! (Q) et

1
w: Q— R mesurable avec w€dj (1) p.p. sur O et wfe Ll‘oc Q). On sup;cose que

l'une des deux hypoyheéses (i) ou (ii) suivantes est satisfaite:
(i) Au= fdans Z'(Q).
(i) Au= fdans Z'(Q) et WZOp.p. sur Q.

Alors jouc Ll (Q) et A(jow)=wf dans D'(Q).

loc

Preuve de la Proposition 5. Montrons d’abord que le cas de I’hypothése
(1) est impliqué par le résultat dans le cas de 'hypothese (ii). Fixons r€ D (9j),
s€3dj(r) et posons

J@)=ja+r)—j)—srt, wy=(w—9)T, uy=u—r,
J(r)=jr—r)—jr)tsrt, wy=(w—s), Uh=r—u,

Pouri=1,2, on a0<w;€dj;(u) p.p. et w; f€ L (Q); supposant Au= fdans

loc
2’(Q) et utilisant le résultat dans le cas de ’hypothese (ii) on en déduit
Jiew; € L} () et A (o u) =w; Au;= (—1)' w; fdans Z’(Q). Notons maintenant
que

jou:j]oul+120u2+2j(y+£(u_r).
On en déduit joue L] (Q) et

A(jo 1) = (wi — w,) f+sAu=wf dans D’ (). CQFD

Démontrons maintenant le résultat dans le cas de I’hypothése (ii). Notons
d’abord que le résultat est immédiat si u€ £2(Q) et j€ £2(r): en effet, on a
alors jou€ £2(Q), w=jou p.p. et

AGou)=(ou) Au+ ("o u)|grad u|>=w Au=wf p.p.
Montrons que le résultat est vrai avec w (x)=j’(u(x)+ ), si 'on suppose
(18) D ()=, j croissante et lipschitzienne. ‘

Il existe des suites (u,), (f,) dans £2(Q) avec Au,=f, sur Q pour tout n,
convergeant respectivement vers u, f dans L] _(Q) (utiliser par exemple une

loc
régularisation par convolution). D’un autre coté, il existe une suite (j,,) de
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fonctions convexes croissantes de classe %2 uniformément lipschitziennes
avec j,, (0) =0 pour tout m, telle que j, (r)— j/(r+) pour tout re R (utiliser
par exemple j,, (r)=j*p (r)— jxp(0) ot p€ Z(r), p=0, [p=1,

supp pC[0,1/m]). On a

A (jm ° un) = ]r,n (un) fn dans 9’(0)

pour tout n, m; le résultat s’obtient en passant a la limite d’abord en n, puis
en m.

Supposons toujours (18) (et donc jo uELl'oC (Q)). On voit avec la méme

démonstration que le résulat est aussi vrai avec w (x)=j’(u(x)—) et donc
A(Gouwy=sup (j' (ut)f, j(u—)f) dans Z'(Q).

Considérons maintenant w: ) — R mesurable quelconque vérifiant wedj (u)
p.p. sur Q (et donc we L= (), wfeL! (). On a

loc
sup (j'(ut)f, j(u—)f)= wf p.p. sur )
de telle sorte que A (jou)=wf dans Z’(Q).

Démontrons enfin le cas général. Pour tout entier m, définissons la
fonction j, par

()= fo inf (m, j/(s)*) ds si re D(j),
Jm(r)=Jn (a) s1 —=<r<a=inf D (j),
Jm(r)=Jjm (b)+ m(r—b) si b=sup D(j)<r<-toe,

Il est clair que j, satisfait (18) et w,,=inf(m, w)yedj(u) p.p. Appliquant le
résultat précédent on a donc

(19) A (o) =w,, f dans Z’(}) pour tout m.

Maintenant w,, f— wf dans L| . () par convergence dominée; d’un autre
coté v, =j,ou—jou p.p. sur (1, v, est minoré par une fonction localement
intégrable fixe, et —Av,, est majoré par une fonction localement intégrable
fixe:il en résulte que joueL| (Q) et v, —jou dans L _(Q). Passant 4 la

limite dans (19), on achéve la preuve de la proposition. ¢

3. CARACTERISATION PAR LINEGALITE DE KATO

Cette section est consacrée au probléme réciproque du Théoréme 4: étant
donné A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
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(T (1)) sur £y(Q), les inégalités (15) pour un ou tout j€ J, impliquent-elles que
les opérateurs T'(z) sont sous-markoviens ? Contrairement a la situation
considérée au Théoréme 1, ceci est faux en général comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 1. Considérons Q=[—1,0]. Pour 0=:<1 et uc % ([—1,0]),
définissons la fonction 7'(¢)u sur [—1,0] par

THu(x)=u(x+1t)si x+1=0, Tu(x)=u(x+t—1)+u(0)—u(-1)

(20) si x+1:>0.

On a T(WYue L ([—1,0]), || TW)ul| <3 ||ul| et T(t)u—u dans & ([—1,0])
lorsque ¢ —0; aussi 7(¢++s)= T(t) T(s) pour ¢, s=0 avec t+s<1. On peut donc
prolonger (7(t) o<;<; en un unique semi-groupe fortement continu (7°(2)),>¢
d’opérateurs linéaires bornés sur %' ([—1,0]). 1l est clair que les opérateurs
T(2) ne sont pas sous-markoviens: ils ne sont d’ailleurs ni positifs ni contrac-
tants. On va montrer que pourtant le générateur infinitésimal A vérifie (15)
pour tout jE J,.

Plus précisément, on a le résultat suivant:

Proposition 6. Le générateur infinitésimal A du semi-groupe fortement
continu sur € ([—1, 0]) défini a partir de (20) vérifie pour tout j€J,

@1 Jwx) (Aw)(x) du(x)=<A'w, jou>

pour 0=pe D(A’), uec D(A) avec u([—1,01)C D(j) et we L! ([—1, 0], ) avec
w(x)€dj(u(x)) u—p.p. x€[—1, 0].

Avant de démontrer cette proposition, notons le lemme technique suivant
pour un espace localement compact {) quelconque dont la preuve sera donnée
a la fin de cette section:

Lemme 2. Soient p, v des mesures boréliennes bornees sur () avec u =0,
et u, v des fonctions boréliennes bornées sur Q). Supposons que

(22) Jwe)vx) du(x)<[j(u(x) dv (x)

pour tout jeJy avec D(j)=R et w fonction borélienne bornée avec w(}c)e
dj(u(x)) pour tout x€ ). Alors l'inégalité (22) est satisfaite pour tout je€J,
avec joue L' (Q,|v|) et we L' (Q, ) avec w(x)€dj(u(x)) u—p.p. x€ Q.

Notons que I’assertion reste vraie si I'on remplace dans (22) I'inégalité par
Iégalité : il suffit de 'appliquer en remplagant v et v, respectivement par —v et
—U.
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Preuve la Proposition 6. On vérifie immédiatement que ’opérateur A est
défini par Au=w’ avec D(A)={uc¥'([—1,0]); v'(—1)=u’(0)}. On en
déduit alors que

D(A’)={pu=hdx+\(8y—05_,); AR, h:[—1,0]— R a variation bornée }.

Etant donné 0=ue€ D(A’), on a u =hdx avec h:[—1,0]— R 4 variation
bornée (et donc mesurable bornée).

Compte-tenu du Lemme 2, supposons D()=ZR et considérons w:
[-1,0]—R borélienne bornée avec w(x)€dj(u(x)) pour tout xe€[—-1,0].
Etant donné u€ D(A), puisque la fonction convexe j est localement lipschit-
zienne, la fonction jo u est lipschitzienne sur [—1, 0] et donc p.p. dérivable sur
(—1,0). Comme il est classique, on a

(23) Uew)(x)=w(x)u'(x) p.p. x€(=1,0).
En effet, par définition du sous-différentiel, pour x€]—1,0[, on a

Uet)(x+8)—(jow)(x)=w(x)(u(x+8)—u(x)) pour tout § petit; si jou est
dérivable en x, divisant par 6 >0 et §<<0 et faisant § — 0, on obtient bien (23).

En d’autres termes, on a donc

(T Gow)—(Gow)—wu' p.p. sur (—1,0) lorsque ¢t —0; on a aussi
= (T @ Gow)—Gou)| =2][Gow) || = p.p. sur (—1,0) pour 0<s<1,
d’ou par convergence dominée

<A, jou>=lm [ =" (T@t)(ow)—(jou) h dx=
fwuwh dx=[w Au du.

Revenons maintenant a I’étude de I'inégalité (15) dans le cas général. Nous
poserons la définition suivante:

Définition 1. Etant donné A : D(A)C %,(Q) linéaire avec D(A) dense
dans %,(Q), et j€J,, nous dirons que A vérifie l'inégalité de Kato pour j si
ona

(15) Jwx) (Au)(x) du (x)<< A'w, jou>

pour tout 0=u€D(A’), ue D(A) avec u(Q)C D(@) et we L (Q, u) avec
w(x)edju(x)) p—p.p. x€ 1.
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Nous ne nous restreignerons pas au générateur infinitésimal d’un semi-
groupe fortement continu sur %, (Q); nous considérerons plus généralement
un opérateur linéaire A: D(A4)C %,(Q) — %, () vérifiant
(24) D(A)dense dans %,(Q) et il existe Ay >0, M <o° tels que pour 0<A< A

Ah=(-NA)y"'e L), A= M.

Rappelons que le générateur infinitésimal A d’un semi-groupe fortement
continu (7(2)) sur %, (Q) vérifie (24); on a alors pour u€ %,(Q)

(25) Jou= fo T\ t)u e~ di

et

(26) T(t)u=1lim, _o u,(t) dans %,(Q) uniformément pour =0 borné
ou

27 uy (O =u, wu(t)=)"'u pourte](n—1)A, nA], n=1,2,...

Notons d’abord la caractérisation suivante:

Proposition 7. Soient A: D(A)C %y(Q) —%,(Q) linéaire vérifiant (24),
je€Jyavec 0cint D(j) et 0=peD(A’).

a) Les assertions sont équivalentes:

(i) pourtout u€ D(A)avec u(Q)C Int D), et we L' (QU, u) avec wedj(u)
u-p.p., on a l'inégalité (15),

(ii) pour tout u€ D(A) avec u(Q)C Int D(j), il existe we L' (QO, u) avec
weEdj(u) u-p.p., tel que l'on ait l'inégalité (15).

(iii) pour uc 6, (Q) et 0K A< Ay avec (Jyu)(Q)C D(), on a

(28) <w, johu><[ju(x) du(x)+ A< A'u, jo yu>.

b) Side plus A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu (T(t)), alors les assertions (i), (ii), (iii) sont encore équivalentes a
l'assertion suivante:

(iv) pour uc %y(Q) et t=0 avec (T(s)u) () C D(j) pour 0=s=<t, on a

29)  <u, jo T()u>=<] ju(x)) du(x)+ j <Au, jo T(s)u>ds.
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Remarque 2. Etant donné jeJ, avec D(j)#R et uec %, (Q) avec
u () C D(j), il n’existe pas nécessairement we L' (Q, u) avec w € dj(u) u-p.p.:
c’est pour cette raison que nous avons di nous resteindre dans I’assertion (ii)
ci-dessus 4 des fonctions ue D(A) vérifiant u(Q)ClIntD(j). Sous les
hypothéses de la Proposition 7, il est clair que si A4 vérifie I'inégalité de Kato
pour j, alors il vérifie les assertions équivalentes (i), (ii), (iii); la réciproque est
évidemment vraie si D(j)=ZR, ou plus généralement si D(j) est ouvert, mais
elle est fausse en général. Il suffit en effet de considérer pour j la fonction
indicatrice du segment ]—eo, 1]: les assertions équivalentes (i), (ii), (iii) sont
toujours vérifiées alors que l'inégalité de Kato pour j s*écrit:

pour u€ D(A) avec u=1et 0=puc€ D(A’), Au<=0 p-p.p. sur u—'(1),

qui n’est évidemment pas toujours vérifiée (considérer par exemple le cas d’un
opérateur de multiplication Au(x)=a(x)u(x) avec a< %5 ({1)).

Preuve de la Proposition 7. L’implication (i)=>(ii) est immédiate.
Montrons Iimplication (ii)=>(iii). Etant donné ue %,(Q) et 0<A<N\,
supposons d’abord (J, u) ({2) CInt D(j); appliquant (ii), il existe we L' (Q, u)
avec wedj(Jy u) u-p.p., tel que ’on ait

Iw AL udu<<Au, jodyu>.

Utilisant la définition du sous-différentiel, on a
<p, johu><[{j@)+w (huw)} du=[jw) du+[w NAJ, u du

d’ou (28). Ceci est encore vrai en supposant seulement (J, u) () C D(j); en
effet pour 0<<k <1, on a (J, (ku)) () =k (J, u) () Ck D(j)C Int D(j), puisque
0€lInt D(), appliquant (28) a ku et passant & la limite lorsque k— 1, on
obtient bien (28) pour w.

Montrons I'implication (iii) = (i). Etant donné u€ D(A4) avec u(Q)C Int
D(j), on a (J, u) () C D(G) pour tout A >0 suffisamment petit: en effet d’apres
(24), on a Jyu—u dans %, () lorsque A —0. Si we L' (Q, u) avec wed j(u)
u-p.p., on a par définition de d;:

Jwhwwydu<<u, jodyu—jou>.

Utilisant (iii), divisant par A >0 et faisant A — 0, on obtient bien (15) puisque
(Shu-u)/A=J, Au— Au lorsque A —0.

Supposons maintenant que 4 engendre un semi-groupe fortement continu
(T(t)). Montrons d’abord que (iii)=>(iv). Fixons u€ %,(Q), t=0, et



Inégalités de Kato et Semi-Groupes Sous-Markoviens 295

raisonnant comme ci-dessus, supposons (7(s)u)(2) CInt D) pour 0<s<1.
Posant A =/ N et notant uy la fonction définie par (27), puisque uy (5) — T'(s)u
dans %, () uniformément pour 0<s<¢, on aura uy (s)(Q) C D(j) pour tout
0<=s=t et N suffisamment grand. Supposant que (iii) est satisfaite et
remplacgant u par (J,)? v dans (28), on obtient pour n=1,..., N—1

Swsje un((tDA) — jo uy(rA)>=<

A< Ap, jo uymN>=[ < Au | jo un(s)>ds.

(n—1)A

Additionant, on a donc
<u,jouy(t)—jo uN(A)>§fo_<A’p, Jo uy(s)>ds.

Passant a la limite on obtient (29).

Montrons enfin que (iv)=>(i). Etant donné ue€ D(A4) avec u(Q)CInt
D), et we L1 (Q, u) avec wedj(u) u-p.p., on a (T(1)u)(Q) C D(j) pour tout
t>0 suffisamment petit, et donc en utilisant la définition de 9j et (iv):

[-"(Tu—u) w du<
1<, jo TMu— jo u><t-! L<A’u, jo T(s)u>ds.

A la limite lorsque ¢z — 0, on obtient (15).¢

Donnons maintenant quelques cas ol nous savons prouver que si A
vérifie 'inégalité de Kato pour j, alors il est générateur d’un semi-groupe
fortement continu d’opérateurs sous-markoviens (7(z)) sur %, (). Notons
d’abord le cas ou

30) J =0 pour 0 <A <TA,.

Cette condition est évidemment nécessaire pour qu’un opérateur A
vérifiant (24) soit générateur d’un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
sous-markoviens (T(2)) sur %, (). Remarquons qu’en général les conditions
(24) et (30) seules n'impliquent méme pas que A soit générateur d’un semi-
groupe fortement continu (cf. [2]). Mais on a la caractérisation suivante:

Théoreme 8. Soient A:D(A)C%E,(N)— %,(Q) linéaire et jeJ,\
(%,UJ;1) avec D(j)=R. Alors A est générateur d'un semi-groupe sous-
markovien sur %,(Q) si et seulement si A vérifie (24), (30) et l'inégalité de
Kato pour j.
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Preuve du Théoréme 8. La condition nécessaire a déja été prouvée. Pour
démontrer la condition suffisante, il suffit de montrer que J, est sous-
invariant par j; en effet alors, d’aprés le Théoréme 2, J, sera sous-markovien
et donc A sera générateur d’un semi-groupe sous-markovien sur %5 (Q). En

d’autres termes, étant donné ue %, (Q), 0<A <A et O<ve %, (), il suffit
de prouver que I'inégalité suivante est vérifiée:

<v, jo hu>=<v, J (o u)>

Puisque J,=0, la mesure p>Jv vérifie 0=pueD(A’) et on a
u—v=AA'u. Appliquant la Proposition 7.a), (27) donne

<u,johu—jousS<<u—v,jodyu>
d’ou
<v,jehu>=<u, jou>=<JKv , Jou>=<v, h(Gou)>,»

Considérons maintenant le cas d’un opérateur borné A€ & (%o (V).
Notons qu’alors A vérifie (24) avec Ag= || A]|~'. On a le résultat suivant:

Théoréme 9. Soient A€ ' (£o(V) et j€J,\(J,,UJ;,) avec D(j)=7R.

Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i)  e' est sous-markovien pour tout 1=,

(i)) A vérifie l'inégalité de Kato pour j,

(iii) pour tout u€ €,(Q) et xeQ, on a

A@Gou)(x)>= Au(x) max dj (u(x)).

Avant de prouver ce théoréme, notons le corollaire suivant:

Corollaire 10. Soient A: D(A)C £o(Q)— Lo(Q) linéaire vérifiant (24)
et JEJ\NWJ,,UJ;) avec D(G)=R. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) A est générateur d'un semi-groupe sous-markovien,

(ii)  pour tout 0NNy, l'opérateur J,—I vérifie l'inégalité de Kato
pour j,
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(iii) pour tout 0< A<y, u€%,(Q) et xeQ, on a

€2)) Ao (x)>Z jlu(x))+ (hu(x)—u(x)) max dj(u(x)).

Preuve du Corollaire 10. Il résulte immédiatement du Théoreme 9,
puisque A vérifiant (24) est générateur d’un semi-groupe sous-markovien si et
seulement si e’A~% est sous-markovien pour tout 0 <A <Ajet 1=0.¢

Preuve du Théoreme 9. L’inégalité de Kato pour j s’écrit:

pour tout u€ %, (Q), O<pue %, (Q) et we L' Q, u) avec wedj(u)
u-p.p.,ona<u, A(jou)>2fwAu du.

L’implication (ii) => (iii) est alors clair. L’implication (i) => (ii) résulte du
Théoréme 4; compte-tenu du Théoreme §, il suffit donc de prouver
I'implication (iii))=>(30), ou de manitre équivalente que (iii) implique la
positivé du semi-groupe (e'4),=; or il est bien connu (cf. par exemple [13])
que cette positivé est équivalente & la propriété

(32) 0<uec%,(Q), xeQ, u(x)=0 = Au(x)=0.

Pour prouver (iil))=>(32), quitte & remplacer j(r) par j(r)-cr avec
c€ dj(0), on peut toujours supposer j=0; d’autre part puisque j¢& J;,, quitte
a remplacer j(r) par j(—r), on a a=sup j~'(0)<<+oo; la fonction j est une
bijection croissante de [a, +°°[ sur [0, +°°[. Donnons-nous 0=u€ %, () et
x€ Q) avec u(x)=0 et montrons Au(x)=0. Pour tout £>>0 il existe v,€ % (})
tel que :

jove=u sur {u=e}, v.=0 sur {u<<e/2}, v,=0,
jow=esur{e/2<u<e}.

On a clairement y, = jo v, —u dans %;,(Q) lorsque £ —0. Appliquant (iii)
avec Vv, (a la place de u), puisque v, (x)=0 et 0€3;(0), on obtient Au,(x)=0
et donc a la limite Au(x)=0. ¢

Nous considérons maintenant un dernier cas ou nous savons prouver
I’équivalence entre 'inégalité de Kato pour j et la propriété sous-markovienne.
Notons d’abord le lemme suivant:

Lemme 3. Soient 0=p€%,(Q), >0 et jeJ, avec 0€ntD(j) et
7 (0—)=0<j (0+). Soit T une application linéaire de £,(Q) dans lui-méme
vérifiant
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(33) JjoTu du<<u,jou> pour uc €,(Q) avec u(Q)C Int D(j).
Alors Tu=0 p-p.p. sur Q pour tout 0=uc %,(Q).

Preuve du Lemme 3. Notons que l'intégrale dans (33) est bien définie
puisque d’apres les hypothéses, on a j=0; en fait Phypothése (33) inclus que
JoTue L' (Q, ) pour uc %,(Q) avec u(Q)ClInt D(j). Etant donné 0<u
€ %5(Q), on a (—Aw) (Q)ClInt D(j) pour A >0 suffisamment petit; puisque
j'(0—)=0, on a par convergence dominée

JOP<u, (Tu)y->=limy_o, [ A" j(—A Tu) du<
limy _o, [A~! j(—Au) du=0;

donc, puisque j (0+)>0, on a Tu=0 u-p.p. sur Q. ¢

Rappelons qu’une mesure de Radon u sur () est dite strictement positive
que ’on note u>>0, si

(34) 0=uce (), <p,u>=0 = y=0sur O
ou de facon équivalente si u=0 et
(35) ue ), u=0 u-p.p. = u=0sur Q.
Nous supposerons pour simplifier que la condition suivante est vérifiée:
(36) il existe une mesure de Radon sur ) strictement positive et bornée;

ceci est le cas par exemple si () séparable. On peut alors énoncer la
caractérisation suivante:

Théoréeme 11. Supposons (36) et soient A: D(A)C %,(Q)— %, (Q)
linéaire vérifiant (24) et je J)\(J5;;U J;;) avec D@G)=TR et j (0+)> j (0—).
Alors A engendre un semi-groupe sous-markovien sur 6, () si et seulement
si A vérifie l'inégalité de Kato pour j et il existe pe D(A’) strictement positive
et pER tels que A'u<ppu.

Preuve du Théoréme 11. La condition nécessaire résulte du Théoreme 4
et de la Proposition C-11. 3.5 de [A3]. Pour prouver la condition suffisante, il
suffit d’aprés le Théoréme 8, de montrer que (30) est satisfaite. Remplagant
J(r) par j(r)—j’(0—)r, on peut toujours supposer j'(0—)=0 et donc j=0;
d’autre part, puisque Jy=(1—Ap)~' (I-A(A—p))-' avec A=A(1—Ap)~!,
remplagant 4 par A—p, on peut toujours supposer p =0, c’est a dire A’ <0.
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On va montrer que T=J, vérifie (33); appliquant le Lemme 3 et utilisant
u>>0, on aura bien J,=0, ce qui achévera la preuve du théoréme. Soit
ue %,(0); puisque A vérifie I'inégalité de Kato pour j, il existe we L! Q,u)
avec wedj(Jyu) u-p.p. et

fwAJ)\u du=<A'u,jo Ju>;

puisque j=0et A’u<0,0na doncfwA J\udp=0. On a alors, par définition
du sous-différentiel,

<u,jo hu>—<p,jo u><[w(hu—u)du=
AN fwAdudu<0. s

Remarque 3.a) L’¢quivalent du Théoréme 11 pour la caractérisation des
générateurs d’un semi-groupe positif avec I'inégalité de Kato pour j(r)=|r| a
été démontré dans [1] et [16], d’ailleurs dans le cadre abstrait d’un espace de
Banach réticulé (cf. B-II et C-II dans [13]).

b) Si(36) n'est pas satisfaite, on peut modifier la caractérisation comme
dans C-II de [13].

¢) Le Lemme 3 et donc le Théoréme 11 sont encore valables avec des
fonctions convexes j(r) dérivables en r = 0; par exemple, avec des modifications
évidentes de la preuve, on peut utiliser la fonction j(r) donnée par j(r)=r?
pour r>0 et j(r)=—r3 pour r=<0. Par contre le Lemme 3 est trivialement
faux pour la fonction convexe j(r)=r? pour tout r€ R; nous ignorons si le
Théoréme 11 est vrai pour cette fonction convexe.

Achevons cette section par la preuve du Lemme 2.
Preuve du Lemme 2. Notons d’abord qu’appliquant (22) avec j(r)=r et
j(r)=-—r,ona

fvx)dux)=[u(x)dv (x).

Donnons-nous maintenant j€J, avec joueL'(Q,|v|) et we L' (Q, u)
avec w(x)€dj(u(x)) u-p.p. x€ Q. Pour tout entier m, définissons la fonction
Jm€Jo avec D(G,)=7R par

Jm ("JZJ; inf (m, sup(—m, j'(s)) ds si re D(j) ,

Jn(M=jm(@—m@r—a) si —o<r<a=inf D(j),

Jm(M)=jm ()T m@r—b) si b=sup D@G)<r<oe,
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On a j,(r)—j(r) lorsque m—o pour tout re D(j), et il existe des
constantes ¢y, ¢, telles que |, (r)| <|j(r)| +co|r] + ¢, pour tout m et tout
r€ D(j); par convergence dominée, on a donc

J Jm((x)) dv(x)—[ j(u(x)) dv(x)  lorsque m— s

D’un autre coté, considérons w une fonction borélienne avec w=w u-p.p.
et N un ensemble borélien u-négligeable tel que w (x)€dj(u(x)) pour tout
x€O\N. Pour tout entier m, définissons la fonction w,, sur Q par

Wy, = inf (m, sup (—m, w)) sur O\N, w,, (x)=j (u(x)+) pour xeN;

c’est une fonction borélienne bornée et w,, (x)€dj,, (u(x)) pour tout x€ ) ; de
plus {w,,| <|w| u-p.p. pour tout m, et w,,—w u-p.p. lorsque m— . Appli-
quant (22) avec (ji,, w,,) et passant a la limite, par convergence dominée on
a donc (22) avec (j, w). ®

4. SEMI-GROUPES D’HOMOMORPHISMES

Un homomorphisme (d’algebre) de %, ({)) est une application linéaire T
de %,(Q2) dans lui-méme vérifiant T'(uv)=(Tu)(Tv) pour tout u, ve %, (Q).
Si T'est un homomorphisme de %, ({2), on a en particulier 7'(x2) = (Tu)? pour
tout u€ %, (1), d’ott 'on déduit immédiatement que T7=0et || T} <1. Il en
résulte qu'un homorphisme de %} () est le prolongement par continuite d’un
homomorphisme de %/(Q)) dans %, (Q). D’aprés le Théoréme 3, une applica-
tion linéaire T de %, () dans lui-méme est donc un homomorphisme si et
seulement si

37 Jo Tu=T(jou) pour uc€ ¢,(Q) et j: R— R continue avec 7 (0)=0.

Dans cette section, un semi-groupe d’homorphismes de %,(Q) désignera
un semi-groupe fortement continu d’homorphismes (7(¢)) de %, (£). Notons
d’abord la propriété des générateurs de semi-groupes d’homorphismes corres-
pondant au Théoréme 4 pour les semi-groupes sous-markoviens :

Théoreme 12. Soient A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe
d’homorphismes de %,(Q) et ue D(A). Alors les propriétés suivantes sont
satisfaites:

a) Pour tout j:R—R de classe &' avec j(0)=0, on a

(38) JeueD(A) et A(jou)=("ou) Au.
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b) Pour toute partie N de R négligeable (au sens de Lebesgue)
39) Au=0 |u|-p.p. sur u=' (N) pour tout u€ D(A’).

¢) Pour tour neD(A’) et p:R—TR localement intégrable (pour la
mesure de Lebesgue) tel que w=pouc L/ (Q,|ul), on a

(40) <A'w,jou>=[w Au du
ou j.'rE‘R—-fo p(s) ds.
Contrairement a la situation pour les générateurs de semi-groupes sous-

markovien, ces relations permettent de caractériser les générateurs de semi-
groupes d’homorphismes. On a en effet le résultat suivant:

Théoreme 13. Soit A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe
fortement continu d’opérateurs linéaires bornés (T(t)) de £,(Q). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes:

(i) T(t) est un homomorphisme de ¢,(Q) pour tout t>0.

(ii) Pour tout u€ D(A), on a les propriétés a), b) et ¢) du Théoréme 12.

(iii) Pour tout u,veE D(A), on a
41) uweD(A) et A(uv)=u Av+v Au

(iv) Pour tout jeJy, uc D (A) avec u(Q)C D(j), u€ D(A’) et
we L (Q, |u|) avec w(x)edj(u(x)) |ul-p.p. x€, on a (40).

(v) IHexiste je J)\(J,;UJ;;) avec D(j)=RR tel que pour tout uc D(A) et
wE D(A’), il existe we LI (Q, {u|) tel que w(x)€dj(u(x)) |u|-p.p. x€let que
l'on ait (40).

Pour la preuve du Théoréme 12 nous utiliserons le résultat suivant qui est
en fait un cas particulier d’un résultat abstrait que nous développerons en
appendice:

Lemme 4. Soit A: D(A)C %y (Q) — £, (Q) linéaire vérifiant (24) et (30).
SiueD(A’) et we L' (), |u|), alors wue D(A’).

Preuve du Théoréeme 12. La propriété a) est simple: appliquant (37) aux
homorphismes 7(t) du semi-groupe engendré par A, on a
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(T Gouw)— jouwy=t="(jo T(z)u—]ou) pour tout >0, et donc par
dérivations des fonCtIOIlS composées,

(T (Gou)— jou)—(j o u) Au dans %, (Q) lorsque ¢ —0, c’est a dire (38).
Considérons maintenant

F ={p:R—[0, 1] borélienne; pour tout u € D(A’), (40) est satisfaite avec
w=pouet j(r)= \ p(s) ds}.

D’aprés ce qui précéde, 7 contient les fonctions continues de R dans
[0, 1]; d’autre part d’apreés le théoréme de convergence dominée, 7 est stable
par convergence simple ; donc & contient toutes les fonctions boréliennes de
R dans [0, 1].

Pour démontrer b), on peut toujours supposer que I’ensemble négligeable
N est boreélien; appliquant ce qui préceéde avec p = x, fonction caractéristique
de N, on obtient

Jumtny Au du=0 pour tout p€ D(A’),
et donc pour tout u€ D(A’). Appliquant le Lemme 4 ci-dessus, on en déduit

fu—l(N)|Au| dlpl =0 pour tout u€ D(A’),
ce qui prouve le point b).

Pour démontrer c), notons d’abord que compte-tenu de b), on peut
toujours se restreindre a des fonctions p boréliennes; d’autre part, d’apres le
résultat ci-dessus la propriété est vraie pour les fonctions p boréliennes a
valeurs dans [0, 1] et donc clairement pour toutes les fonctions p boréliennes
bornées. Soient maintenant u€ D(A’) et p: R— R localement intégrable tel
que w=pou€ L'((,|u|); considérant w,=inf (n, sup(—n, w)), on a

<Ap,jpou>=[w, Audu

U ju (1) =, int (1, sup (1. p(s)) ds. Puisque j, (1)~ )= [ p(s) ds unfor-
mément pour r borné, par convergence dominée on obtient bien (40) A la
limite. *

Preuve du Théoreme 13. L’implication (i) => (ii) est I'énoncé du Théoréme
12. La propriété (iii) est clairement équivalente a (38) avec j(r)=r% les
implications (ii) = (iii) et (iii) = (v) sont alors immédiates.
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L’implication (ii) =>(iv) est simple: étant donné j€J,, u€ D (A) avec
u{(Q)C D(j), posons

E={re(Int D{))Nu(f) et j dérivable en r}
et définissons la fonction p par
pr)=j(r)sireE,p(r)=0 si reR\E;
on vérifie facilement que p est localement intégrable et
Uow(x)= J’:mp(s) ds pour tout x€};
étant donné pe D(A’)et we L1 (Q, |p|) avec w(x)€dj(u(x)) |u|-p.p. x€Q, on
a wx)=pou)(x) |ul-p.p. x€u"'(E), et donc utilisant b) et le fait que
N=u(Q)\E est au plus dénombrable, on a
w Au=(pou) Au |u|-p.p. sur £;
utilisant b), on a bien (40).
Montrons I'implication (v)=>(i). Fixons j€Jy\(J;;UJ)) avec D(j)=R

tel que (v) soit satisfaite; appliquant le Théoréme 4, nous devons, >0 étant
fixé, montrer que

T(1)(jou)=jo T(t)u pour tout u€ %y(Q);
par densité, il suffit en fait, uc€ D(A) et u€ D(A’) étant fixés, de montrer que
<u, TW(G-w)>=<p, joT(u>.
Pour 0<s=1, posons
k(s)=<u, T(t—s) (o T()w)>=<T(t—s)u,joT(s)u>,
et montrons k (1)=k (0).

La fonction k est lipschitzienne sur [0,¢], puisque les applications
s— T(t—s)u et s— jo T(s)u sont lipschitziennes; en particulier k est p.p.
dérivable sur [0, 7] et il suffit de montrer que k’(s)=0 p.p.s€]0, ¢[.

Pour x< (), 1a fonction s — j((T'(s) 1) (x)) admet en tout point s€]0, ¢[ une
dérivée a droite fi(s, x)=wy (s, x) (T(s)Au)(x) et une dérivée a gauche

f— (s x)=w_(5,x)(T(s) Au)(x), ou w, et w_ sont données par

wi (s, x)=j (T ()W (x)H), w_(5,x)=J (T(s)u)(x)-) si (T(s)Aw)(x)>0,
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wi (s, x)=J (T(s)w)(x)=), w_(s,x)=j (T(s)u)(x)+) si (T(s) Au)(x)<0,
wi (s, x)=w_(s,x)=0 si (T(s) Au)(x)=0.
Etant donné s< [0, ] fixé, par utilisation du théoréme de convergence
dominée, la fonction s— <|T(t—s)ul|, joT(s)u>admet en tout point
5€10,![ une dérivée a droite

[ fi(s,.) d| T(t—s)'u| et une dérivée a gauche [ (s,.) d| T(t—s)'pl;

mais cette fonction est lipschitzienne et donc p.p. s€]0, [ les dérivées a droite
et 4 gauche en s coincident; puisque fy =/, on en déduit que

pour tout s€[0,7], p.p.s€10,¢[, fi(s, x)=f_(s,x) |T(t—s)ul-p.p.x€}.

Utilisant le fait que l’application s— | T(t—s)'u| est lipchitzienne, on
conclut qu’il existe une partie négligeable N de ]0, [ telle que

(42) pour tout s€[0, f] et s€]0,[\N, fr(s, x)=f (s, x) |T(t—s)ul|-p.p.xcl}
Maintenant, par dérivation d’un produit et application du théoreme de
convergence dominée, la fonction & admet en tout s€]0, 7[ des dérivées a
droite et a gauche données par
(43) Ki(s)=[fi(s,) dT(t—syu—<T(t—s) A’u, jo T(s)u >,
kg’(s):ff_(s, AT (—s)u—<T(t—s) A'u,jo T(s)u >.
D’aprés ’hypothese, étant donné s< 10, ¢[ fixé, il existe

we LV (Q, | T(t—s)ul|) avec wedj(T(s)u) |T(t—s)ul-p.p. sur Q tel que 'on
ait

(44) [wAT(s)u dT(t—syu=<A'T(t—syu, jo T(s)u>.
Par définition de f, et f, on a
[ (8, ) ZwAT(S)u=f_(s,.) |T(t—s)ul|-p.p. sur O
et donc, si s€¢ N, d’apres (42), (43) et (44), k est dérivable en s et k" (s)=0. *
Achevons cette section par une remarque sur la structure des semi-
groupes d’homorphismes de % (Q). Considérons d’abord UC Q,¢: U—Q et
T ’'homomorphisme de %,(Q) dans % (Q) défini pour tout u€ %, () par

(45) (Tu)(x)=u(x))si xe U , (Tu) (x)=0 si x€ O\U.
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On vérifie facilement que les assertions suivantes sont équivalentes :

() Tue%,(Q) pour tout uc_%(Q)
(i) T est un homomorphisme de %, ()
(ii) U est ouvert et ¢—'(K) est un compact pour tout compact K de .

En d’autres termes, compte-tenu du Théoréme 3, un homorphisme de
%0(Q) est de la forme (45) ol U est un ouvert de () et ¢ une application de
U dans () vérifiant
(46) ¢~ (K) est un compact pour tout compact K de ().

Considérons maintenant UC[0,%0[x, ¢ : U— () et supposons
(47)  pour tout =0, U,={x€Q;(t, x)€ U} est un ouvert de Q et

I’application ¢, : x € U, —¢ (1, x) € Q) vérifie (46).

Pour =0, notons T(z) ’homomorphisme de %} () associé a (U,,¢,). On
vérifie immédiatement que (7'(2)),>¢ est un semi-groupe de %, (), c’est a dire
T(0) est I'application identique de %, () et T(t+s)=T(t) T(s) pour tout
t,5=0, si et seulement si (U, ¢) est un semi-flot sur (), c’est a dire vérifie
(48) Upy=Q, ¢ (0, x)=x pour tout x€Q et pour £,5>0 on a

Ul+s :(p}—I (Ul)’ ¥ (t+s’ x) = (,D(t, (p(S, X)) pour tout xe UH—s :

On a la caractérisation suivante :

Proposition 14.  Soient UC[0,°[xQ, ¢: U~ Q vérifiant (47), (48), et
(T (1)) le semi-groupe de %,(Q) associé. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes:

(i)  (T(1)) est un semi-groupe fortement continu de %, (Q);

(ii) ¢ est continue sur U et pour tout compact K de Q, il existe t>0 tel
que [0, (]I x KC U;

(iii) pour tout x€ ), il existe 1>0 tel que [0, 1x{x}C U et ¢ (s, x)— x
lorsque s — 0.

Preuve. L’implication (i) => (iii) est immédiate. La propriété (iii) implique
que



306 Wolfgang Arendt and Philippe Benilan

(T(1)u)(x)—u(x) lorsque t — 0 pour tout uc %, () et xeQ, c’est a dire
que

T(t)u— u faiblement dans %, (Q) lorsque ¢ —0 pour tout ue %, (), ce
qui est classiquement équivalent a (i) (cf. par exemple [8], Proposition 1.23).

Enfin supposons (i). Soient (7, x)€ U et ¥ un voisinage ouvert de ¢ (Z, x);
il existe ue_%(V) tel que u(¢ (1, x)) =1; utilisant la continuité de Papplication
(5, »)—=(T(s)u)(y), il existe un voisinage W de (1, x) dans [0,%2[x () tel que
(T(s)u)(y)#0 pour tout (s, y) € W; utilisant la définition de T'(s), ona WC U
etg (s, y)€ V pour tout (s, y)€ W ceci prouve bien la continuité de ¢ sur U.
Soit maintenant K un compact de ; il existe ue_#(Q) tel que u=1 au
voisinage de K; utilisant la continuité de t— T(1)u, il existe >0 tel que
T'(s)u#0 sur K pour tout s€[0, 7] et donc en particulier, d’apres la définition
de T(s)u, KC U, pour tout s€[0,1]. *

APPENDICE

Dans cet appendice, nous prouvons le Lemme 4 en lintégrant dans un
énoncé plus général.

Donnons-nous E un espace de Banach réticulé continu pour I’ordre, c’est
a dire tel que toute suite généralisée décroissante (x;) du cone positif E, avec
inf x;=0 converge en norme vers 0. Rappelons qu’un idéal de E est un sous-
espace vectoriel J vérifiant:

YEJ, x€E |x|=|y|=>xel.

Un opérateur linéaire B: D(B)C E— E est a résolvante positive, s’il existe
Ao tel que pour tout A>X\,, A/-B est une bijection de D(B) sur E et
R(A)=(AI-B)~'=0. On a le résultat suivant:

Proposition A. Soient E un espace de Banach réticulé continu pour
l'ordre et B un opérateur linéaire a résolvante positive. Alors D (B) est un
idéal de E.

Remarque A. Si I'espace de Banach réticulé E n’est pas continu pour
I'ordre, la conclusion de la Proposition A est fausse en général (cf. [9] pour un
contre-exemple).

Montrons d’abord que le lemme 4 est un corollaire de cette proposition:
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Preuve du Lemme 4. L’espace E= %;({}) est un espace de Banach
réticulé continu pour l'ordre. Un sous-espace J de E est un idéal si et
seulement si (cf. [15], I1.5.14)

pueJetwel (Q,|u)=>wue J.

Etant donné A: D(A)C %,(Q)— %o(Q) linéaire vérifiant (24) et (30),
lopérateur B=A’" est a résolvante positive. Le Lemme 4 est alors une
application immédiate de la Proposition A. *

Preuve de la Proposition A. Donnons-nous x, y€ E avec 0= | x|<|y| et
montrons que y€ D (B) implique x€ D (B); remplacant x par ses parties
positive et négative, on peut toujours supposer x=0 ce que nous faisons.

a) Supposons d’abord y€ D (B). Puisque
D(B)=R(\)E=R\)Et—R(N)E*, on a |y|<y avec ye€ D(B); on peut
donc supposer y =0 ce que nous faisons. Fixons A > A, et posons z= |Ay-By|.
On a pour A=2A

O=ARMNX=ARMN)y=ARMNRMNMNAy-B)=SARMN) RN z=
AA=MN"T(RMN)z-R(N)2)<2R(MN)z.
Puisque E est continu pour I'ordre, on en déduit que {A R(A\) x; A=2A}

est relativement faiblement compact dans E (cf [15], 11.5.10); considérons
x€ D (B) un point d’adhérence faible lorsque A — oo,

D’un autre coté, puisque 0=R(A)x<(2/A\) R(A\)z, on a R(A\)x—0, et
donc

RMARMN) x=AA=MN""(R(AM)x—R(A)x)— R(MN)x lorsque A — oo,
I1 en résulte R(A) x=R(M\) x et donc x=x€< D (B).

b) Il résulte immédiatement de a) que pour ye D (B), on a |y| € D(B). et
donc par continuité de la valeur absolue y€ D (B) implique |y| € D (B).

¢) Soit maintenant y€ D (B). D’aprés b), on peut supposer y=0 ce que
nous faisons; soit une suite (y,) de D(B) convergeant vers y; on a
0=x,=inf(|y,|,x)=<|y,| et donc x,€D(B) d’aprés a); d’autre part
x,—~1inf(|y],x)=x et donc x€ D(B). *
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