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Une Méthode intégrale de frontiere.
Application au Laplacien et a l'élasticité

MARIE-THERESE LACROIX

ABSTRACT. The aim of the paper is to give a method to solve boundary value
problems associated to the Helmholtz equation and to the operator of elasticity. We
transform these problems in problems on the boundary I' of an open set of R*. After
introducing a symplectic form on H' 2(I")x H ' 2(I") we obtain the adjoint of the
boundary operator employed.

Then the boundary problem has a solution if and only if the boundary conditions
are orthogonal, for this bilinear form, to the elements of the kernel, in a good space,
of the adjoint operator. We illustrate this result for a mixed problem for the
Helmholtz equation (th. I1. 3) and the Dirichlet problem for elasticity (th. 111.2), but
there exists natural generalizations.

RESUME:

La résolution de problemes de conditions aux limites associés a des
opérateurs linéaires tels que le Laplacien, I'opérateur de 1*%¢lasticité, ..., peut
étre remplacée par 1’tude de problemes de transmission qui conduisent a la
théorie du potentiel ([D.L.], [KI], [N1]) et & la recherche de solutions
d’équations intégrales dans des escapes de fonctions définies au bord d’un
ouvert de RN, On se propose ici de présenter dans un cadre général une
méthode de dualité que I'on applique a quelques exemples représentatifs. Si
X désigne un espace de Banach réflexif de dual X’, on introduit un produit
symplectique sur X X X’, auquel on associe I’adjoint d’un opérateur ainsi que
I'orthogonal d’un ensemble (§1).

Puis, pour l'opérateur de Helmholtz, on définit un opérateur S sur
H'*(I"yx H ' 2(I"), I" bord d’un ouvert de R’ et on détermine l’adjoint
symplectique de 1+ S et 1S, grace a la formule de Green; puis on établit un
théoreme d’existence de sotutions d’un probleme melé associé a I'équation de
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Helmholtz (th. 11.3). On présente un résultat plus classique pour 'opérateur
de I'élasticité dans le cas du probléme de Dirichlet (th. 111.2). On retrouve des
résultats connus ([N1], [D.L]) et on les étend a d’autres situations [L].

1. UN THEOREME ABSTRAIT:

Soit X un espace de Banach réflexif de dual X, ou <.,.> désigne le
produit de dualité. On introduit le définition suivante:

Définition 1.1:

On appelle produit symplectique sur X x X’ la forme bilinéaire:

(. NX(g P e(XXX)X(X' X X)— B ((x, /), (&) =<x, g <y, >

Définition 1.2:

Soit M un sous-ensemble de X X X'; on appelle orthogonal symplectique
de M et on note M*' le sous-ensemble de X' X X qui vérifie:

M ={(g, e X' <X [ B((x. /). (g y)=0 ¥ (x.NeM]

Remarque: Si Ne X’x X on définit son orthogonal dans Xx X’ }par
N ={(x, NeXX X[ B (& 1), (X, N)=B((x, ). (g »)=0 V(& y)eN}

On montre alors [ B] les résultats suivants:

pour tout M C XX X’ M*L est un sous-espace vectoriel fermé de X' x X; si M

est un sous-espace vectoriel de X X X’ alors (M*1)s- = M, et vaut M si M est
fermé.

Si A désigne une application linéaire de domaine D (A)C Xx X’ dans
XX X', on définit I'application adjointe symplectique de la facon suivante:

Définition 1.3:

On appelle adjoint symplectique de A et on note A* | application de
domaine

D (A*)={(g. ) eX' XX : 1 C>0 | B(A(x, /), (& W I=CI(x Nl
v (x. NeD (A)}
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et V(& »)eD (A*) on a:

B(A (x, /), (g M)=—B((x. 1), A* (g ») V(X NeD(A)

On montre selon des raisonnements classiques [ B] les résultats suivants:

Proposition 1.4:

1. Si D(A)=XxX, alors A* est fermé.

2. Si D(A)=XXX et A est fermé alors:
i) N(A)=(R(A*)y+

i) N(A*)=(R(A))*

iii) N(Ap+=R(A*)

iv) N(A*pL=R(A)

Théoreme L.5:

Si D(A)= XXX et si A est fermé alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

i) R(A) fermé

ii) R(A)=(N(A*))+

II. APLICATION A LA RESOLUTION D’UN PROBLEME MELE
ASSOCIE A L’EQUATION DE HELMHOLTZ A+k2 1 DANS R3:

A. Un exemple d’opérateurs adioints pour un produit symplectique:

Soit ) un ouvert borné connexe de R dont la frontitre T' est
lipschitzienne et tel que 0’ =R?/ O soit connexe. On note H''2(I") I'espace de
trace classique de dual H-'2(T"). [L.M] [N].

On note E, la solution éléntaire de 'opérateur A + k2 I qui vérifie E, =0 (L)
,

r— oo, ainsi que la condition de Sommerfeld sortante ([D.L] chap. 1l p. 756,

dE, l
chap. XIB p. 681) o +ik E =0 =) r— oo,
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En suivant les notations de M. Cessenat [I] on introduit les opérateurs
suivants, sous réserve d’existence, ou n désigne la normale unitaire en un
point de I

A\~ L () (2 =], g (») E, (z—) dv(.V))

JIE,
el = J (@) (D=2], g (») an. (z=») dv(.V))

q—J, (q)

IE,

o= K, (): ( eI~ K, @(2)=-2fr0 () 5, (=) dv(V))
9’ E,

¢— R, (@) (461 =R @= e ) G5, (z—;)dw))

et on pose S=

K, 2L,
2R, J,

on a le résultat (ou on néglige a présent I'indice k):

Proposition I1.1:

([C1] page 158) Pour U lipschitzienne, S est une appz’ication de

H' 2(IYx H~! 2(T") dans lui-méme, les appluatlons — (1+ S) et — ( I+5)
sont des proyecteurs et S?=1.

Notation: On introduit 'application

Je H'2(D)x H' 2(0)— H ' 2(M)x H' 2(I)

@, 9)—J, 9)=(q, ¢)

Proposition 11.2:

Sion munit H' 2(I)x H ' 2(I") du produit symplectique (Déf. 1. 1), alors

l'adjoint symplectique de ; (I+S) est J( % (—1+5)). (Resp. ; (—1+8) est

J(;: (1+9)).
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Démonstration:

I. A tout (p, q)eH' 2(INxH " 2(I") on associe le probleme de
transmission: .
trouver ue QU Y, V=R3| Q, vérifiant:

Au+ku=0 QuY

= [3t1-q

ou [ ] désigne le saut [u] = u;, — U, =Saut de u sur I'

du. du.  du Lo 2
[8n] o Mt o ext=saut de on
Alors [Cllu=E; * (g6 +div (pnd)) (ILD)

JdE,
ou encore u(x)=f; 40) E (x=y) dy (") =[ro 35 (x=0) dy(y)  xe QU
[N1]et ona ux,e H' () uxge W' (). ‘

(u,w 3;‘ ) > U+S) e, g); ( gz )—-%(*HS)(@ q).

2. Atout (g, q)(p,, q,) on associe respectivement u et v comme en 1. puis
on utilise la formule de Green: :

d d
0=/, ((Au+k2u)v—(Av+k2v)u)dx:fl‘(v,.ﬁ i—u; av )dy

on fait de méme dans ()’ ce qui donne:

Ju . Ju av . dv
f"{(v"b; i—v, a—”e)—(u,. on T4 g, )}dy 0, d’ou on déduit

(u;, 3_,1 N, ([ g—: ] [v])):—B((([u], [ %;i ]) ( gﬁ e, v )) soit;

B! S 0. o) = =Bl a1 I (=15 91 qD).

<

f.~(v,[§—,j]—§—2f[v])dv=f.( 029 2 o) av. o
ol

3. Lautre relation se montre de méme facon.
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B. Application a la résolution d’un probleme aux limites pour I’équation de
Helmholtz:

On a vu au théoréme 1.5 que si on a un opérateur A linéaire non borné de
Xx X dans X x X', il existe des hypotheses pour lesquelles R(A)= N(A*)*L.
On va montrer, ici, un exemple d’utilisation de 'opérateur transposé, ainsi
que R(A)=(N(A*))yL sans pouvoir appliquer directement le théoreme 1.5.

La résolution d’un probléme aux limites associé a I’équation de Helmholtz
peut se ramener a résoudre un probléme de transmission dans des sous-
espaces de H' 2(I")x H~' 2(I"). Plus précisément, on envisage le probleme
melé intérieur: ’

— soient I'| et I', deux sous-ensembles ouverts de I' vérifiant:
=T, ul,=Cul, I''N[=0 wT)xwI,)=0.
— On cherche ue H' () solution du probleme

Au+k?u=0 dans Q

du
U|\F|:u0 on I\Fzzg

P.M.L

avec uy=Tr UypTy Uye H'(Q)), geH~'2(T"y).
—- On lui associe le probleme de transmission:

( trouver ¢ € H' 2(I‘z) =fpeH' 2(I")jo=0sur I,

00
geH™'2(I') (prolongement nulde q a I appartient a H ~'2(I)

P.T.L
* vérifiant:

\ -; (1+ S)((,D,p) |\ H! Z(F])XH*I‘Z(FZ):(HU’ g).
Si {, q) est solution de P.T.I., alors
u=E*(qé,+div(p,0p) pg

est solution de P.M.1.

Théoreme 11.3:

Soit (uy, g)e H' 2(T' ) x H=' 2(T"), uy=Tr (U,)
équivalence entre les deux propiétés suivantes:

M U, e H'(QY), alors on a
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i) 1, q)e H,\*(Iy) X H~"'2(T",) solution de:
I > N
5 T+ 9, 9)= (1, &) dans H'2(I'\)x H~"2(T'))

i) B((uy, 8), (q,,¢,))=0
Ve, q))¢€ H(;(;Z(FO X H='2(I) solution de:

% (~I+8)(,, q)=0 dans H'2(I'))x H-'2(T"))

Remarques:

1. On obtient le méme résultat en échangeant % (I+S) et % (—1+5)
(probleme melé extérieur).

2. On peut étudier par la méme méthode le probleme de Dirichlet
(Neumann) intérieur (extérieur); le probléme de Neumann extérieur est étudié
dans Dautray-Lions ([D.L] chap. I.B p. 684).

La démonstration du théoreme s’appuie sur trois lemmes.

Lemme, 11.4:

Soit QO ouvert borné connexe de R, (=R} connexe, de bord T
lipschitzien: (I, et 'y deux sous-ensembles ouverts de I', I'=T",uT",=T" U T,
'nT,=0 u(T')) et w(I',)#0)

Alors Au+k?u=0 dans OV u=0 sur T’

7 ad _
(resp. 3;1— =0sur I u=0T, et 5% =0 sur I), avec ue Wy,* (1)) u:O(%)

d
i +iku(r)=0 (%) r—oo admet pour unique solution u=0

Démonstration:

I. Dans le cas Dirichlet ou Neumann ceci est un résultat énoncé dans
Dautray-Lions ([D.L] chap. 11 p. 759, chap. XIB p. 681).

2. Dans le cas mélé une démarche analogue conduit au résultat.



272 M.-T. Lacroix

Lemme I1.5:

Sous les hypothéses du lemme I1.4, on a équivalence entre les deux
propriéteés:

i) k? valeur propre du probléme
Au+k2u=0 dans O

9
u=0 T, 5o =0 T, (ueH(Q).

ii) 1, q,)f:H()'(,2 (I'))x H~' 2(T")) solution de
% (=1+ )@, q)=(0, 0) dans H'2(I',)x H ' 2(I')).

De plus (p,, q,)= (4, gnﬂ) pour u valeur propre du probléme i).

Démonstration: /) — ii)

Si k2 est valeur propre alors il existe ## 0 solution de

Au+kiu=0 Q
v 0
u=0surI'| #:O sur I')

Soit v solution de Av+k2v=0 ('
v=0sur [', 53'11:0 sur I,
d’apres le lemme 11.6 on a v=0

Alors w=ux o+ VX o Vérifie Aw+kw= QU

dw
[5,, ]
V(') g e H™' 2(T',) et comme v=0

[wl=¢ =0 sur I', =q,=0sur [';,

ot ¢ eH
on a —%(—H $) ;s q,)=(0, 0) dans H' 2(Ty)x H=' 2(I))
i) = i)

Sion a (p,, q,)#(0, 0), alors

u=E *@, nd +div o, nd ) vérifie
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Au+k*u=0 dans Q" u=0sur I, ; =0sur I',

mais d’apres le lemme 11.4 ©#=0.

Alors u,=[u]=¢, nul sur I', et non=0
[4] q, nul sur [y non=0

et Au+k2u:O Q

u=0 sur I'| ; =0 sur I', admet une solution non=0 d’ou k? est valeur
n

propre du probléeme melé intérieur.

Lemme I1.6:

Pour que le probleme mélé intérieur admette des solutions avec (u, g)
donnés, il faut et il suffit que l'on ait: B ((uy, £). (q,, ¢©1,))=0

V(q@)eH 2(Ty)x H |2 (') solution de % (=1+8)@,. q,)=(00)

dans H' 2(I',)x H-!' 2(I')).

Démonstration:

Pour que le probléme mélé admette des solutions pour (1, &) — B((u, &),

(ﬂ . v))=0 Vv valeur propre du probleme mel¢ intérieur.

Or, d’apres le lemme 11.5 (v 887‘}) .. q)eH (')02 (I'))x H =" 2(I")) solution

de 1 (=1+8). q)=(0.0).

Démonstration dy théoreme 11.3:

1. Trouver (o, g)e H' 2 (")) x H-"2(I';) solution du probleme

00

% (I+98) @, 9)=(uy, g) dans H''2(I"))x H~'2(I,), revient a trouver (o, q) tels

que Au+ku=0 QU [y] <p[*] q ufu)surl‘[,—;’7 i=gsur .
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2. On sait que le probléeme meélé intérieur admet des solutions si et
seulement si B((u,, 8).(q,,¢))=0. (|, q,) définis aux lemmes 11.5 et 11.6; si
cette condition est vérifiée, il existe u solution de

Au+ku=0

du
— =g T,

an %

Comme on veut [u]=0 sur I', ([ ] 0 sur I'}), on lui associe le probleme
exteneur

u=u, I';

Av+kv=0

v ou
dn ~ dn

alors w=ux + v X vérifie le probleme de transmission cherché avec

v=u surl, sur I'},
[W]l=¢=0sur I'; [ ] g=0sur I’

ainsi que % I+ S) (<p, q):(uo, g) sur H'2(I)x H-12(T,).

III. Une application a I’élasticité dans R3:

Soit O un ouvert borné connexe de R, O'=R3/Q connexe, de bord I'
lipschitzien.

On note A l'opérateur de 1élasticité [DU.L] [K1]; on néglige les notations
vectorielles, xe QU Q' — u(x) e R3:

A (1) = —ulAu—(\+p) grad div (v),

ol A et u>0 désignent les coefficients de Lamé.

On note T l’opérateur de dérivation au bord

T(u) = 2,u Y 4 an div u+ u(n A Rot ).

A cet opérateur de dérivation, on associe une forme bilinéaire continue

cogrcive sur (HI ())? grace a 'inégalité de Korn ([DU.L] p. 107) (resp. sur

(WI (QY))} d’aprés une propriéte montrée par Giroire ([D.L] chap. XIB p.
689).

On a ainsi les trhéorémes de trace:
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si ue(H' () uppe(HAD)) (resp. (W' (Q)))

si Au=fe(LA))} ue(H'(Q))? alors T(w) e (H ''2(())* [C2]

(resp. ().

Aussi peut-on reprendre tout ce qui été fait pour le Laplacien, en utilisant une
matrice de solution élémentaire de 1’opérateur de 1¢lasticité, ainsi que la
formule de Betti.

Formule de Betti: pour u et v régulieres:

[ o (= Av+kv)=v+ (- Au+ k2 u) dx = [ (u- T(v)-v- Tw)) dv.

Soit E, matrice de solutions élémentaires de —A +k2/, on note 1%',\. la matrice
transposée de T(E,) [K1].

Alors pour @ (H!/AT))* ge(H™" ()}
u(x)=fr E (x=n (@) dy 0 =Ji E (x=) @) dy () Qu
vérifie |
—Au+ku=0 Qu
[ul-=¢  [Tul=q
Comme dans le cas du Laplacien, on introduit les opérateurs:
qe(H '\ (D)~ L(q) (zeT—Lg(2)=]; E, =) (@) dy 1)
qe(H VYD)~ J(q) (2eT—~J,q(2)=2 . T. E(z=») (@) dy ()
ee(H' (D))~ K ) (zel—K@(2)==2 1 B, =2 () dy ()
@e(H' AT~ R@) (zel—=Ro(@)=—T.[, E z-»)@0)dy ()
On néglige l'indice , et on note

K 2L
sz( ) siu=Exq8.~Expb,,

2R J

Alors
(4 Tu) =~ (I+ ), 4% (u, Tu,,)zg (—1+5) @ q).
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Propriétés:

L est auto-adjoint (H ' 2(I"))} — (H L2’

R est auto-adjoint (H' 2()) —(H ' 2(I")}

— K est I'adjoint de J(—J de K) dualité (H ™' (D))} —(H " 2(I))’
de plus % (I+S) et % (—I+ S) sont des proyecteurs et S2=1.

De la formule de Betti, on déduit I’analogue de la proposition 11.2.

Proposition 111.1:

1. Si on munit (H' 2(I))x (H ' 2()} du produit symplectique; alors
l'adjoint symplectique de % (I+S) est J(% (=1+5)) (resp. %(—H S) et
J(L U+ ) avec J: o, )~ T o, ) =(4,9)

On va établir le théoreme suivant:

Théoreme II1.2:

Sous les hypothéses précédentes on a équivalence entre les propriétés
suivantes:

iy Vi €(H' 2(D)? il existe @ e(H' 2(I)? solution de
; (I+k)@)=u, (I de(H' 2(I))

i) B((uy, 0), (g, 0))=0 v g e(H~'2(I"))%) solution de
%(—1+J)(q):0 (I de (H~" ().

Démonstration:

1. Trouver de i) revient & résoudre le probleme
—Au+ku=0 Q

P.D.L

u=1u, sur I

sous forme d’un potentiel de double couche. u= ~Ex @d,).
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Or on sait que le probleme de Dirichlet intérieur admet une solution si et
seulement si on a:

B (1, 0), (Tv, 0))=0 pour tout v valeur propre du probleme de Dirichlet
intérieur. On obtient le résultat en suivant le raisonnement fait pour
démontrer le théoreme 11.3.
2. On abesoin de l'unicité de la solution du probléme de Dirichlet extérieur.
La condition de Sommerfeld est remplacée par une condition de radiation
[N2] [K2].

|
(ul =0(;) r—w

| T(w)—iT, () | :0(%) r oo

avec T, ()=(A+2u)k, (u-nyn+pk,(u—(u-n)n)

oo —k e
SV e

Lemme II1.3: [N2]
- =R} O connexe () borné) I' lipschitzienne, alors

-Au+ku=0 (0)¢
u=>0 r

ue(H :OC ()3, vérifiant les conditions de radiation, admet pour seule solution

le solution nulle.

Lemme I11.4:

Avec le méme choix de (), on a équivalence entre les deux propriétés:
i) k2 valeur propre du probléeme

-A@W)+k*u=0 Q ue(H'(Q))?

u=0

ity Ige(H=' 2()} solution de % (—1+1)(q)=0

de plus q= T (v) pour tout v valeur propre de i).
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Le lemme 111.4 se démontre de méme fagon que le lemme 11.5. Puis de 1 et de
/i) du lemme 111.4, on déduit le théoréeme.

1IV. COMPLEMENTS:

On peut traiter de la méme facon é (I+ K) (@) = u,, é (=1+ K) (@) = u,;
; I+ N(g)=get ; (—1+J)(g)=g, ainsi que des problemes méles, tant pour
I'opérateur de Laplace que pour ['opérateur de 1%¢lasticité.

Le lemme 111.3 se démontre dans les différentes hypothéses [L] (on trouve
; (-1+N)(q9)=g dans Dautray-Lions chap. XI. B [D.L]). On obtient
I'analogue des théoremes 11.3 et 111,2,

On pourra trouver les résultats en détail ainsi que pour la dimension 2, et
n=3, dans les publications mathématiques de Besangon [L].
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