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Regularite globale des solutions de
systemes Elliptiques non lineaires

J.-P. RAYMOND

Abstract. We consider the regularity of functions u € W'? (€, R™) solving elliptic degenerated
or singular systems of the type:

- S @ (0 VUC) =/ (o u())
'xﬂ

We suppose that a%x,v) satisfies a growth condition of order (p— 1) with respect to v.
We show that, if p<2, the solutions of the system belong to W% ™®+P-2 if p~ 2 and n> 2, they
belong to W™= and if p>2 and n=2, they belong to W* for every r< +co.

Résumé: On s’intéresse a la régularité dans les espaces de Sobolev des fonc-
tions u de W/»(Q,R™) solutions de systemes elliptiques dégénérés ou singuliers
du type:

_ 6L (a2 (x,Vu(x))) =f(x,u(x)).
xﬂ

On suppose que a¢(x,v) a une croissance d’ordre p—1 en v.

On montre que si p<2, les solutions du systéme appartiennent a
Wam/a+o-2 (Q R™), si p>2 et n>2, ces solutions appartiennent a W'w/e-2 et si
p>2 et n=2, elles appartiennent a W'* pour tout r < + co.

1. INTRODUCTION

On s’intéresse dans cet article a la régularité dans les espaces de Sobolev
des fonctions u de Wi»(,R™) solutions de systémes elliptiques du type:

(L.1) - ai (ar(x,Vu(x))) =f'(x,u(x)) dans D’(C),
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avec 1 <i<m, Q étant un ouvert borné de R". On s’intéresse plus précisément
aux systemes vérifiant la condition d’ellipticité suivante:

(1.2) a (x,V)wi wi= dv-wf,

ou g (x,v)= ac(x,v).

ovj

Lorsque atest de la forme a%(x,v)=c(x, Iv [)vi des résultats de régularité dans
les espaces C'+ ont été donnés dans [18], [19], [8] et pour des problémes pa-
raboliques associés a de tels systémes dans [4]. Dans le cas scalaire (m=1), on
peut aussi consulter [3], [5], [17]. En I’absence de structure particuliére pour
a; on ne peut montrer que des résultats de régularité partielle de la forme:

Les solutions de (1.1) appartiennent a C'+(Q_R™), avec
Mes (Q\Q,)=0. (Cf. [7], [8]).

On peut par contre obtenir des résultats locaux ou globaux dans les espaces
de Sobolev. Nous avons déja étudié des systémes du type (1.1) dans [10] et
nous avons montré que, pour 1 <p<2, les solutions de (1.1) appartiennent a
Wigerere-2 (QRm), ce qui améliorait les résultats antérieurs ([9], [12], [13],
[15], [16]). Nous nous proposons ici d’étudier la régularité jusqu’a la frontiere.
La méthode développée dans [10] consiste 2 montrer que I’on a:

(1.3) | Vu le-22y2y e 12 (Q,R™),

puis, dans le cas 1 <p<2, a utiliser une inégalité de Hélder d’exposant négatif
(lemme 2.1). On obtient alors & I’aide d’un processus itératif:

(1.9) u € Wemlo+o-2(Q) R ),

Dans le cas p> 2, I'équation adjointe de (1.1) vérifie une condition d’ellip-
ticité du type (1.2), ol p est remplacé par p’=p/(p—1). Etant donné que I'on
a p’<2, la méthode précédente permet de montrer que les solutions de I’équa-
tion adjointe appartiennent a Wizr/e+»-2(Q Rm =) La régularité des solutions

de (1.1) est alors déduite des relations de dualité (cf. [10]). A titre d’exemple,
signalons que dans le cas particulier ot I’on a:

ar(x,v)= d(x)lv -2y, avec O< ¢, <d(x)<c,,
le systéme (1.1) s’écrit sous forme vectorielle:
—div(d(xX)IVu(x)P-2 Vu(x)) =R x,u(x)).

Une fonction ¢ de L*(Q,R™") sera une solution adjointe de (1.1) associée
a une fonction u de W'» si elle vérifie:
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div(g(x))= —Aflx,u(x)) dans D’(Q,R™) et
q(x)=d(x)IVu(x)P-2Vu(x), pour presque tout x de Q.

Nous détaillons jusqu’au paragraphe 3 les calculs relatifs a2 p<2. Dans le
paragraphe 4, on introduit 'opérateur adjoint de (a?) et on établit les estima-
tions correspondant & cet opérateur.

Au paragraphe 5, on indiquera comment développer pour ’équation ad-
jointe de (1.1) dans le cas p>2 les techniques mises au point pour p<2.

Nous démontrons que les solutions.de (1.1) appartiennent a
W2ele+-2(Q R™) si p<2 (théoréme 3.2), 3 Wiwe-(Q R™) si p>2 et si n>2
et a Wi(Q,R™) pour tout r< +oo si p>2 et n=2 (théoreme 5.4).

Ces résultats sont a notre connaissance nouveaux. Signalons aussi I’origi-
nalité de certaines techniques de démonstration:

—utilisation de 'inégalité de Holder d’exposant négatif pour traiter la sin-
gularité a 'origine de a?(x,.) si p est inférieur a 2,

—utilisation de I’équation adjointe pour passer du cas dégénéré (p>2) a un
systeme avec singularité (le systtme adjoint présente une singularité a I’origi-
ne car on a p’<2).

Ces deux techniques ont déja été utilisées par I'auteur dans [10] pour I’é-
tude de la régularité locale et interviennent ici pour I’estimation des dérivées
du gradient des solutions de (1.1) dans les directions tangentes a la frontiere
de Q pour p <2 (proposition 3.3) et également pour I’estimation des dérivées
dans les directions tangentes a la frontiére des solutions adjointes de (1.1) pour
p=>2 (proposition 5.5).

Notons enfin que les techniques classiques d’estimation des dérivées du
gradient des solutions ou des solutions adjointes, dans la direction normale a
la frontiére de Q ne sont pas applicables aux systémes dégénérés ou singuliers.
Ceci nous a conduit a développer une approche nouvelle de cette question (cf.
les preuves des propositions 3.4 et 5.6).

2. PRELIMINAIRES

Notations

1. L’espace W'(Q,R™) désigne [W'» (Q)]™. On adopte le méme type de no-
tation pour les autres espaces de fonctions vectorielies.
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2. Si v est une fonction de AR~ dans R, ||v|}, désigne la norme de v dans
LAQ,R).

3. Les fonctions a¢ sont définies sur R® x R™, on pose

ar(x,v)= i axx,v), af (x,v)= a(x,v)
Y

P o

Les indices latins varient de 1 & m et les indices grecs de 1 a ». Sauf men-
tion contraire, on adopte la convention de sommation sur les indices répétés,
(si plus de deux indices identiques apparaissent, la sommation opere par pai-
re d’indices identiques entre un indice donné et le suivant le plus proche qui
lui est identique).

4. Si B désigne un vecteur ou une matrice, |B| désigne la norme euclidien-
ne de B.

5. Dans la suite, (T¢ ):s&sn désigne une matrice # x n, § désignant I’indice
<a<n

de ligne et a 'indice de colonne, la norme euclidienne de (T ) est notée | T3
et la norme euclidienne du vecteur ligne d’indice y de la matrice (T?) est notée
[T].

6. Si v est une fonction de AcR" dans R, Vv désigne le gradient de v (il
est a valeurs dans R"), Vv le hessien de v. Les dérivées partielles premiéres
sont notées v, (0. pouvant étre remplacé par n’importe quel indice grec) et les
dérivées partielles secondes sont notées Veg-

7. Onpose R:={yeRe|y,>0}et B(O, p)={yeR|pi<p).

Hypothéses

(2.1)  Q est un ouvert borné de R" de classe C2

(22)  VxeQYueR"|fx,u)|<au-e-» 4 N(x), avec Ne L/(Q).

(2.3)  Les fonctions a¢ appartienent a CY(R*x R="\{0, .})

et vérifient la condition de symétrie a2 = a’ pour tout i, tout j, tout o, tout p.

Il existe des constantes a,, ...a; positives telles que, pour tout x de Q, tout v
de R™ \ {0,,}, tout w de R™, on ait:

24 @y |<ap,
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(.5)  |a v |<alvp
(2.6) |ap(xv)<alr P
Q7)) ab(xy) wwizalv Pt wl
Remarque: On aurait pu remplacer les constantes a,, a;, a, par des fonctions
positives de x appartenant 4 un espace L«(Q) convenablement choisi, en adop-

tant la méme démarche, on aurait encore eu un résultat de régularité du type
ue W2, avec [ fonction de r et [<np/(n+p—2).

Lemmes préliminaires
Lemme 2.1 (cf. [1] et [10]). Soient O<r<1, r’=r/(r—1) et Q un ensemble me-

surable de R». Si f appartient a L'(XY’) et si sg,l gx)V dx<+oo, on a:
| [ dx}r< | Ax)g(x) ldx | Fdx}-.
zSQ, foor dx) {SQ, f0gx) ;{L, ¢ )
Remarque: Ce lemme est une forme faible du théoréme 2.6 de [1], I'hypo-
thése: O<§Q,| g(x) I dx n’est pas ici nécessaire (cf. [10], lemme 3.2).

Lemme 2.2: Si p<2, il existe deux constantes k,>k,>0 telles que, pour tout
ae R pour tout be R, on ait:
1

k,< 0| ta+(1-0bpdt (a|+ |b|Pr<k,.

Preuve: Montrons tout d’abord I'inégalité de droite. On a:
fta+(1—1)b|>|da|— (1 - 1)pll et |ra+(1—0)b P2g|t|a] —(I=t)b|P

On en déduit:

1 (o
I=§O| ta+(1-0bp-2dt< SO(—t(l a|+p)+ | b|r-2 dt

+§c @ al+|b|)-| b2 4t
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avec ¢ =—L. Par le calcul, on obtient:
lal+1bl
b= +lap-
o-1) (a + B)

Compte tenu de |ap-' + |pp-' < 22-» (la| + [B)r-", on a:

1 -p
ta+(1—0)bp-? (a| + B> < 2l
0 p+1

-

L’inégalité de gauche se montre par disjonction de cas.

ler cas. Supposons que I’on ait: %|a| < |y S% |a| ou -z— | < laf <
% |B|. Ces deux sous~cas se traitant de manigre identique, on suppose que 'on a:

—2—- la| < |H S—i— la. On a alors les inégalités suivantes:

ra+ (108 <del + (10 |of <—lal + ——1a|.
On en déduit:
1
(s o), 65
I> “dt= P
(g lal+ ey di=(—pH———)

0

7
4

Comme de plus, on a: (ja+|p)>> ( )*=? |aP*», on obtient:

p—1__ §p-1i
T+ > (=),

2éme cas. On a |g ¢[% 1B, %{b{] et [ ¢[—i— al, %laﬂ,

soit encore || <-i— la| ou [q| <% |pl. Placons nous dans le cas ou: b <

% |a|. On a alors:
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I> 1 -2 dt= |ap-' (b~ >|ap- L
"o WP+ &= o Z T -
Dol I(ja|+|bjy-* 2%1_@1;__1_'

3. RESULTATS DE REGULARITE
Commengons par rappeler le résultat suivant:

Proposition 3.1: Si p< 2 et si les hypotheéses (2.1) a (2.7) sont vérifiées, les so-
lutions de (1.1) appartiennent ¢ Wi,»n+>-2 (Q, R™).

Un résultat de ce type est démontré dans [10] lorsque les fonctions a; ne
dépendent pas explicitement de x. Le résultat de la proposition 3.1 se démon-

tre de maniére identique, il suffit de tenir compte des termes ou figure a2, qui

apparaissent dans les calculs et de majorer ces termes convenablement.

Nous démontrons dans ce paragraphe le résultat principal de cet article
dans le cas p<2.

Théoréme 3.2: Si p<?2 et si les hypothéses (2.1) a (2.7) sont vérifiées, les solu-
tions de (1.1) appartiennent a W>@+-2 (Q R™).

Pour établir le théoreme 3.2, il suffit de montrer que pour tout pont X, de
dQ et pour un voisinage V de ce point, les solutions de (1.1) appartiennent a
W2 mie-p+2 (Q AV, R™). De facon a se ramener a un probléme a frontiere droi-
te, on considére un difféomorphisme v de classe C? et deux voisinages V et
V” du point frontiére x, vérifiant:

VeV,
y(V)=B(0,R), y(V)=B(0,r), 0<r<R,
w(QN =R ~BO,n), y(QNV)=R", NB(O,R).

On pose Y=Y, cacn € Y '=(¥ ") cocn On consideére le systeme (1.1) sous
la forme:

(3.1 @(x,Vu)®@i0)dx= | fOu())P(x)dx
Q Q
pour tout ® de Wi*(Q, R™).
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On suppose maintenant que ’on a: ® € W(Q~ ¥V, R»). On effectue le
changement de variable y=wy(x) dans (3.1). On pose:

(3.2) 4(y)=u(y~'0)), W =Ay-'(),u),
D () =D(y-'(), A4 (w)= a*(y-' (»),w),

A5, (vw) = A (y,w),

Y

A ow)=azf (y='(y),w),

J-(y)=det [( —aﬂa’y— Micecs b

B 1€p<n

d
0y,

Y

)= —2— 71 ),

T(y)=Vyiy~' () et Ty~ () =vwily~'V)-
Avec ces notations, on a:
ux)=ua(y), Vulx)=uay) Ty),
D)= (), & € W (R, B(O,R), R"),
®,(x)=d) T

Par changement de variable, I’équation (3.1) devient:

(3.3) E J70) A2, T ) 3 T3 () Div)dy
R

_ j () fa0) & )y,
Ry

pour tout & € Wi(R" ~B(0,R), R™).

Remarque: (75(y)) est une matrice inversible et on a:

(TN ' =vyse ).

Etant donné que € est de classe C?, il est toujours possible de choisir ¥~ suf-
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fisamment petit et des constantes positives b, a b, tels que, pour tout y de
B(0,R), tout y € {1,...,n}, on ait:

34)  Vyell..nl, [TO) 2b>0,

(3.5) | TR < by
(3.6) | (T2 )<y,
(3.7) 0<b,<J- ()< b,

ou [7Y] est défini au paragraphe 2.
La démonstration du théoréme 3.2 repose essentiellement sur les proposi-
tions suivantes.

Proposition 3.3: Si une solution u de (3.3) appartient a
Wi(R% ~B(0,r), R™) avec p<2 et p<s <np/(n—2), alors pour tout
aell,..n—1}, Vi, appartient a L*)(R" ~B(0,r), R™") avec k(s)=2s/(s+2~p).
(On pose np/(n—2)= +co si n=2). (Vi, désigne le gradient de la dérivée par-
tielle i,).

Proposition 3.4: Si une solution u de (3.1) appartient a W'(V,R™), avec p<2
et p<s<np/(n—2), alors u appartient a W>*(V,R"), avec k(s)= 2s/(s+2—p).
De plus, il existe une constante C indépendante de k(s) telle que l'on ait:

12 ull <C

LYVR™)

Remarge: Pour tout s vérifiant p<s<np/(n—2), on a p<k(s)<np/(n—2+p).

Commentaires sur la preuve de la proposition 3.3.

L’estimation des dérivées partielles secondes #,, avec (a,) # (n,n) s’ob-
tient a I’aide de la méthode des translations de Nirenberg. Le détail des cal-
culs liés a cette méthode étant donné dans [10], dans le but d’alléger la rédac-
tion, on procédera ici de facon formelle en remplagant les quotients différen-

tiels A7, et A} par les dérivées partielles —% et 6(; , avec Al v(y)=
v

[W(y+he) — V()] k', ol h € R* et e, est un vecteur de 1a base canonique de

R~. La preuve de la proposition 3.3 se décompose en quatre €tapes.

- Dans la premiére étape, on substitue —L(L
oy, oy

Y Y

#KE() a ® dans (_3.3),
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0< y<n-1, et on développe le calcul de facon a isoler le terme
ANy, TNY) d(y)T; W, T, 4, &. (€ est une fonction a support dans R B(0,R)).

- Dans la deuxieéme étape, par une minoration de convexité et par des majo-
rations découlant de I'inégalité de Holder et des différentes estimations de
(7%), on obtient:

Re | Taag,Pp-260-20 | T3, £ [ dy< C, || T3 £+ C, ou C, et C, ne dépen-

dent pas de k = k(s).

- Dans la troisieéme étape, avec I'inégalité de Holder d’exposant négatif, on dé-
montre que #,, € L*(R" nB(0,r), R™) pour tout (a,B)# (n,n). On établira de
plus une estimation de ||i,l ,, que nous utiliserons dans la preuve de la pro-
position 3.4. ‘

Remarque: Le fait de remplacer les quotients différentiels par les dérivées par-
tielles correspondantes simplifie les calculs, notamment, I’expression

1
AP (1 =) T i(y) + 1Ty + he )iy + he,))dt,
0

ou e, est un vecteur unitaire de direction paralléle a la frontiére de R", est rem-
placée par:

AR, T, (v).

De facon a montrer que cette simplification n’a rien d’abusif, nous détaille-
rons a la quatriéme étape la majoration la plus délicate 2 traiter dans la mé-
thode des quotients différentiels.

Preuve de la Proposition 3.3.
0 ( 0
oy, = 0y.

Y Y

lére étape: On remplace & dans (3.3) par — uE) ou & est de

classe C* et vérifie supp & < B(0,R). Dans la preuve de la proposition 3.3, y ap-
partient a {1,...,n—1} et il n’y a pas de sommation sur cet indice. On a:

5 0 . J .
D,=— 6y, (u&y £ — 6y, (u1 &) et

0
oy

v

0
9y,

N . .0
(usy TB é) = (uﬁy é) Ts+u5ya_y1(p) é’
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soit encore:

Tﬁd)a: - ai, (ﬁSyn§)+a87§T§1’ avec
Y
0
7‘;1=—ay T, ).

On pose:

Y

251

AY() =42 (y, T* (») 4, (), (on utilisera plus loin le méme type de notation

pour A et 4%%),

¥

]

]

]

Le remplacement de & dans (3.3) par—

I () A2() aay

R~ !

+

I WA 5,54y,
R7

=T WA (NI &5+ TolEs,)dy,
Rn

+

— [ )&, &+ & )dy,
R n

+

(T: %, &) dy,

)
oy,

Y

L+1,+1,=1.

Par intégration par parties par rapport a y, dans /,, on obtient:

p

]

L=L+L+L+1I, avec

J_l (y) A?jp(') 7—3 zzéy 7‘3 aéy g dy’
R,

J W APO) T, B T2 i, & dy,
R,

J ) 45,0 T, € ay,
R:

J7'0) 4 () T, 7, & dy.
R?

(#, &) donne donc:
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Oﬂadonc:
(3.8) |Is|s|12|+|I,|+[14|+|16|+|I,]+|IS|.

2 éme étape. On choisit & vérifiant:

(3.9.1) &) = 1siyeB(0,r),
(3.9.i) 0 < &) < 1siyeBO,R)\B(O,r),
(3.9.ii) £(y) = 0'si ye BO,R),
(3.9.iv) Vye B(O,R), [VE(Y) &)~ '*¥] < b,

ou b, est une constante positive indépendante de k(s). Un tel choix de fonc-
tion & est toujours possible (cf. [10]), il suffit de poser E0) = (| ¥ ) avec n(p)
= (R—p)¥ ou k’=k(s)/(k(s)~ 1), dans un voisinage a gauche de R.
On pose dans la suite k= k(s).
Avec I'inégalité de Holder, on obtient les majorations suivantes:

L] < AT T3 0 ENNTE (T, o0 (T3,) (TD)-
est un produit matriciel, (73)-' désignant I'inverse de la matrice (7).
Compte tenu de (3.4), (3.5) et (3.9), on a:

<A =17 a1, &) bbb+ Te Jwall g, Il )
Compte tenu de (3.4) et (3.7), on a:

L] < A0 {1 7 a, & W, bkt a, I, 92
On aussi:
| 1| <4 Ol 70 g Bl
| L | <A - 1 oag, &l
Compte-tenu de I’hypothése (2.6), on a:

(3.10)

I Ie l < a J! 6% Ipﬁa|p_2|T5ﬁall(Ts)—ngy Tﬁﬁsylédy,

R,

et avec I’hypothése (2.7), on obtient;
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3.11) |15| = asg J'(y) | T° 4 |P'2| T 4y, |2 Edy.
Re,
De (3.8), (3.10) et (3.11), par des majorations classiques, on obtient:

’925 F T o[ T, |28 dy < | LI+ LI+ L+ 5 4] Lo
R,

avec
I, = C1; J-! ()/)| TB“&I"'(TS)-] Tg~,|2§dy;
R~ : _
Compte tenu des estimations de | L |, | L |, | L |, | I, |, | Iy |, de I'inégalité [ € | <
| & |, des hypothéses (2.4), (2.2), (2.5), de (3.8) et (3.7), on déduit:
| TS P2 @) | T, & |2 dy < o || TP, 8 Il + ¢,
R,
oul ¢, et ¢, dépendent de ||Vull, et [lull, mais ne dépendent pas de k.

3éme étape: Avec I'inégalité de Holder d’exposant négatif (lemme 2.1), on
obtient:

{ S T, 0y < o, || T, & e () T, 8%, +1),
RY

soit encore:

(3.12) {5 | T® i, & |k dypr < 2¢ (I T° 3, & |22 + 1).
Ry,

Compte tenu de (3.4) et (3.5), on obtient:
i, € L(R" n B(O,n), R™).
La proposition 3.3 est donc démontrée. De plus, de (3.12), on déduit:

(3.13) :S i, b dyfn < ey (1 V26 B0 + 1),
IR
pour tout (3, y) # (n,n) et avec ¢, indépendante de k.

4éme étape: Dans la méthode de Nirenberg, I'opérateur de dérivation partielle

2 est remplacé par I'opérateur A} défini par:
Yy
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AL WY) = [My+he) — v(y)] ', ou b € R* et e, est un vecteur unitaire.
((e), <, <. €st la base canonique de R*). La méthode consiste a remplacer ®
dans (3.3) par A", (A} @ £) et a transposer A’,. On obtient alors (cf. [10]):

E ATO) A (1 THY) G)) TE (DA, By) EV)+ A, GIEY)y
Re,

dans le premier membre de I’équation (3.3). ( On a posé A] = A, ). Le déve-
loppement des calculs conduit a différents termes, examirions uniquement le
plus délicat a traiter: :

Ji= j I W4 (v, T+ he) 4(y+ he,))
Re,
A TO) 0N T0) A, EWE W) dy.

Remarquons de plus que I'intégrande de J, est nulle si 4, (y+he,) = 4, (y) =
Opp On pose: S= { y | d; (¥ + he) = i () =0,, }. Par un calcul classique, on
obtient;

1
J .=§ J ) j APy, 1 =0T W)ds )+t TNy + he)i(y + he,))dt
RS 0
x & (T EBO) T3 0) A% () € () dy.

On pose:
Asp(0) = AP (1—0) T* () 4, () + t T v+ he,) 1 (v + he).

On a:
Jo=J, + J,

avee

1
Jz=§ J“(Jf)jz‘f?j” (0) dt A T,0)% (y+he) TE () A, % () &) dy,
R.\S Jo

1
J;=j J"(y)j/fﬁ” (O dt Ty (v) A, & () TY) A, % (V) § () dy..
R=\S JO

De ’hypothése (2.7) et du lemme 2.2, on déduit I’existence d’une constante po-
sitive ¢, telle que:
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T ) (T ) % O)| + |T° i+ he,) d; (v +he)|y -2
R=\S

Ji 2 ¢

x | T 0) &, 2, ()| 2 &) dy.

De I’hypothése (2.6) et du lemme 2.2, on déduit I’existence d’une constante
¢, > 0 telles que:

FARY? 5 T 0) (T () § 0)] + |T° 0+ hey) a4 (v+he)|p
R=\S
| T* () A, 83, ) | |6 TP () B 0+ he) | € () dy.
Avec une inégalité du type:

1
2

g 0) — 80) hG) >——€0) ———K0)

et par des majorations classiques, on obtiendra les expressions suivantes:

Jo = 5 0N (T 0) 4 O) + |T° O+hey) i (+he)ly
R=\S
x | T O) &, 4 ) P EO) dy

et

Js= S J (T ) 4, O)f + | T+ he) u, (0+he)| P
R S

x | T(+he) dy+he) | | (T'+he))" [la, T° ()] * E()dy.

Les intégrales J, et J, remplacent respectivement (a des constantes multi-
plicatives prés) les expressions I, et I,, des calculs précédents. La fin est alors
classique et les autres difficultés liées a I’'application de la méthode de Niren-
berg sont détaillées dans [10].

Preuve de la Proposition 3.4. Soit # une solution de (3.1) et i la solution de
(3.3) définie en (3.2). Si u appartient a Wi(V,R™), # appartient &
W' (R~ n B(0,r),R™) et de la proposition 3.3, on déduit que pour tout a de
{1,..,n—1}, Vi,e L@ (R, " B(0,r), R™").

Nous allons montrer que Vi appartient 2 L9 et obtenir une estimation de
||V2ﬂ||Lk<s>(V, renay, le résultat de la proposition en découlera. De la proposition
3.1, on déduit que

u e W2rpe+e-2 (Y R™) et 4 € Wape+o-2 (R ~ B(0,r), R™).
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Les fonctions u et # admettent donc des dérivées partielles premiéres et se-
condes au sens classique presque partout (cf. [2] théoréme 3.1). On note
B= {y eRe +NB(0,r) | & admet des dérivées partielles premiéres et secondes
en y}, N=| yeB | Vi(y)=0,,}. On va estimer séparément V4 sur N et sur
(R, ~ B(0,r)) \ N (N désignant I'adhérence de N).

lere étape: Pour estimer Vi sur N, on considére I’ensemble suivant:
N=N nB.OnaMes N= Mes N. De plus, Vu est dérivable et donc aussi con-
tinu sur N. On en déduit que:

vVi(y) = 0,,si ye N.
On a donc: V%i(y) = 0,,, pour presque tout ye N (cf, lemme 7.7 [20]).

2éme étape. Estimation de V2 sur B+\N (avec B+ =R, nB(0,r)). De I’équa-
tion (3.3), on déduit que, pour presque tout y de B+\N, on a:

0

"% T ) AT )G, ONTI0) | =7 ) [ (.0()

(3.14)

au sens des distributions.

Soit y un point de (B*\N)n B, Vi étant continue en y, il existe un voisinage
‘0 de y sur lequel Vi est bornée. On peut donc montrer par des arguments clas-
siques que sur 0, on a:

(3.15)

LO) AT ) % ) T W]

= O T 0) + T () 4,0 TL0) +
+ I OB XTE, )% 0)+ T OIBONTE 0)+I ()AL T, 0).
De (3.14) et (3.15), on déduit:
(3.16) T 0) AL O) Ty 0) 8, 0) Th0) =
= —J3 AL OTE —J A3, ()T — J A T3, T

—ST AL OTy 8§, T = T A4 () T3 — T ).

(8,8)%(n,n)

En multipliant les deux membres de (3.16) par i , et en sommant sur /, avec
les hypothéses (2.4) a (2.7), on obtient:

| T i, |2 < 6, | (V4 + & |t | + [V
(6, 8)#(n, n)
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Compte tenu de (3.4), par des majorations classiques, on a:

G17) | b, | < ¢, [Vl +§|Vﬁ,| + [f(.)| |vap-r].

Avec I’hypothése (2.2) et (3.13), on montre que #,,€ L et qu’il existe une
constante c¢,,, indépendante k, pour laquelle on a:

(3.18) V2 2y dy[™ < e, (IVa glke-» +1).
Q .
De plus, avec I'inégalité de Sobolev, on a: .
Iva Ell, <cs)(Ivagll,. + Iva VE |, dés que s < nn et avec sx= ﬁs—,

o(s) étant la constante de I'inégalité de Sobolev pour les espaces considérés.

De ss—nﬂ%, on déduit s« <k(s)<2. Il est donc possible de majorer c(s) et

Vi VE|ls, indépendamment de s, finallement, avec (3.18), on obtient:

! V2 2()ER) " dy
Q

T <e(Ive a gnze-n 4 1),

Comme on a s.<k et 2(2—p) < 2, on obtient:
v all g+, gmamy<c,, , avec ¢, indépendante de k.
Preuve du théoréme 3.2: On reprend ici la preuve du théoréme 5.1 de [10].

lére étape. De la proposition 3.4 et du théoréme d’injection de Sobolev, on dé-
duit que si une solution u de (3.1) appartient a W' (V,R™), alors u appartient

N ns
Wl, Ks), I/, m - 3
a (V, R™) avec‘ I(s) nG—p+2)_2s

2éme étape. On vérifie facilement que la suite définie par s,=p et s, =

25, n

np . .
CONverge vers si n>2 et vers +oo si n=2.
n(s, — p+ 2) — 2, 8 n—2

3 éme étape. On démontre, par récurrence sur j, que 'on a:
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VieN, ue Wi(V,R™) et u e W2k (V,R»).

4éme étape. Le théoréme découle maintenant d’un argument de recouvrement,

de ce que lim k(s) :n_+np_ et de ce que:

j=4c0 p-—2

VjeN, ||v? ﬁ||Lk(sj) < ¢

4. LEMMES TECHNIQUES

Dans [10], les résultats de régularité pour p > 2 sont obtenus par dualité.
Nous procéderons au paragraphe 5 de maniére analogue. Nous introduisons
pour cela quelques notions préliminaires et nous établissons des résultats tech-
niques utiles dans la suite.

Etant donné que p est supérieur a 2, nous pouvons supposer que les fonc-
tions a¢ appartiennent a C' (R* x R™*) et que les estimations (2.4) a (2.7) sont
vérifiées pour tout (x,v) de R* x R==, Si I’on pose:

alxy) =| (=0 af(xw) v, v d,

0
de la définition de a3 de la condition de symétrie a¢f = a?? et des estimations

(2.4) a (2.7), on déduit:
aeC' (R x Rmy),
L a(x,v) = a®(x,v) pour tout j, tout B, tout x, tout v,
W
B
et a(x,.) est strictement convexe.

Nous noterons b(x,.) la polaire de a(x,.) au sens de la définition de [6]. Nous
allons démontrer les lemmes suivants.

Lemme 4.1: La fonction b vérifie les résultats de régularité suivants:

beC (R x (R~ {0,, 1),

b€ R R\ {0, ) oi b (x0) =7 blxa)

i

Notations: On a posé ¢ =( ¢¢ )}‘*““' Dans la suite, on pose:
<is<m
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" a ﬁ a a
byx,g) = —— b (x,q) et b% (x,q) = —— b (x.9)
0x, ogb

Lemme 4.2: I/ existe des constantes positives b,,...,b, telles que, pour tout x de
Q, tout g de R™"\ {0,,.}, tout y, de R™", on ait:

4.1) | B2 (xq) | < by Ju -,
(4.2) | b2, (x.q) | < by |aP ",
4.3) | b2 (x,q) | < by laP
4.4

bt (x.q) 12 %t = b, |aF -2 X

Preuve du lemme 4.1: Par définition de b, on a:

b(x,q) = Sup (qv — a(x,v)).
ve Rmn

La fonction a(x,.) est strictement convexe, de plus on a:

1
az (x,v) = as? (x,tv) v dt.
0

De (4.7), on déduit que le supremum de gv — a(x,v) est atteint au point v vé-
rifiant le syst¢me:

4.5) a(xyv) = ¢

On en déduit que si ¢ # 0, ,, alors v#0, .. Des hypothéses (2.3), (2.7) et du

théoreme d’inversion locale, on déduit que P'application de R* x R™» qui a

(x,g) fait correspondre v(x,q), ol ¥(x,¢) est 'unique solution de (4.5), est de clas-

se Ctsur R* x (Rm\ {0,,}). De I’égalité: b(x,q) = g »(x,q) — a(x,"(x,q)), on

déduit: b € C' (R x (R="\ {0,, })). De plus, b(x,.) étant la transformée

de Legendre de a(x,.), il est bien connu que Ion a (&¢ (x,q))}zggnz (x,q). On a
i<m

donc b* € C(R® x(R="\ {0,, }).

Preuve du lemme 4.2. De I’égalité
i

a(xv) = | a®(xt)vdt
0
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et de (2.7), on déduit I'existence d’une constante positive a, telle que:
|ar(xv) | > ag P~

On en déduit:

la = |as (&2 (x.9)) | = a,| b2 (x.q) P-,
soit encore:
I b?(X,Q) I < asl/(l -p) |qtp._l.

Des propriétés de la transformée de Legendre, on déduit que si v et ¢ satisfont
(4.5), on a: .

(B (xqg)) = (af(xv))-",
ou ( b)et( a*)sont considérées comme matrices de formes quadratiques sur
R==. 1I existe une constante c¢(n,m) ne dépendant que de n et m telle que:
[b';}’ (x,q)| <o(n,m)A(be (x,q)), ou A (bt (x,q)) est la plus grande valeur propre de
(b5? (x,9)).

On ade plus: A( b (x,v) ) = (A( a®(x,v)) ) <a,~' v2-», ou
A (a*(x,v) ) désigne la plus petite valeur propre de a (x,v). Finallement, on a:

| &% (x,9) | < c(n,m) as| b2 (x,q) |~
Avec I'estimation précédente de 4° on obtient:
| 58 (x,9) | < by |gle"®-) = b, |g-2,
ou b, dépend de a,, a, et c(n,m). En dérivant par rapport a x, I'identité:
by (x, (@ (x,v))=»,
on obtient:
b (xg) + b (x.q) @, (x,v) = 0 avec ¢¢ = a2 (x,v).
On en déduit:
b, Cea)|< by Jaif =2 a, [P~

< bg.a3.(b6)9—l |q1p' -2 |q|(p'_l)(p—l) — b_, lqlp'_l- o
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L’estimation (4.4) découle de (2.6) et de I'égalité:
A(bS(xg)) = (A (at(xv)))

ou A (5% désigne la plus petite valeur propre de (&%) et A(a¥) désigne la plus
grande valeur propre de (a).

5. RESULTATS DE REGULARITE POUR P>2

Comme dans [10], on pose la définition suivante.

Definition 5.1: On dit qu’une fonction q de L7 (Q,R™") est une solution adjoin-
te de (1.1) s’il existe une fonction ue W7 (Q,R™) telle que l'on ait:

(5.1.1) q (x) =a° (x,Vu(x)) pour presque tout x de S,

0
ox,

(]

(5.1.1))

g (x) = — [ (xu(x)) dans [D (V)]

On dira alors que q est associée a u.
Onala

Proposition 5.2: Si une fonction q de L» (Q,R™") est une solution adjointe de
(1.1) associée a ue W}», alors, pour toute fonction (I>=((I>°;),I“<n de
. <igsm

L (Q,R™") satisfaisant

(5.2) 0 @ e L(Q,R)

on a:

(5.3) - S %(D';(x) w(x)dx =j b (x,q(x))de (x)dx.
‘ Q

Le systéeme (5.1.ii), (5.3) est appelé équation adjointe de (1.1).

Preuve: Par polarité, de (5.1.i), on déduit: # (x) = b® (x,g(x)), soit encore:

UW)D(x)dx = | b2 (x,g(x)DLx)dx.

Q

Q
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D’egalité (5.3) s’obtient alors par intégration par parties.

Pour obtenir des résultats de régularité sur les solutions de I’équation adjointe
de (1.1), nous ferons I’hypothése suivante sur f

(5.4.1) fe C(Q x Rm).

(5.4.11) Il existe des constantes positives a,, a,, a,, telles que, pour xe Q,
tout u € R™, on ait:

|Axu)| < a,

U

F + L(x)

| fou) | < ay up + M(x)

fxwy | < a, [ufe-» + N(x),

avec Le Lw/e-20(Q) M e L¥(Q), Ne Lr/¢-"(Q), r = (n—2+ p)p—-1)/(n—p)
ets = n(p—1)/(n—p) si p < n et ret s quelconques dans [Loo[ sip = n.

Proposition 5.3: Si p > 2 et si les hypothéses (2.4) a (2.7) et (5.4) sont vérifiées,
alors les solutions adjointes de (1.1) appartiennent a

Wiprr/er-2(Q R m) et les solutions de (1.1) appartiennent a
Wire/o=2 (QR") si n > 2 et a Wi’ pour tout r < +oco si n = 2.
Preuve: Ce résultat est établi dans la proposition 7.1 de [10] lorsque les fonc-
tions a¢ ne dépendent pas de x. Compte tenu des hypotheses faites sur a° et
des résultats du paragraphe 4, la démonstration de la proposition 5.3 est ana-
logue a celle de la proposition 7.1 et du théoréeme 6.3 de [10].

On remarquera toutefois que les conditions de croissance en u imposées a f
sont plus restrictives que celles de [10] qui sont suffisantes pour établir le ré-
sultat de régularité locale (cf.[10] hypothése 7.5). On démontre dans ce para-
graphe le

Théoréme 5.4: Si p > 2 et si les hypothéses (2.1), (2.3) a (2.7), (5.4) sont véri-
fiées, les solutions adjointes de (1.1) appartiennent g Wim'fn+v- (Q,R™") et les
solutions de (1.1) appartiennent ¢ Wi»n-2 (QR") si n > 2 et @ Wi (Q,R™)
pour tout r < +oo sin = 2.

Pour démontrer le théoréme 5.4, nous adaptons les méthodes développées
dans la preuve du théoréme 3.2 a ’équation (5.3). Avec les notations du pa-
ragraphe 3, le changement de variable y = y(x) effectué dans (5.3) conduit a
I’équation:

(5.5) B(1.4(»)) D) J'\W)dy =
R,
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= | &0 20y 20) )y,
Rn

+

ou

dN=q (v ), uy) = wy' ),
B(y,w) =b(y ()W),
DY) =0 (y-'(») , D50 ———d> 2 (y).

On suppose en outre que, dans (5.5), & appartient 2 W' » (R nB(0,R), R™).

Démontrons tout d’abord le résultat suivant, qui est ’analogue de la proposi-
tion 3.3.

Proposition 5.5: Si une solution § de (5.5) appartient a W' (R".nB(0,r),
Rr") avec p’ < s < np'fn—2) et p’ < 2, alors, pour tout & € {1,..n—1},
a‘j} j » "B(0,r), R™) avec k(s) = 2s/s+2-p), (on

pose np’/(n—2) = +oosin = 2).

Preuve de la proposition 5.5: Ici encore, la preuVe repose sur la méthode des
translations de Nirenberg. De facon a simplifier la démonstration, nous rem-
placerons formellement comme au paragraphe 3 les quotients différentiels

. . 0 .
AY,, et A7 par les derivées partielles v et ai . On substitue
Y Y

—— () &(.)) 2 @ dans (5.5) (ot & est definie en (3.9)), on

. 0 .
transpose l'opérateur — 5 et on obtient:
b

(5.6) % (B () J () B0 EO) dy
R~

+

- - | &0 &(y)%m; 0) i () I 0)) dy —

- 7 0)E ) % (T20) it 0) T ) d,
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o B O=B G 40D et 4, (=77 )

On pose:

B, () = B, n4) et By} () = B2 (1,4 (v)),

I, = B ()" @& mEGay
/R
I, = B WM MIT"MEWdy
/R
I, = B\ I WE, mEWmay
/R
P
I =—| & OEDOEmJ' 0dy ,
/RY
L=~ TOEOMTWiKOJ' () dy
JRY
Iy ==\ @ OEOM T i@y J) () dy
/R,
L== #W&EODT,MEMI'WMdy ,
/R,
L =—| W& TG &G J' Q) dy
/Ry
I, =— GOVEMTEMaEW I dy .
/Ry i

Avec ces notations, (5.6) est équivalent a;

(5.7) L+L+L=L+L+L+1I+ I+ I,

Compte tenu de (5.1.ii), on a:

E(x)= —f (6 u(x)= —f(, a)).
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Avec I'égalité: ¢, (x)=—ga(v) T8(»), on obtient:

(5.8) @ ) ) = — (f 0a)),— & 0) T, ().

On posera (f* ( y,1(»))), =( /" ’L(.)), . Compte tenu de (5.8), on a:

(5.9) I= j (FOET) Toad- '+ | & TN(TY)(TV) it J-
R? R

:j (fi)yg(n)_nnyaij-l _ 5 fi & (T0)2 (T8 it J-!
R'L . R»

+

Par des calculs analogues, on obtient:

(510) Is= _E (fi)y gaiy J—l_g fi(ny)_l Tg‘r iit; J-!
R" R"

G.11) 16=§ ), & J;‘—j [ @y T, B g
R R

Par un calcul analogue a celui de la minoration de /; au paragraphe 3 et comp-
te tenu de (4.4), on obtient:

(5.12) Inggj ‘q“p'—z |§Y gl/klz E0-209 gy,
Ry,
Avec les estimations (4.1) et (4.2), on obtient:
(5.13 1]+ 1 < s - g, £ e
Ry,
ou ¢, dépend de b, b, et y. De (5.9), (5.10), (5.11), on déduit:
(5.14) L)+ 1)+ |1 < D, v all,+ IO al + 1175 all),

ou ¢, ne dépend que de & et du difféomorphisme y. Par un calcul direct et
avec I'inégalité de Holder, on obtient:

(5.15) (AN, < llf;y Coti) o + LI, Co() ) |- | valls
< My Co8O) lly + 1IF, (80D sy I Wl
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Avec (5.14), (5.15) et I’hypothese 5.4, on obtient;

(5.16) RAR AR RA RS

ou ¢, ne dépend pas de k. Compte tenu de (3.9.iv), on a ausst:

(5.17)
UJ+|AMHA|<Q{P%&WWVW+J M#HIWMW}
R R

<e { eI 0l + Il gz I, 1| val, }

De (5.8), (5.12), (5.13), (5.16), (5.17), on déduit:

j GEF e dy < 6l 4,80, +e,
Ry

ol ¢ et ¢, dépendent de || Vu ||, et || u ||, mais ne dépendent pas de k.

La fin est alors identique a la 3é¢me étape de la preuve de la proposition 3.3.
Démontrons maintenant un résultat analogue a celui de la proposition 3.4.

Proposition 5.6: Si une solution § de (5.5) appartient 4
Wi (R ~ B(0,r), R™) avec p’ < s < np’/An-2) et p° < 2, alors § appartient ¢
Wt (R ~ B(0,r), R™) , avec k(s) = 2s/(s+2—-p’).

Preuve de la proposition 5.6. lére étape: On procéde comme pour la pro-
position 3.4, De la proposition 5.3, on déduit que § admet des dérivées parti-
elles au sens classique presque partout dans R", ~ B(0,r). On note:

B = {yeR",nB0,”) | ¢ admet des dérivées partielles premiéres en y }
etN ={y e B|dy) =0, }-

On démontre alors (cf. lere étape de la preuve de la proposition 3.4) que 4,(»)
= 0,, presque partout sur N et pour touty € { 1,....,n }.

2 éme étape: On estime g, sur (R ~B(0,r) } \ N.

Remarquons tout d’abord que § et Vii sont presque partout dérivables sur
(R". N B(0,r)) \ N et que l'estimation (3.17) est vérifiée en presque tout point
de (R" N B(0,r)) \ N. En dérivant I'égalité:
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(5.18) wy () = B4 Ty ()
par rapport 4 y;, on obtient:
(5.19) Uy = By Ty's + By T g + Br Ty

De (5.19) et des estimations (4.1) a (4.4), on déduit I’existence d’une constan-
te ¢, telle que:

(5.20) | Vi | < ¢, {|d]" "+ |d]|" |G| }sid # n
Avec (5.18) on a aussi:

(5.21) | Vi | < ¢l g] "

De (5.20), (5.21) et (3.17), on déduit:

(5.22)

anm

<aflab vy lablal+ 70| 1ap
De (5.19), on déduit également:
(5.23) Ty By gy = thy — By Tyt — Bi T
La matrice carré d’ordre (m+ n):
(Cy) = (Tg'"BY)
peut s’écrire par blocs de la facon suivante:
(Cy) = (T'8,) (By),

ou §, est le symbole de Kronecker. (Le second membre de I’égalité est un pro-
duit matriciel par blocs). On en déduit que cette matrice est inversible et que:

(Cy)' = (4y) (T%),
soit encore:
(5.24) ()= Ty)
En prenant 8 = » dans (5.23) et avec (5.24), on a:
(5.25) @ = ATy (G, — By, Ty' — B:T;le).

De (5.20),(5.22),(5.25),(4.1) a (4.4), on déduit:
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< coldr L+ 3 | a) + POl

q,
soit encore:
(5.26) @l <cdlal+3 1al+]/0]}
Avec la proposition 5.5, on a:

Gel*sid # n.
L’hypothése (5.4ii) et I’estimation (5.26) permettent maintenant de montrer
que § € WHO (R ~B(0,r), R™) et on peut obtenir une mejoration de || § ||y 1xe

indépendante de k(s). .

Preuve du théoréme 5.4: Par un raisonnement identique a celui de la preu-
ve du théoréme 3.2, avec la proposition 5.6, on démontre que les solutions ad-
Jointes de (1.1) appartiennent 4 W + 52 (QRm),

Avec Iégalité i (x) = b¢ (x,g(x)) et avec (4.1), on obtient le résultat de régu-
larité pour les solutions de (1.1).

6. COMMENTAIRES ET CONCLUSION
Dans I'exemple classique ou I’on a:
6.1) ai(xv) = d(x)| vPp-2v avecde Wi=(Q) et d(x) > ¢ > 0,

les fonctions a¢ vérifient les hypotheéses (2.3) 4 (2.7). Nous nous sommes limi-
tés ici aux problémes avec conditions aux limites homogeénes. Dans ce cadre-
1a, les théorémes 3.2 et 5.4 appliqués au probléme associé 3 (6.1) améliorent
les résultats relatifs a ce probleme donnés dans [13] et [15].

Dans [13], J. SIMON étudie ce probléme avec des conditions aux limites non
homogenes et obtient des résultats de régularité dans les espaces de BESOV,
mais pour p inférieur a 2, I'ordre de dérivabilité qu’il obtient est strictement
inférieur a 2. Le probléme suivant donc ouvert:

Quelles sont les conditions aux limites pour lesquelles les solutions du pro-
bléme associé a (6.1) appartiennent 3 W2mwia+o-2(() Rm) quand p<2?

Pour conclure, il est important de noter que les hypotheses (2.1) a (2.7) pour
lesquelles on obtient les résultats de régularité locale et les résultats de régu-
larité globale, dépassent largement le cadre des problémes pour lesquels on ob-
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tient des résultats de continuité Holdérienne ([8], [17], [18], [19]), c’est ce qui
rend les théorémes 3.2 et 5.4 particuliérement intéressants.
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