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El objetivo de este aitulo es ilustrar lasécnicas y los conceptosbicos

de la Teofa de la Decisbn. Para lograr este objetivo se ha adoptado el
problema tipo quia mas sencillo: el problema de la inveési. Este que-

da caracterizado por dos decisiones alternativas (invertir o no invgrtir

dos estados de la naturaleza (aprectaty depreciad@n). La informacbn
adicional adopta la forma de opian de un experto. El problema se ha
resuelto en forma extensa y normal. Las consecuencias se suponen expre-
sadas en su forma primaria, como costes de oportunidad y céndidas.

El &rbol de decigin y la solucdn minimax tamt&n son considerados.
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1. INTRODUCCI ON

Los ejercicios de este articulo son casos particulares del planteado poyruativia:
invertir (di) o no invertir(dz) una cierta cantidag, en un proceso en el que se puede
ganar(8;) o perder(8,) la cantidady, con probabilidadep(8;1) = p, p(62) =1 p.t

01 0,
di | X+y | Xx—y

do X X

La confianza del decisor en el experto al que se puede consultar se cuantifica
mediante las verosilimitudes de acierfiz;/01) = p(z2/02) = T, siendoZ la variable
aleatoria que designa la opinion de experto.

En los problemas.1 se fijatta un valor que supone considerar al experto como tal:
=0, 75, siendgp un parametro. Por el contrario, en los problemasy®2= 0,5, valor
gue hace equivalentes ambas decisiones, sigraliparametro. En los problemas 3
tanto las probabilidades priori como las verosimilitudes de acierto son parametros.
En el problema 4 se considera un contexto de incertidumbre total.

indice de problemas

n=1/2 p=3/4
1.1.A 2.1.A forma extensa conconsecuencias primarias

1.1.B 21B « « « costes de oportunidad
1.2.A 2.2.A forma normal« consecuencias primarias
1.2.B 22B « « « costes de oportunidad
1.2.C 22.C « « « pérdidas

p y Tt parametros

3.1 forma normal con costes de oportunidad
3.2 « « « pérdidas

3.3 arbol de decision con consecuencias primarias
34 « « « costes de oportunidad

TT parametro
4 incertidumbre total
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2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Sea el problema de decisigiD,©,X): un decisor ha de elegir una de entre
m decisiones posiblesD); el resultado final X) depende de su eleccion y de un
conjunto de factores que &l no controla, denominados genéricaienirmleza(O).
Supondremos que ésta se puede presentarfermas oestados.

ESTADOS DE LA NATURALEZA

01 . ej . On
dy
DECISIONES
di Xij
dm

Si se decidel; y la naturaleza se presenta en el estdgda consecuencia eg;;
en suforma primariaconsideraremos que es uganancia

2.1. Decisbn en ambiente de incertidumbre parcial o riesgo

Las probabilidades asociadas a los estados de la naturp{€zp,miden elgrado
de creenciaen su verificacibn. Supondremos quecaterio de decision es el de la
maximizacion del valor medio.

Analisis en forma extensa

d* :di/im_ax<\/i =) X p(ej)> } = Vsinl
Decision de Baye ' j Valor medio sin Informacion

M=

e Decisbn con informadn adicional

Supongamos que, antes de tomar la decision el decisoinfatenacion (opinion)
a un experto. Sed la variable aleatoria que describe la opinion del experto y sea
zZ={zn,...,%,...,zn} su dominio, donde indica que el experto opina que se dara
Bk.
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Ante la opinibn del experto, el decisor modifica las probabilidadesaieisja
priori; los valoresa posteriorise obtienen aplicando el teorema de Bayes:

a posteriori a priori

p(z/8j) p(8;)

P(8/2) = oz

Verosimilitudes:miden el grado de confianza del decisor
en el experto

El criterio de eleccion seguira siendo el de maximizacion del valor medio, p
utilizando ahora las probabilidades a posteriori. Es decir, supdesta;:

P(z/8;) p(6j)
(%)

P(B;/z)

n
df :di/miax V, = Z Xij
j=1

e Valor medio del proceso de dedsi con informadn

=

k=1 k

o p(z/6j) p(8)) _
Jlell ‘Péa() :|>‘pézk) -

max
1 I

Veonl= i(miax ilxij D(Zk/ej)p(ej)])
=

Valor de lainformaaddbn:  Vdel=Vconl-Vsinl

Propiedad: \el > 0.

¢ Informacbn Perfecta: Seria la que aportaria uwwexperto perfecte. Aquél que
verificase (siempre en opinion del decisor):

p(z/6) =1 0 p(6k/z)=1.
n
Se cumplé  VconlP= 'y <m_ax>qj> p(6j). Ver Problema 1.1.A.
=\

En el extremo opuesto, restringiendo el problema=a2, el decisor puede creer
que el«experto siempre falla, y asignar las verosimilitudggz,/01) = p(z1/62) =
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1 O p(B2/z1) =p(61/22) = 1. En este caso, la regla de decision es, naturalmente,
hacer lo contrario de lo que opina @xperto.

e Informacbn irrelevante

Si todas las verosimilitudes son igual¥gonl=Vsinl® [ Vdel=0.

Costes de oportunidad
Yij = (miaX Xij) — Xij

Un mecanismo alternativo de resolver un problema de decision, generahménte
comodo, se basa en tainimizacon del coste de oportunidad mefiio

n
d*=di/ { min{ C(di) = 3 vijpj p | =Csinl
i =1
Se cumple (ver nota):
(2) Csinl=VconlIP—Vsinl = VdelP

Con opinion del experto,
(2) Cconl=VconlP—VconP

De la diferencigdl] — [2]: Vdel= Csinl — Cconl

e Pérdidas (valores opuestos a las ganancias)

lij = —Xij

(3 d'=d/min {L(di) = J;éu pj} = min {—lem pj} = max{Vi}

~ J ~ J

Lsinl —Vsinl

Analogamente:

4) Lconl= —Vconl

De la diferencig3] — [4] resulta: Vdel=Isinl— Lconl.
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En los problemas resueltos con la matriz de consecuencias en forma deapgérdid
se ha supuesto que a todos los elementos de dicha matriz en su formaaase les
ha restado la cantidad De forma general, si se efectla una traslaciok enidades:

X =Xj —k,
resulta:

d* =di/ (m_ax (i Xj p(G,—))) =Vsinl' = Vsinl - k.
i =

Analogamente:  Vconl =Vconl—-k; de la diferencia de igualdades

Vdel=Vconl —Vsinl'.

Analisis en forma normal
Se basa en la evaluacion de Estrategiaso reglas de decigin:
D={0(2/5: Z— D}

5 = 6/m§1x<v(5) =3 V(6/9j)p(91)>

=1
V(5/0) = S V(5/61,2)p(z/6)
k=1

En los problemas planteados con costes de oportunidad o pérdidas, daioper
de minimizacbn ha de sustituir a la deaximizadn.

2.2. Decisbn en ambiente de incertidumbre total

El decisor no tiene ninguna apreciacion de la probabilidad de los estizdtzs
naturaleza.

Supondremos planteado el problema con las consecuencias como pérdidas
(problema(D, ©,L))y que el criterio de decision es glinimax en virtud del cual, la
decisbn no aleatorizadaminimaxes:

d' = di/miin (maxtij)
j
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Decisiones aleatorizadas
Una distribucion de probabilidad sobBedefine una decision aleatorizada. Asi,

— (dl dz ... dm). Identificaremos\ y .
TR ... Ty

La pérdida media asociada a la deddsi aleatorizada) supuestd; es
Lj(A) =L(A/8)) z T3/ij
A* es una decisiominimaxsi:
= A/mAin (mjaxL(A/GQ) = mjaxL(A*/ej) =V (valorminima

~—_————
v

Métodos de obtenén de A*

] Programacon Lineal

m
V =minV min v minzlnf

L(D/6)) 4 < i <1 Tl <1
PR EPLT 2
j=12,...,n ji=12,...,n ji=12,....n

! Al 1
>0 Vi I'm=1 L= — . >0 Vi
;n: v N

(supuestor positivo)

[l Método géfico (supuesta = 2).

El conjunto de pérdidas asociado &\ esL(A) = (L1(A),L2(4)). Los conjuntos
de pérdidas del conjunto de decisiones aleatorizadas formayilan de perdidas.
Si se aceptan Unicamente decisiones puras, la region de pétdigasta formada
por los puntogo) : L(di) = (4i1,%i2). Pero si se considera la posibilidad de aleatorizar
las decisiones, problema extendidd, ®,\), la region de @rdidas(G) esta formada
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por laenvolvente convex@e G. Sonequivalenteslos puntos de la region de pérdidas
que comparten el mismo valor maximo de la pérdida mediasi son equivalentes
(al valor de su mayor coordenada, los puntos de la frontera de todo conjunto
de puntos de la formd(x,y)/x < v,y < v}. Designando poN(v) a dicho conjunto
frontera, el puntaninimaxse encuentra en lalltima» interseccion deN(v) y G:

V =minv/N(v)NG # 0.

Graficamente:

3. PROBLEMAS RESUELTOS

Enunciado comiin:

Sea el problema de decisidbn con matriz de consecuencias:

01 0
di | x+y | x-y| Y>>0 p=p(61)

dy X X

El decisor pide opinibn a un experto, que le merece una confianza cuantificada
por las verosimilitudes de acierto:

P(z1/61) = p(z/02) =Tt
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Problema 1.1.A

3 . ,
Searn= 2 en el enunciado comdn.

Obtener, aplicando el método de analisisfemma extensa

1) a) laregla de decisiony el valor medio del proceso de decision sin infobmaci
[Vsinl],
b) el valor medio del proceso de decision con informacion perfbttaniB,
y

c) el valor medio de la informacion perfedi&delP. Representar graficamente
Vsinl(p), VconlP(p) y VdelR p).

2) La regla de decision y el valor medio del proceso de decision contando con la
informacion (opinion) del expertp/ conl.

3) El valor medio de la informacion del experfddel].

4) Representar graficamente, en un cuadro conjunto, las expresiolvesnd(g) y
Vconl(p). Destacar en dicho cuadro la expresionviel(p).

Solucion:

1) a) Sininformacion:

d*=dy/ {miax (Vi = ilxij p(G,—)) } = Vsinl

Vi

(X+y)p+(x—y)(1-p)= 2yp+xy}
Vo = Xp+X(1—p) =X

1
V]_:VZ |:| pe:é’ Ve:X

( p Vsinl
d> O.} X
‘2
d* =
1
di {é,l} 2yp+x—y
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b) Con informacion perfecta:

VconlP= z<maxx”> P6j) = (X+y)p+X(1—p) =yp+Xx

¢) Valor medio de la informaadbn perfecta:
VdelP = VconlP-Vsinl
yp sip<1/2

<
VdelP =
—yp+y« p > 1/2

2) Con informacion parcial:

Z =1z d/max V(dp) = zx” Zk/e))( i)

p(6;/z)
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(
3 1 p
p- (1-p) 11 1
_ L a_ 11 - 1
T A L I L tH
3 1 B
p- (1-p); 11
Vo = A ax— = o (2xp+x)
p(z1) p(z1) p(z) 4 a (11
1 1 13
Vi=Ve Hpe=g Ve=rng3X
=2
1 3 p
p- (1-p) 1 1 3
_ 4 - 4 + _
= g O = g a S | o]
1 3 B
p- (1-p) 1 1
_ 4 4 Z(—2x 3
Ve = Xz T bz plzy a4l P 6 3.0
\ 4
3 1 17
Vi=Ve Uope=g. Ve=ronao

Las estrategias(o reglas de decision) posibles son:

di siZz=2z7 d siz=z7
012 = Oy = 011= di Vz Opp= dr Vz

d2 SiZZZz d1 SiZZZz
decisibn inducida decisibn opuesta a caso omiso al experto
por el experto la inducida por el
experto

Las estrategias Optimas del problema son:

2 2
Veonl = Zmiax{ > % D(Zk/ej)p(ej)}
&1 “
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d*

( p Vconl
O22 [O, ﬂ X =

((24p +X)+ (—26p +3x))

I
I

Al

13
012 [Z’Z} >'|0+><—LX1 = (2% +4y)p+x—Yy) +(—2%p +3x))

3
d11 [Z’l} 2yp+X—y |= 7 (((2 +4y)p+x—y) +(=2% +4y)p+3(X—Y))

Al

3)

Obsérvese como para la resolucion del problema, no ha sido necesario calcular
las expresiones dp(z).

En definitiva,

a) si el decisor se encuenteapriori «muy segure, adopta la decision en la
gue confia,

b) en caso contrario, adopta la decision inducida por el experto.
En el primer supuesto, no aprecia en ninguna medida la opinion del expert

(Vdel=0), mientras que su valoracion es creciente conforme se consideren va-
lores dep proximos a 0,5. (ver apartado 3) y figura 4)).

©
ke

1

Vdel=

Nw NlERL NP

o B
yp 4y

<
©
|
N
— | — | — | —
| S | S

INFEERNTTENTS

[
[ S

332



4)

Problema 1.1.B

Resolverl.1.Autilizandocostes de oportunidad

Solucion:

Matriz de costes

Yij = <miaXXij) — Xij
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1) Sin informacion:

2
=d/ (min {C(di) = yi'p(e')}> = Csinl
| J; i P(B;

C(di) =VconlP-C(d)

CL=0p+y(l-p) =y-yp={x+yp — (x— y+2yp)}
C =yp+0(1-p) = yp= (x+yp —(X)
1
C=C O pe=3 ce—g

=VdelP=VconlP-Vsinl

2) Con informacion parcial:

: 0j
d*:di/mim{ 3 pasounie) >}

(
4 1 D
B p§ 1 p)z 1 1_ _1
C =0y Y pz)  payal P . d [O’Z}
3 1
B DZ (1 p)z B 1 1_
@ o) O pa)  pa 4P o [24
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1 13
Ci=C U pe== Ce:p—zl)z_lz_ly
=2
> (1-p)> r p
4 Y1 l 3
B p% N (1*p)g_ 1 1_( )
2" @) bz P 4P | E,l}
1 13
C=C U Pe=7 Ce:@zé_ly
2 2
Resulta: Cconl = min Yij P(2</9;j)
3 {Z o3 >}
( p Cconl
322 [O,ﬂ yp = ((3yp) + (yp)) /4
=1 5, [EE} y/a = ((y-yp) +(yp) /4
4’4
o1 E"l} y=yp = (y-yp) +(3y—3yp))/4

3) La expresion de/del calculada erl.1.B se obtiene igualmente calculando la
diferenciaCsinl — Cconl

4) Ver grafico del problemd.2.B

Problema 1.2.A

Resolverl.1.Aaplicando el método de analisis farma normal.

Solucion:

5" —3/max{V(8) =V/(5/61)81-+V/(5/62) (1~ P)}
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V(8/81) = V(8/01,21)p(z2/61) +V (8/81,22) p(z2/61) = V(5/91721)§+V(5/91722)

AW N

V(8/82) = V(8/02,21)p(21/82) +V(8/62,22) p(22/62) :V(5/92-,21)%1+V(5/92722)
V(812/0j,2) =X V(021/8j,21) =%2j V(821/8j,22) = Xu;

V(811/6j,z) = Xij V(322/6j,%) = X2

V(312) =" yp+x—=| V(8y) =8 yp+xf?’zy :V(612)—)—2/ [0 &1 dominada

V(&) = yp+x—y| V(&) = x|

Resulta:
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Problema 1.2.B
Resolverl.2.Acon costes de oportunidad
Solucion:

&' = 8/min{C(8) = C(8/61)p-+ C(8/62)(1 - p) = VconlP-V (3)}
X+yp

C(d12) =1° %p C(8y) =1 —y:C(612)+)—2/ 0 &; dominada

C(d11) =2 y—yp| C(&) :13E

Problema 1.2.C
Resolverl.2.Acon pérdidas.
Solucion:

La matriz de pérdidas, efectuada la traslacion de magmjtoesulta:

01 0,
d | -y | vy
do 0 0
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1) Sin informacion:

d = di/ (min {L(di) = i ﬂij p(ej)}> = Lsinl
i =

1
L1 = —yp+y(l-p) = y—2yp Pe = 5
Li=L, O
Lo =0p+0(1-p) = 0 Le=0
p Lsinl
1
o ol o
4" =
d |11 2
L |5 y—2yp
2) d = 5/m6in{L(5) =L(5/61)p+L(5/62)(1—p)}
L(Bi2) =1 —yp+y/a| L) =* ~yp+3y/4|=L(1)+3 [ 3 dominada

L(d11) =% —2yp+y

L(822) = O] = ~V/(8z2) ~x
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Problema 2.1.A

1 : .
Seap = > en el enunciado coman.

Obtener, aplicando el método de analisisf@ma extensa

1) Obtener la regla de decision y el valor medio del proceso de decision diarcon
con la informacion del expertd/sinl], el valor medio del proceso contando
con informacion perfectdd conlB y el valor medio de la informacion perfecta

[VdelR.

2) La regla de decision y el valor medio del proceso de decision contando con la
informacion (opinion) del experty conl()]

3) El valor medio de la informacion del experddel(tr)].

4) Representar graficamente, en un cuadro conjunto, las expresioiesndgr) y
Vconl(m). Destacar en dicho cuadro la expresionvaeel(Tr).

Solucion:

1) Sin informacion:

Vi = (X+y) 5 + (X=Y)

=X Vsinl = x
=

di y d» equivalentes

Vo = X + X

NI NI
NI NI

Con informacion perfecta:

1 1 y
VconlP = (x+y)§+x§7x+ >
VdeiP = VconlP-Vsinl :x+)—2/fx:)—2/
2) Con informacion parcial:
Z=27
T[% (14‘[):—2L 11 L.
Vi = (X+y) —5 + (X— = =5 +X- 1
T Y e a2 (e 03]
1 1 a
= (1-m> 1 1 d
2 2 1
Vo = X —5 4+ X = ——2=X 1
; Pz Pz P2 31



1 1 1
V]_—V2 |:| T[e—é Ve—p—Zl)EX
=2
v <+>(1");+< >"; L2 omixty)
= (X X—y) =% = — (- X
. Y o) Y o)~ w2 Y
1 1
Vo = X (17T[)§+ X né f—l }x
2 p(22) p(z2)  P(z)2
1 11
vi=V, [ = Vo —— =
1 2 Te 5 e o )2X
Resulta:
p Vconl
1 y| 1
021 [0,§:| —yn+x+§ =3
d' = 1 «
2
o2 |1 Ly |1 _
[2,1} YTT+ X > 72((2yn+x y) +X)
1y _ y y
Vconl(rt=1) =VconlP=y x 1+xf§_x+§.
y y
YTE+ X+ 5 X ym+ S
3) Vdel= X —< X = 0
y X Y
y1T+x+2 YTt >

4) Ver figura del problem2.2.A

Problema 2.1.B

Resolver2.1.Autilizandocostes de oportunidad
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Solucion:
1) Sin informacion:

1 1
C1:O§+y§:% {Csinl—X
=
_ 1 1_y d d, equivalentes
C = y; + O2 =5 1y G2 €q
2) Con informacion:

T[% (1*“)% 1 1 _T
=0 = S(y— 1
RCARR I AR N G

1 1 B

= (1-m= 1 1 d 1
Co=y 2 +0 2= "~ _~ ' {—71}
2= Vo) p(z1) p(z1) 2 2

_ _1 __1 1y
G=C U me=35 G=.-533
=2

(1711)% T[% 1 1 _T
CL =0 + = = 1
L@ e 2 | [od)

1 1 -
(1*7'[)* T 1 1 d |:1 :|
— 2 2 _ 2N e |
C = +0 Z(y— :
>V % e .
1 11y
CG=C O Te =5 Ce—p( 122
Resulta:
p Cconl
& |02 = Lomeym
21 V3] yn =3 YT+ Y1t
@ = 1 y
2 2
(1 ] 1
%2 120 |y | =S (-ym+y—ym)

4) Ver figura del problem2.2.B
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Problema 2.2.A

Resolver2.1.Aaplicando el método de anéalisis &mma normal.

Solucion:

5" = &/max{ V(&) = VI(3/61)p(6) +V(5/6)p(ec) ~

I\)Il—‘

(V(5/8y) +V<6/ez))}

V(5/01) = V(3/01,21)p(z1/81) +V (8/01,22) p(z2/81) =V (8/01, 21) T+ V(8/01,25) (1 — M)

V(6/92) = V(a/ez, Zl) p(Zl/ez) +V(6/92,22) p(Zz/ez) = V(a/ez, Zl)(l — T[) +V(6/92,22)
_ y

V(81 =17 YT X— 5 V(&) =18 *W+X+% V(811) :19]:V(522)

Problema 2.2.B Resolver2.2.Acon costes de oportunidad

Solucion:

C(8) =C(8/61)p(61) +C(812/62)p(6 )=}( C(3/61) +C(5/62)) = VconlP—V (3)

2
C(d12) =20 y—ym| C(d21) = j C(d11) =?? C(d22) =2 y/2
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Las figuras precedentes resumen los resultados del tipo de problemas 2eiSa obs
en ellas una perfecta simetria en el valor de la informa¢itatel). Para los casos
extremos:Tt= 1 (experto) yri= 0 («antiexperte), la informacién alcanza su maximo
valor, ya que ambos son perfectamente tiles al decisor. El valor detaniation es
nulo para elkaexperte: 1= 1/2. Excepto en este caso, en el que se podria afirmar
que «el experto esta como el decisorp= 1= 1/2, la opinion del experto, real
0 supuesto, tiene valor, bien para hacer lo que induce, bien para tomar l@mecis
contraria.

Problema 2.2.C

Resolver2.2.Bcon pérdidas.

Solucion: 1
M®=§@®wﬂ+MW%D=*W®*X
L(d12) =% %—yﬂ L(d21) =% yrr—% L(311) :ZGE: L(322)
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Problema 3.1
Considérese el problema planteado en su enunciado comun.

Determinar las expresiones de los costes de oportunidad medios de llggosi
estrategias y las funcion€tonl(p,m) y Vdel(p, ).

Solucion:
C(d) =C(5/61)p+C(d/82)(1—p)

C(3/01) = C(3/01,21)p(z1/61) +C(8/01,22) p(22/61) = C(8/01,21 )11+ C(8/61,25) (1 — 1)
C(3/82) = C(3/02,21)p(21/62) +C(8/02,22) p(22/62) = C(8/82,21) (1) +C(/62,22) T
Tomando del Problem2.2.Blas expresiones d&(d/9,z), resulta:

C®i2) =2 y1-1| CEm) = yn

Cdu) = y(1-p)| ClEz) =% yp)

De 1.1.B: p Csinl
dz 1
ol

1
di [571} y—-yp
Vdel = Csinl— Cconl
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La superficieCconl(p, 1) es una piramide de base en el pldhe 0 y de altura
y/2 enp= 1= 1/2. Su proyeccion sobre el plano— 1t genera las cuatro regiones
destacadas en la figura siguiente.

La forma de la funciérVdel queda caracterizada por las secciones visualizadas
en los problemad.1.Ay 2.2.A es nula en las dos regiones en las que no influye
el experto(d11 y &22) Yy Simétrica respecto a la vertical= 0,5 en el resto. Sobre
esta linea se producen los maximos valored/del fijado1t: y(1t—1/2) en d12 €
y(—1t+1/2) en d1. EI maximo absoluto aparece cuarme- 1 en el primer caso y
1= 0 en el segundo, es decir:

max(Vdel(p,m) =Vdel(1/2,1)) =Vdel(1/2,0)) = y/2.
Resultado ya obtenido en el proble2d.A corresponde con una situacion de maxima

incertidumbre del decisdip = 1/2) y méaxima seguridad de acierto/desacierto en el
experto.

Problema 3.2

Resolver3.1 con pérdidas.
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Solucibn: Tomando del Problema.2.Clas expresiones de(d/6,z), resulta:

L(312) =1 y(1—(p+m)| L(S21) = y(m—p)

L(811) =% y(1-2p) L(ez) = 0|

La forma de la superficieconl(p, 1) queda caracterizada por las secciones visua-
lizadas en los problemds2.Cy 2.2.C En la figura precedente aparecen también las
pérdidas mediakconl= Lsinl—Vdel.

Problema 3.3

Dibujar el arbol de decision correspondientePabblema 3.1planteado con con-
secuencias dadas en forma primaria. Discutir las decisiones a adoptar en elsupuest
de que el experto pid@ unidades monetarias.

Solucion:
2xpre- (y-Q(pr1el) c
2prer1-(p+ ) 6,/z
Xty xy X X o 2pr+ 1-(p+ 1)
dfd
pre-1-p-1t
2prelpry
x(2p-1)y X 7| oc &/
oo x-C 6./z; -C
pre+1-(pt+
dl dz CI2 6,12, x-C
edir opinién
pedir op ; /2 xby-C
y-C (1-mp
max(x,x+(2p-1)yy- C) 2 d, -2pTe p+TU
-2pTH p+TT -2pmox+ p(x- Y+TI( % Y c 1p)mt
2preprTt e
—{ ol XVC
B-C
x-C 0./2, e
&b \ﬁ—ez % x-C

p(ze) =2pn+1—p-1t =3 p(z)=-2pn+p+7
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_c n=3/4 . 1 c
00— p(z1) 14 <p<3/ma | X TP

pri+1—(p+1)
2pr+1— (p+1)
—pri+ Tt
—2pT+ p+ Tt

P(z1/01)p(61) Tip

p(z1) 2pm+1—(p+1
P(z2/61)p(61) _  (1-p

p(22) —2pT+p+T

xprnt+ (y—x)(p+m-1) —
2pn+1—(p+T1) C=xC =

p(01/z1) = =  p(62/z) =

p(61/2) =

p(02/2) =

—2Xprt+ p(X+Yy) + (X —Y)

—2pM+p+T —C=x-C =
< pp+n<l = &1 35
C < max{(1- (p+my,(p—my}

Problema 2.2.A

z p—1/2 1
O xH(p-rly-C=V(E = { P12 A oxify-my-c

2 ch

x=C ¢,

—2pmx+ p(X+y) + (X—y)
p(z)
m>p,p+mn>1 = B2 g4
C < max{(m— p)y, ((p+m) — 1)y}

C

d;
— .

2| 2xpri+ (y—x)(p+ 71— 1)

Problema 1.2.A )

| X+ (P+m-1)y—-C=V(dp) =
— Problema 2.2.A
X*Cdz p:1/2

{ m> 1/2

™ > p,p+7(T:i01 = O =d, sin expertd’

—
S N B 1/4
_ . p<
x=V(822) (verProbIemaZ.l.A. { = 3/4 })

2

1
}x—§y+ny—C

\

—
d>
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n< pp+n>1 = 611:

d; sin expertd®

C=0
dy
2xpre+(y—x) (p+1-1)
d 4l p(z1) < 1/4
X+ (2p—1)y=V(d11) (verProbIema 2.1.,{ 2_ 3/4 })
Vi) dl
—r
—2PpTX+p(X+Y) +TU(X—Y)
p(z2)
Problema 3.4
Plantear el problema.3 utilizando costes de oportunidad
Solucion:
91/21
prt
0 y vy 0 2ptet 1-(p+ 1)
d
o .
— prer 1-(p+ 1) pre-1-p-1t
e )
(I-py y . a = max (0.|a,) - 8,/2,
1 —_
a, = ———— y 6./z
2prer 1-(ptmg) T —————
2pmet 1-(p+ 1)
dl d2 d2 6/z;
pedir opinion 6,/z,
(1-mp
2 d -2pTH pHTT
(1-p)y. py 1-p)t
max max(prt, pri+1— (p+ 1)) -2pTH p+TT = _ Gpm (1-p)t
(+max(<1— p)n_(l,n)p))y ~2pTE T T 2prprm
{1 an o/z
B=max(B,B)|p, = — P _ 6z
-2pTH pTT ’72
d2 0:/2
Problema 4

Resolver3.2 en un contexto dencertidumbre total .
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Solucion:

Decisibn no aleatorizadaminimax

min <m_ax£ij> =min(-y,00=0 [ d*=d;

[ j
M oy
A =
O dz
1) Programacén lineal

Para asegurar que el parametes positivo, se ha de tratar una matriz de pérdidas
con todos sus valores no negativos. Sumando la cantids&l consigue este
objetivo. Al valor minimaxobtenido en el problema transformadid, se le ha

de restaly para obtener el del problema original.

Decisiones aleatorizadas

maxz=T14 +T5

Forma estandar Solucion inicial:
On’l+y1'l'2<1}D0n’1+yTl’2+n’3 —1} m="=0 T =1
2y 4+ ym, < 1 2y + ym, +m =1 m=1

Método simplex:
) )

M| 0 y10[ilje |ml0 01 0 1w |Ml0o01 0 1

m(2y] y o0 1|1|« |m|1 [1/2 0 1/2y|1/2y|+ |m|2 10 Yy|l/y|= =1
-1 -1 0 00 0 —-1/2 0 1/2y|1/2y 100 Yy|l)y|= YV=y=V=0
1 1

2) Método géfico
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La decision aleatorizada minimax es por tanto la pigradomina al resto. El
valor minimaxes nulo.

Estrategias aleatorizadas:

Ao (512 O1 O11 522)
m T TR Ty

L/0) = 3 TL(E/O)) &= /min (maxLia/ey)

Del Problema 3.2:

L(312/61) = —ym L(&12/82) = y(1-m) L(311/61) = —y=—L(d11/62)
L(321/81) = —y(1-m) L(321/62) = ym L(822/81) = 0=L(d22/62)

En todos los supuestos, el valminimaxes nulo.
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NOTAS

1. Este ejemplo es utilizado por Lindley, D.V. (198BJaking Decisions Wiley.

n n

2. Vconl= kzl (miaXLZlm D(Zk/GJ)D(GJ)D =5 (miaX[Xakp(Gk)}) = kzl(

k=1

maxXik
|

p(00))

VconlP

3. En efecto, sp(z/8j) = 1/n vk, j,:

Veonl = z [max le.,p %/9j)pl j| kil {miax_imip(ej)} -
2 =

_nt max % xjpj =maxy x;jpj = Vsinl

/ n i ] i

yd que ha desaparecido el subindide
n n

4. G ((m,aXXa’)fXa) p'—< (maXX.> ) ( X.p)
jZl X Xij i) Pj j; j Zl iPj

= VconlP—V(di) O miin(C(di)):VconImeiax(V(di)).

N——— ————
Csinl Vsinl

5.2-2 O rqin{ﬁ(miaxm)p(ej/zw}(ﬁ(miaxmp(ej/zk)) ~Veonk
]

= =1

Cconl = i ((g(miax ij)p(Sj/Zk)) Vcon|k> p(z) =
j

k=1 j=1

((i max Xij ) p )) —Vconl
j

HM:

;( > (miaxm)pwj/zk)p(zk)) =5 | max) 3 pey/20pta0 | ~Veon ()
j= k j= k=1

=1

p(e;j)

6. Al resolver el problema planteado con esta matriz de spgteeda resuelto el problema planteado con
la misma matriz, en el supuesto de que las consecuencianfu@iginalmente, pérdidas. Este importante
supuesto es analizadm el epigrafe 8.11 de De Groot (1970).Optimal Statistial iBiens.McGraw-Hill.
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3
V(312) = (X+ Zy) p+ (xf —y> (1-p) = y|0+xf£¥1
3 1 3
V(312/01) = (Xll:X+Y)Z+(X21:X)Z:X+ o

1 3
V(312/82) = (X12:X*Y)Z+(X22:X)Z:X+ -y

V(621) = (x+ gy) p+ (x+ gy> (1—p) =|yp+x— 7

3 1 1
V(821/01) = (X21:X)Z+(X11:X+Y)Z:X+ Zy

1 3 3
V(821/02) = (Xzz:x)*ﬂxlz:x*)’);lzxf 2

4

V(B11) = (x+Y)p+(x=Y)(1-p) =| 2yp+x—y]

3 1
V(811/61) = (X11:X+Y)Z+(X11:X+Y)Z:X+y

1 3
V(811/82) = (X12:X*Y)Z+(X12:X*Y)Z:X*Y

Cdr2) = ( )P+ %) p)::X+ypf (yp+x- %)

C(d12/61) = (Y= )g

Clla) = (%y) P+ (%Y) (1—p)::X+yp* (yp+x- %)

Cl21/01) = (1Y) + (1= 0)

+ (Y21 = Y) = %Y =C(012/02) = (Yi2=Y) %1 +(y22=0)

1 —

i *y
1

= C(821/02) = (Y22 = )Z

C(811) = 0(p) + (Y)(1~P) =[y—YP|=x+Yyp— (2yp+x-Y)

C(811/61) = (Y11 =01+ (Y11 =0)(1-1) =0

(yi2= Y)

C(d11/62) = (Yar=Y)(1-T) + (Y21 =y)TI=Yy
C(822) = y(P)+(0)(1—p) =|YP|=X+YpP—X
C(822/01) = (Yar=Y)T+ (Yaa=y)(1-1) =Yy

C(822/02) = (Y22 =0)(1—10) + (Y21 =0)t=0
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

L(312) = <f§y> p+ (%y> (1-p) :: —V(812) —x

3 1 3
L(812/01) = (l11= *Y)Z + (b1 = 0)4_1 =7y

1 3 1
L(312/82) = (l12= Y)Z + (b= O)Z =7y

L(821) = (f%y) p+ (gy) (1-p)=|-yp+ gy = —VM(&21) —x

L(B21/81) = (f21=0) 5+ (=) 5 = ¥

1 3 3
L(821/82) = (£22=0) 2t (t12=Y) 2=

L) = (-Y)p+ )1 p) =] -2yp+y]=-VM(B1) - x

L(911/61) = (bur=—y)t+ (b= —-Y)(1-T) =—-y  L(d11/82) = (lar=Y)(1-T)+ (far =Yy)TT=Yy

1 1 1
V(d12) = > (2(YT[+X* E) =ymEx- 5

V(812/01) = (X11=X+Yy)TT+ (X21:X)(1*TI)ZV(512/92):(X12:Xfy)(lfn)-t-(xzz:x)r[:yp-q-xf%

1 1
V(821) = 3 (2<—yrr+x+ 5)) = 7yn+x+)§/

V(821/81) = (Xo1=y)Tt+ (11 =X+Y)(1—T0) = V(821/82) = (Xo2 = X) (1= T0) + (12 = X— Y) 1= —yp+X— %

V(1) = 5 ((xy)+ (x-y) =[X]
V(311/61) = (X1 =X+Y)T+ (X112 = X+Y)(1- )

V(811/02) = (X2 =X—Y)(1— 10+ (X2 = X— Y)Tr
Clera) ~ 3 (@(—1)) [y 3]~ x+ ¥ - (ymex—Y)  Veonle V()

C(812/01) = (y11=0)T0+ (Y21 = Y)(1—T0) = C(812/02) = (y12=Y)(1—T0) + (Y22 = O)t=y(1 -0
Clm) = 5 (2lym) =[y]=x+ %~ (~ymix+Y)

C(821/82) = (yo1= V)T (311 = 0) (1~ T) = Y= C(21/82) = (y22 = O)(1— 1) +(ya2 = y)m
C(d11) = %(0+y)::x+)§/—x

C(&11/61) = (Yu=0)1+ (Y11 =0)(1-1M =0  C(311/02) = (Yar =Y)(1 - T) + (yar = y)TI=1y
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

ClB22) = 5 (y+0)= % =x+ % X

2
C(&22/61) = (Yyu=y)m+(yu=y)(1-1 =y  C(8&2/62) = (Y21 =0)(1— 1) + (Y21 = 0)t=0

NI

((=ym +(y(1-m)) =

NI =

L(d12) = —ym

L(312/61) = (bar=—Y)Tt+ (L1 =0)(1—1) = —ym  L(812/02) = ({12 =Y)(1 1) + (L2 =0) = y(1- 1)

L(821) =

((~y+ym +(ym) =|yn— 7

NI =

L(321/61) = (b1 =0)Tt+ (b1 = —Y)(1-1) = —y(1-1)  L(&21/62) = (fo2=0)(1 -1 + (lrz=y) = YT

L@Ew) = 5(=¥)+ ) =[0]

L(311/61) = (bu1=—Y)Tt+ (bra= —Y)(1-1) =~y L(811/62) = (f21 = Y)(1—T0) + (f21 = y)TI= YT

C(312) = C(812/61)p+C(812/62)(1—p) =y(1-m)p+y(1-(1—p) = |¥(1-T9
C(B21) = C(B21/61)P+C(B21/62)(1~ p) = ymp+ym(1—p) =

C(811) = C(811/61)p+C(311/82)(1—p) = 0p+y(1—p) =| ¥(1-p)

C(822) = C(22/61)p+C(d22/82)(1—p) = yp+0(1—p) =

L(812) = L(312/01)p+L(812/82)(1—p) = —ymp+y(1—1) = y(1—(p+))
L(821) = L(321/61)p+L(821/62)(1~p) = —y(1-T)p+yN(1—p) = y(T— p)
L(311) = L(811/61)p+L(811/62)(1—p) = —yp+¥(1—p) =y(1—2p)

P(z1) = p(z/01)p(61) + p(21/62)p(B2) = pri+ (1— M) (1— p) = pri+1—T— p+ pnt

V(821) —V(d) = (p—mMy >0 = dy sin experto descartada

V(&21) —V(d1) = (1—(p+m)y >0 = di sin experto descartada

V(d12) — V(di)=(m—p)y > 0 = di sin experto descartada

V(d12) — V(dh)=(p+m—1)y >0 = dp sin experto descartada
V(822) — V(d1)=(1—-2p)y > (1—(p+m)y > 0 = di sin experto descartada

V(811) — V(d)=(2p—1)y > ((p+m—1)yy >0 = dy sin experto descartada
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ENGLISH SUMMARY

TYPE PROBLEMS IN DECISION THEORY

RAMON ALONSO SANZ
Universidad Politecnica de Madrid

This paper aims to illustrate the basic concepts and techniquesriying
Decision Theory. To accomplish that, the somewhat simplest exasnple
considered: the investment example. This problem is featured by

a) two alternative decisions: to inveétl;)) or not to invest(dy) the
amount x, and

b) two uncertain events: appreciatidf;) measured by the gainy, and
depreciation(B;) t supposed also of extent y.

Additional information has in the example the form of an exppmion

(2). The problem is solved in the extensive and normal forms. Itsidecis
tree is also specified. Consequences are supposed to be given in itsyprimar
form (X+y,X—V,y), as regrets, and as losses. Decision tree and minimax
solution are also obtained.

Keywords: Decision theory, problems.
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Extensive form

e Without additional Information

d/r{\/lmax<z Xij p(® )}— Vsinl
Bayes decisio Expected Value without Inf.

e With additional Information (expert opinion)

Z=2 O d =d/max vifi M

( J/Zk)

Expected Value with Information

n

Veonl= y (miax [ilxijp(zk/ej)p(ej)]>
=

k=1

Expected Value of Information
Vdel=Vconl-Vsinl

Perfect informationp(z/6k)) :

n
Expected Value with Perfect InformationV conlP= Z (maxx.,) ;)

Regrets:yijj = <m_axxaj> — Xij
|

n
di/ (min {C(di) = Zlyij p,—}) = Csinl =VconlP-Vsinl = VdelP
i p
J:

d" =
Similarly:
Cconl=VconIP-Vconl [l Vdel=Csinl-Cconl
Losses: fij = —Xij
d* = dj/ <miin {L(di) = i 1 pj}> = Lsinl = —Vsinl
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Similarly, Lconl=—Vconl [ Vdel=Lsinl—Lconl

Normal form
Strategies (decision rules):

D = {5(2)/8: X — D}

n

5/m§1X<V(5) = V(5/91)p(91)>

=1

6*

v(5/8)) z (5/6)),20p(2/8))

Dealing with regrets or lossesjinimization must substitute the abowgximization.

Minimax solution

Pure decisions: d* =di/min (maxellij>
i i
L dl d2 dm
Random decisions: A = .
T T ... Ty
minimaxdecision: AN A/mAin <maxL(A/9,-))
]
L(8/8;) = > Tulij
I

Random strategies: A =
™Y ... Tk ... Thnn

61 62 6k 6mn>

minimaxstrategy: AN A/mAin <maxL(A/9,-))
i

L(A/8)) anL 5/9;)

The graphic method based on the plotting of théd/61),L(8«/62)) region and
the analytic based on linear programming, have been used to dbtain
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PROBLEMES PROPOSATS

PROBLEMA N ° 64
1. Siguin X, Y dues variables aleatories igualment distribuides, tals que

PX>0=PY >=)=1

XY
h=E <X+Y>

Sigui el valor esperat

Demostra que p=0.

C.M. Cuadras

Universitat de Barcelona

PROBLEMA N ° 65

2. Sigui X una variable aleatoria normal {yii, 1), on la mitjanau és un parametre.
Plantejant I'estimacio puntual de la probabiliX > 0), demostra la seguient
desigualtat:

e W
S < PWA-PH) —e < p<

essent®(x) la funcio de distribucié NO,1).

C.M. Cuadras

Universitat de Barcelona
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