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1. INTRODUCCI ON

Un problema que se plantea en el analisis de fiabiliadad de sistemas, es la de-
terminacion del tiempo de vida de sus componentes, a partir de la abgsmndel
sistema.

Consideraremos un sistema coherente binario (Barlow y Proschan (Z2&k}s
(1992), Aggarwal (1993)) constituido parcomponentes cuyos tiempos de vida son
independientes y poseen el mismo rango de variacion. En el tierap0 todas
las componentes funcionan (y por tanto, el sistema también). La observael”
sistema en cualquier instante de tiempo proporciona su estado, fun@omaro
fallo, pero no el estado de cada una de sus componentes. En el instanteode fall
del sistema se realiza una autopsia, esto esabe, y se observa el estado de las
componentes. Las leyes que rigen el funcionamiento del sistema, dadas purién fu
estructura, proporcionan un conocimiento adicional del tiempo en que padaitar
las componentes estropeadas.

Utilizaremos la siguiente notacion:

e Z, el tiempo de vida del sistema coherente binario;

e X=(X1,...,%X), €l vector de estados de las componentetoma valores 1 6 0
seglin la componente funcione o no;

e X(t) = (x1(t),...,xn(t)), el vector de estados de las componentes en el tiempo
t;

e @(x), la funcion estructura del sistema;

e T1,..., Ty, los tiempos de vida de lascomponentes del sistema;

e F1,...,F,, sus funciones de distribucion, respectivamente;

3

e | ={i/X < Z}, el conjunto de componentes que se encuentran deterioradas en
el instante de fallo del sistema;

e {l1,...,Im}, el conjunto de cortes minimales;

e W, la matriz de incidenciaxn corte minimal-componente, es deti{i, j) =1
si jel;yW(,j) =0 en otro caso;

e LS el conjunto de componentes que pertenecen a todos los cortes minima-
les. Obsérvese que cuando alguna componenteSdesta en funcionamiento,
entonces el sistema también funciona.
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Un subconjuntcA del conjunto de component&€s= {1,2,...,n} se llama fatal si
puede ser observado con probabilidad positiva en la autopsia del sisenegir, el
conjunto de componentéses un corte que verificR{l = A} > 0.

Observemos que en estos sistemas, todo corte minimal es un conjuntcfatal.
embargo, es evidente que no todo corte es un conjunto fatal. Asi, porlejesnp
un sistema en serie, cualquier subconjunto formado por dos componentesase
pero no es fatal.

Para cada conjunto fatal denotamos coDp la interseccion de todos los cortes
minimales que estan contenidos &nPor tanto,Da es el conjunto de componentes
que han podido fallar simultaneamente con el sistema. Es inmediato canpjadd
un conjunto de componentdses fatal si y solo sDa # 0.

El problema de identificacion que se plantea consiste en saber cuandorfa in
macibn obtenida de la autopsia del sistema, esto es, el conocimiento degb #em
transcurrido hasta el fallo del sistema y del conjunto fAtajue lo ocasiona, junto
con el conocimiento de la funcion estructura, permite determinar labdisidon de
los tiempos de vida de las componentes del sistema. Es decir, cuanduwitauciisn
conjunta deZ e | determina univocamente el vector de las funciones de distribucion
F=(F,....,R).

Meilijson (1981) determina condiciones suficientes para la identificad#&fas
funciones de distribucion, que se recogen en el siguiente resultado:

Si las variables aleatorias1T. .., T, no toman ningn valor con probabilidad es-
trictamente positiva, son independientes y poseen l0s mismos extreanomkes, y Si
el rango de W es n, entonces la distrikuticonjunta de Z e | determina ivocamente
la distribucion de cada T

La informacion obtenida de la autopsia del sistema2s-t,| = A}, que, en
términos de los tiempos de vida de las componentes, es equivalente asaber

{_ max Tj <t,maxT; =t,minT; >t}
jEA-Da j€Da J¢A

Por tanto, llamand®a(t) = P{Z <t,| = A} y en particular, para los cortes mini-
malesG;(t) = P{Z <t,l =1;}, se verifica que:

Gat) = Jo([Ma 0aFi(8)(Mas(1~Fi(9))d(Mp,Fi(s)

Gi(t) = Jo(Me(l—Fi(9))d(yFi(s)
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Operando sobre esta Gltima expresion, se obtiene la siguientérelaci
t
F(t) = exp{VIog/ exp{—Wlog(1—F(s))}dG(s)}
JO

dondeW(i, j) =1-W(,j) ,V = (WW)" W' y G= (Gy,...,Gm).

Meilijson demuestra que este sistema de ecuaciones implicito para @sres
de distribucionF; posee una solucion Gnica, y propone un método iterativo de ti-
po Newton-Kantorovich para su resolucion. La descripcion de estedmgiuede
consultarse en Kantorovich y Akilov (1982) y Yamamoto (1986).

Posteriormente, Nowik (1990) establece condiciones necesarias y suficieates par
la identificacion:

Sea® una funcon estructura coherente binaria. Supongamos que los tiempos de
vida de las componenteg T€ C, son independientes. Supongamos, ddgmue las
F, i € C, son mutuamente y absolutamente continuas y que cada una poga&an
punto con probabilidad positiva en &lfimo esencial (cofm). Entonces:

i) Una condicbn necesariay suficiente para la identificabilidad de todas lasidistr
buciones F i € C, es que el conjunto LS contenga a lo sumo una componente.

ii) Las distribuciones Fi € C—LS, y[]ic.sF son identificables.

De un modo similar a como lo hizo Meiljson, en la demostracion del teosma
obtiene un sistema implicito de ecuaciones para las funciones de uliginby se
propone para su resolucion el mismo método iterativo Newton-Kawittr.

En el articulo de Antoine, Doss y Hollander (1993), se prueba unaiaénd
suficiente para la identificacion, mas general que la de Meilijson, semdmque las
distribuciones son funciones analiticas. Se establece ademas una condm@Saria
para la identificacion de las componentes, que es también suficiente paranermp
tes cuyas distribuciones pertenecen a una cierta familia paramétrica, queiteclu
distribucibn exponencial, la distribucion normal truncada pessity las distribuciones
Gamma y Weibull con parametros enteros.

Los resultados anteriores se fundamentan en propiedades de la matrizidedizi
corte minimal-componente o conjunto fatal-componente. Estas matricassarpara
sistemas pequefios, pueden tener grandes dimensiones, lo que las hamelaatrat
numeéricamente.

Asi, por ejemplo, un sistema k-out-of-n tie(l@ cortes minimales distintos, por
lo que un sistema pequefo can= 20 y k = 10 tendria una matriz asociada corte
minimal-componente de dimension 184756 x 20. Resulta, pues, impensiquiera
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plantearse en la practica la resolucion del sistema de ecuaciones paraifeaden.
Este hecho nos lleva a buscar métodos alternativos mas sencillos mieatifidacion
de las componentes del sistema.

Como sefiala Nowik, en algunas ocasiones, es posible determinar larfutei”
distribucion de ciertas componentes de forma directa, sin necesidad beresogin
sistema de ecuaciones.

Asi, si para la componente existe un conjunto fatah que no contiene a y
B=AuU/{r} es fatal, corDa = Dg, entonced~ es la Unica funcion no decreciente y
continua por la derecha de entre todas las que son igu .
+dcg

Existen sistemas que se rigen por una funcion estructura que pdanientifi-
cacion directa de la funcion de distribucion del tiempo de vida denalg o de todas
sus componentes. Es el caso de los sistemas aditjwog que se definen en la
seccion 2, en la que obtendremos las condiciones necesarias y suficientes para que
este tipo de sistemas posea componentes identificables de forma dirdiz@nddi
desigualdades lineales para variables binarias. Finalmente, se incluye, admodo
ejemplo, la aplicacion de estas técnicas para la identificacion de las comgmdent
un sistema aditivgp, a).

En la seccion 3, estudiamos la identificabilidad de las componentes dsttoaas
binarios serie-paralelo. Demostraremos que para estos sistemas todaglasemes
son directamente identificables, excepto las pertenecientes a los moduladdsmpor
una (nica componente.

En la seccion 4, realizamos un estudio similar de los sistemas binaralelpar
serie, comprobando que todas las componentes que pertenecen a un moéduds con m
de dos componentes se pueden identificar directamente.

2. SISTEMAS ADITIVOS (p,a)

2.1. Definicbny propiedades

Definicion 2.1 Un sistema se dice binario aditi(@, a) si su funcdn estructura pue-
de expresarse como:

o(x) = 1{2{‘:1 pix>1-a}

que toma valorl si a es cierto y toma valdd si a es falso. Mediante p se denota el
vector(ps, ..., pn) que llamaremos vector de pesos.

dondeO< pi<1,i=1,..., nSi,p=1L0<a<ly 14 es la funocdn indicador,
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Se puede considerar que el valorgianide la contribucion de la componeritel
funcionamiento del sistema, en el sentido de que para que este sistensa fakbeiso
que la suma de los valorgs asociados a las componentes deterioradas alcance, al
menos, el umbrabi; o, lo que es lo mismo, el sistema funciona mientras la suma
de las cantidadep; asociadas a las componentes en funcionamiento supera el nivel
1-a.

Como ejemplo, consideremos un sistema productivo formado por unntorge
n maquinas, cada una de las cuales puede estar en dos estados: funcionamiento o
fallo. La maquinai opera con una tasa de producccknsi funciona, y 0 si no
funciona. Supongamos que el sistema Unicamente se considera opdrativivs|
global de produccion supera cierto niel Para este sisteme(x) = 1;5n ) x>p} €S

_ A\

decir, se trata de un sistema aditifa) conp = -y 1-a= ﬁ

Denotamos poda a la diferenciayjca pi — a.

Conjuntos fatales y cortes minimales

En un sistema binario aditivop,a), un conjunto de componentéses fatal si
da > 0y la interseccion de todos los cortes minimalesAess distinta del vacio; es
decir, Da # 0, que ocurre cuand®j € A cumpliendop; > da.

Un corte minimal es un conjuntiQ de componentes que cumple
d, >0 deformaque Vjel, pj>d,.

El siguiente resultado proporciona una caracterizacion de los cortematesi

Proposicion 2.2 Existe una aplicadin biyectiva entre el conjunto de los cortes mini-
males{lx} y el conjunto de vectoreqYi,...,Ys)} que verifican las siguientes restric-
ciones:

SLipYi>a (a)
1) shpYi+(1-p)Yj<l+a Vj=1,...n (b
Y, ={0,1} Vi=1,....n

Demostracdn: Sea(Yi,...,Yn) un punto factible para las restricciones anteriores e
Ik el conjunto de componentes definido coipe= {i/Y; = 1}. Por la restriccion(a)
es claro que las componentesigeuando fallan ocasionan el fallo del sistema.
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Veamos ahora que el deterioro de las componentes de un subconjuntodebpio
no puede causar el fallo del sistema, para lo cual es suficiente vgr gupi — p; <a
Vi€l

n n
pi*pj<d<:>ZIpiYi*ijj <“‘:’Z\piYi*ijj+ijl<a
i= =

i€l

que se corresponde con una de las restricciones de€hjppor tantoly es conjunto
minimal.

Sea ahor# un corte minimal. Consideramos el vector binglg,. .., Y,) definido
comoY; =1 si la componentée Iy, Y; =0 si la componenté¢ Ix. Es inmediato,
debido a que el fallo de las componentes que estagpasasionan el fallo del sistema,
que (Y1,... Ys) cumple(a). La restriccion dgb) correspondiente a una componente
j cuyoY; =1, es decir, que pertenecd,a equivale a que la suma de los deterioros
de las componentes pertenecientely,amenos el de la componenje sea menor
queaq, lo cual es cierto por la definicion del conjuniip Las restricciones déb)
correspondientes a componenjesuyoYj = 0 se verifican trivialmente.

Casos particulares de sistemas aditivog, o)

i) Sia<mini{p;i}, entonces el sistema se comporta como un sistema en serie,
ya que el deterioro de una cualquiera de sus componentes provoca el fallo
del sistema.

i) Si 1—a < min{p;}, entonces el sistema se comporta como un sistema
en paralelo, ya que el fallo del sistema se produce Gnicamente cuando se
estropean todas sus componentes.

i) Sipp=p=1/n, Vi=1,..., n, entonces el sistema se comporta como un

sistema k-out-of-n, cofk—1)/n < a < k/n.
2.2. ldentificacion directa de componentes

Lema 2.3 Un conjunto fatal A posibilita la identificadh directa de la fundn de
distribucion de la componente r sig A yVi € A se cumple

(1) Yj+ieabj >, 0bien
(1) Yjsieapj <O —pr,

y al menos para una componente i se verifica é#itena relacbn.
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Demostracbn: Veamos que el conjunto fatal verifica las condiciones de identifi-
cacion directa enunciadas en la introduccion, es dBeirAU{r} es fatal y se cumple
queDa = Dg.

Como Sicg Pi = JicaPi + Pr, entoncesj € Dg si y sblo sip; > da+ pr. Esta
relacion implica que ¢ Dg.

Ademas, dado quge Da si'y s6lo sipj > da, Da = Dg si y sblo si se cumple que
VjeA pj ¢ (da,da+ pr], siendoDa = Dg # 0, si al menos una componenjes A
verifica pj > da+ pr.

Es decir,Vi € A, pi <da 0 pi > da+ pr, Yy al menos una componente verifica la
Ultima desigualdad; lo cual equivale a qdec A se cumpleyjicaPj > a, (1), 0
bienyjicaPj <a—pr, (1), y al menos para una componentes valida esta tltima
relacion.

Notemos queB es fatal por seficg pi > YicaPi >0y Dg # 0.
|

El siguiente teorema proporciona una caracterizacion de la identificabdiel una
componente en términos de un sistema de restricciones lineales para umtcalg
variables binarias.

Teorema 2.4 Dado un sistema aditiv@p,a) y con pesos de las componentes p, pn,
la componente ésima es identificable directamente cuando la siguient®rege fac-
tibilidad es no vata:

Y j+r PiYj > _ _ (a)

YizirPiYi+Z > vi=1l...n i#r (b
@ SizrPYj+tp+(Z-)<a Vi=1l....n i#r (c)

diZi>1 (d)

Y; = {0,1} Vji=1,....n, j#r

Z ={0,1} Vi=1,...,n, i#r

Demostracbn: Veamos que existe una aplicacion biyectiva entre todos los conjuntos
fatalesA que permiten la identificacion directa de la componentelos vectores
factiblesY = (Y1,...,Y,) de la region (2) anterior.

Para ello, primeramente, veremos que, dado un conjuntoAatgie permite la
identificacion directa, los valores de las variables:
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Yi=1sijeA
Yj=0sij¢A
Zi=0sijgAosijecAconpj<da
Zi=1sijeAypj>da+tpr
proporcionan un punto factible de (2).
La restriccibn(a) se cumple por seA un conjunto fatal.
Comprobamos el cumplimiento del bloque de restriccigfigs Dada una com-
ponente,
e sii¢A, larestriccion(b) se reduce a la restricciq@), y por tanto, se cumple.

e sSii €A, existen dos situaciones posibles:

1. La componenteé verifica la condicion (l) del lema 2.3, en cuyo caso,
Z =0y (b) equivale a ().

2. La componente verifica (Il) del lema 2.3, en cuyo casg,= 1y (b) se
satisface trivialmente.

Comprobamos ahora el cumplimiento de las restriccigngsPara una componente
i dada,

e sii ¢ A, entonces; =0y la restriccion(c) es trivial.
e sSii €A, existen dos situaciones posibles:

1. La componente verifica la condicion (1) del lema 2.3, entonc& =0y

(c) es trivial.
2. La componenteverifica (1) del lema 2.3, entonces =1y (c) equivale

a (I1).

La restriccion(d) se cumple ya que, por el lema anterior, al menos una componente
de A satisface la condicion (ll).

Veremos a continuacién que a cada punto factible de (2) se le puede asociar u
conjunto fatalA que permite la identificacion directa de la componente

Definimos este conjuntd comoA = {i/Y; = 1}, que demostraremos que es fatal
y que cumple las condiciones del lema 2.3.
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Seai € A, es deciry; = 1; entonces,

Si zZ; =0, (b) equivale a la condicién (1) del lema.
Si zZ =1, (c) equivale a la condicion (Il) del lema, (en este casaDa).

Notemos que sZ; = 1, entonces tambié¥j = 1, ya que si fuerd = 0, entonces
(a) y (c) serian contradictorias.

La restriccion(d) asegura que al menos una componerté\ verificazZ; = 1, es
decir,Da # 0, que junto cona) implican queA es fatal.

Corolario 2.5 Sila componente k es directamente identificable, entonceséantbi
son las componentes i con<p p.

Demostracbn: Veamos que si la componerikess directamente identificable, tam-
bién lo es la componente- 1.

Para ello, basta observar que si para todo conjunto Aatgie permite la identifi-
cacion directa dé& se tiene{k— 1} ¢ A, entonce®\ permite también la identificacion
directa dek— 1. En otro caso, el conjunto fatel= {k} UA— {k— 1} permite iden-
tificar directamente dicha componente.

Corolario 2.6 En un sistema aditivdp,a) con todos los pesos de las componentes
iguales a p, excepto una componente g con [Bsoes posible la identificadh de
todas las componentes.

Demostracdn: La identificacion de la distribucion de una componeanteialquiera

con pesop se puede realizar utilizando el conjuriale componentes que contiene a
la componente y otrask componentes distintas deconk+ 1= max{m entero tal
quemp< a}. DefiniendoY; = 1 para las componentes éne Y; = 0 para el resto,
Zg=1y Z =0Vi#q, es inmediato comprobar por sustitucion que se trata de un
punto factible para el sistema (2) del teorema anterior.

Una vez identificadas las distribuciones de todas las componentes menag la de
ésta puede obtenerse de forma directa despejandola de la expreaitandisiribucion

186



del tiempo en que se observa como conjunto fatal el conjydtfinido anteriormente:

dGa(t) = ( F'(t)> ( (1—=Fj(t)))d(F (U)
A j#DeA i |;| j q

2.3. Ejemplos practicos

Ejemplo1 Calculo de los conjuntos fatales que permiten la identificadin directa
Consideremos un sistema aditiyp,a) con 10 componentes.

Los pesos de estas componentes sqq = 0.025, pp = 0.025, ps = 0.05, ps =
0.05, ps = 0.05, ps = 0.1, p7 = 0.1, pg = 0.15, pg = 0.15, p1o = 0.3. Supongamos
que el sistema falla cuando la suma de los pesos de las componentes eatr@sead
de al menos 6.

Para cada componente se plantea el correspondiente sistema de restri@iones (
y se busca, si existe, un punto factible. La localizacion de un punto fagiitde
realizarse resolviendo un problema de optimizacién binaria que tiemegtacciones
el sistema (2) y por funcién objetivo la funcion nula, con lo queotpdnto factible
es solucion optima.

La identificacion directa de la funcion de distribucion de cada unéaslaliez
componentes tiene asociado un sistema (2) con, a lo sumo, 18 variabldasbinar
y 20 restricciones. La optimizacion de la funcion nula sobre laoredgctible (2)
proporciona los siguientes conjuntadatales que permiten la identificacion:

Componente Conjunto fatalA Da SieaPi
1 {8,9,10} |{8,9, 10}| 0.6
2 {8,9,10} |{8,9,10}| 0.6
3 {6,8,9, 10} {10} 0.7
4 {6,8,9, 10} {10} 0.7
5 {6,8,9, 10} {10} 0.7
6 {3,8,9, 10} {10} 0.65
7 {3,8,9, 10} {10} 0.65
8 {3,4,6,7,10}| {10} 0.6
9 {3,4,6,7,10}| {10} 0.6
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Ademas, el conjunto fateh = { 6, 8, 9, 10} permite la identificacion de la
funcion de distribuciéon de la componente 10:
dGa(t) = (1—Fy(t))(1—Fa(t))(1—F3(t))(1—Fa(t))(1—Fs(t))(1— Fr(t))Fe(t)Fe(t)Fo(t)dFao(t)

dGa(s)

t
) = [ TR R RO MO R FORERORE

Sin embargo, si cambiamos el nivel de fadiale 0.5 a 0.66, entonces Unicamente
son identificables directamente las componentes 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7, pero las as’
componentes 8 y 9, cuyos sistemas asociados son incompatibles.

Componente Conjunto fatalA Da Sieabi
{6,8,9, 10} {6,8,9,10}| 0.7
{6,8,9, 10} {6,8,9,10}| 0.7
{6,8,9, 10} {6,8,9,10}| 0.7
{6,8,9, 10} {6,8,9,10}| 0.7
{6,8,9, 10} {6,8,9,10}| 0.7

{3,4,5,7,8,9, 10 {10} 0.85

{3,4,5,7,8,9, 10 {10} 0.85

N (oo W |N

Ejemplo 2 Identificacion del tiempo de vida de las componentes

Consideremos un sistema aditivo ama= 0.7 y cuatro componentes, cuyos pesos
sonp; =0.1, po=0.1, p3 = 0.2, p4 = 0.6. Se conoce para los conjuntos fatales

AL ={23,4},A0={1,3,4},As={1,2,4} y B={1234},

sus funcioney, (t), Ga,(t), Gas(t) y Gg(t) de modo que:

Gp(t) = (-3¢ 2 +3e*-e®¥+1)/6
Gay(t) = Gag(t) = (—20e > +15e* + 127> —10e ® +3)/60
Ga(t) = (—30e '+ 152 +20e* — 15 — 6e ™ + 5e7 1+ 11)/30
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Por tanto,

dGa,(t) (2 —2e* e Mdt
dGp,(t) = dGpg(t) = (€ ¥ —e * —e ™ +e M)dt
dGa(t) = (e '—e 2 -2 426 e —e )t

e |dentificacbn de K (t)
Los conjuntos de componentdg y B permiten la identificacion directa dg(t),

1 -t
e L C

R

Fa(t)

que corresponde a una variable exponencial de media 1.

e |dentificacbn de R (t) y Fs(t)

Los conjuntos de componentds, By Az, B permiten la identificacion directa de
Fo(t) y Rs(t), respectivamente.

1 _ —2t
dGa,(t) — ©

I+t den

Fa(t) = Rs(t)

que corresponde a una variable exponencial de meda 1

e |dentificacbn de R(t)

Una vez conocidas las funcion€s(t), F(t) y Fs(t), la funcion F4(t) puede
calcularse a partir de cualquier conjunto fatal que contenga a la componemte 4
ejemplo, en este caso, el conjuridp

dGa(t) = Fa(t)R2(t)Fa(t)dFa(t)

Por tanto,
B(S)

Tt dG Y e ot
F4(t)7'/o —Fl(S)Fz(S)Fg(S)i./oe ds=1-¢€

que corresponde a una variable exponencial de media 1.
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3. SISTEMAS BINARIOS SERIE-PARALELO

3.1. Definicbny propiedades

Sea un sistema binario carcomponentes distribuidas &hsubconjuntos disjuntos
de componentes que denominaremos moédulos, colocados en serie, a lanque d
tamosMy,...,My. Cada uno de estos modulos esta formado iy, #=1,...,N,
componentes dispuestas en paralelo. El sistema resultante se denoina bisario
serie-paralelo.

Denotando porx‘j el estado de la componenjeesima del modula, la funcion
estructura de un sistema binario serie-paralelo viene dada por:

= min max X
o) i:{17.|..,N}{je{1....,;t(Mi}XJ}

Conjunto fatales y cortes minimales

Los Gnicos cortes minimales de un sistema binario serie-paralelo soanpstos
M; coni=1,...,N.

Un conjunto de componentéses fatal si existe un Unicpe {1,...,N} tal que
Mj C A. Siendo, por tantdDa = M;.

El nimero de conjuntos fatales en un sistema binario serie-paralelo es

z

(2Mi—1)

J

que se demuestra observando que, fijado el moMjlaque esta contenido en el
conjunto fatalA, existen[];; (2" — 1) formas distintas validas para el subconjunto
A—M;.

j

3.2. Identificacion directa de componentes

En el teorema siguiente, se determinan las componentes que pueden identificarse
de forma directa.

Teorema 3.1 En un sistema binario serie-paralelo, todas las componentes sec-dir
tamente identificables, salvo las pertenecientes a fadutos formados por unanica
componente.
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Demostracdn: Sea una componenteualquiera de un moduld;, parai € {1,...,N},
cumpliendo #1; > 1. Consideramos los conjuntésy B siguientes:

A=Mjconj#ie{l...,.N} y B=Mju{r}.

Ay B son conjuntos fatales coba = Dg = Mj, por lo que la componente es
directamente identificable.

Sin embargo, si es la Gnica componente de un modulo, el fallo de esta compo-
nente ocasiona el fallo del sistema, por lo que siA, entonceDa = {r}, y no es
posible su identificacion directa.

Corolario 3.2 En un sistema binario serie-paralelo, una conditinecesaria y sufi-
ciente para que un conjunto fatal permita identificar directamente fagmnente r es
que exista una componente distinta de r en su misaauio que se encuentre funcio-
nando.

Observacbn 3.3 EIl nUmero de conjuntos fatales que permiten identificar una com-
ponenter € Mj es:

(2"Mi _ 2) % (2Mn _ 1)

j=1h#[,i
J#

que se obtiene comprobando que el nUmero de posibles formas en lasiaflen p
encontrarse losl — 1 modulos que no contienem &s ZJ 1[Thej, (2™ —1). Ademas,
j#i

por el corolario 3.2, en el mbdulpdebe existir al menos una componente distinta de
r funcionando, por tanto, lasv, — 1 componentes distintas depueden encontrarse
en (2"Mi—1 _ 1) formas diferentes, y, en cada una de éstas, la compongniede
estar en funcionamiento o en estado de fallo.

O

4. SISTEMAS BINARIOS PARALELO-SERIE

4.1. Definicbny propiedades

Un sistema binario paralelo-serie esta formado l[anodulosMy, ..., My, dis-
puestos en paralelo, de forma que |&8; #omponentes que constituyen el modulo
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M; estan colocadas en serie. La funcibn estructura de estos sistemas es:

X) = max min
o) i:{17...,N}{je{1....,#Mi} J

Conjuntos fatales y cortes minimales

En un sistema binario paralelo-serie, los cortes minimales estan forrpadasa
componente de cada modullg:= {j1, j2,...,jn}, €ON jx € M. Por tanto, el nUmero
de cortes minimales gy _; #Mx.

Un conjunto de componentéses fatal si existe al menos un modlg con una
Unica componente fallada.

El nimero de conjuntos fatales es:
N i-1

N
#M) [1(2M —1—#M)) (2™ — 1)
20T i) ]

i j=i+1

Contamos el nimero total de conjuntos fatales condicionando con el ondeul
sistema de menor indice que tiene una Unica componente deterioradaldm Asi,
losi—1 primero modulo$/; tienen que tener al menos dos componentes deterioradas,
y por tanto, (2"Mi — 1-#M;) configuraciones para cada uno de ellos, y Nos i
Gltimos modulosvj tienen al menos una componente en estado cero, es @&¥ir,-

1) posibilidades de eleccion en cada modulo. Sumando para todos lokepasilores

dei, se tiene el nimero anterior.

4.2. ldentificacion directa de componentes

Analizamos a continuacion las componentes identificables directamente en estos
sistemas.

Teorema 4.1 En un sistema binario paralelo-serie, todas las componentes son di
rectamente identificables, excepto las pertenecientes aadulom con dos o menos
componentes.

Demostracbn: Seanr, u, v componentes de un moéduMy, y ji una componente
cualquiera del moduldv;, i # k.

Entonces, el conjunto fatah = {ji/i = 1,...,N;i # k} U {u,v}, y el conjunto

fatal B= AU {r} permiten la identificacion de la componemntguesto que verifican
Da=Dg={ji/i=1,...,N;i £k}.
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Si r,se My, con #My = 2, basta observar que el funcionamiento o fallo de la
componente implica que la componentgpertenezca o no al subconjunto interseccion
de todos los cortes minimales contenidos en el conjunto fatal, por lo @eisten
dos conjuntos fatale& y B cumpliendo las hipotesis de identificacion.r@ My, con
#My = 1, obviamente € Dp, para cualquier conjunto faté, por lo que tampoco es
identificable.

Corolario 4.2 En un sistema binario paralelo-serie, una conditinecesaria y sufi-
ciente para que un conjunto fatal permita identificar directamente lamanente r es
gue existan dos componentes distintas de r en su mi$idalmque hayan fallado.

Observacbn 4.3 El nUmero de conjuntos fatales que permiten identificar una com-
ponenter € My, es:
M1 s S Ay
2(27h 7% —#Mp) S #M [1(27 — 1 - #M;) (2 1)
Ry M

i= j=1 j=i+1
izh i#h i#h

Razonando como en resultados anteriores, basta tener en cuenta qi, lad #
componentes distintas dedel méduloh, pueden encontrarse d@™h—1 _ #M)
formas diferentes, y que la componentg@uede estar en cualquier estado: 0 6 1.

O

5. OBSERVACIONES FINALES

1. El modelo de autopsia tratado en este articulo fue introducido poiijddeil
(1981), y supone una generalizacion del modetmpeting Riskslasico, que
considera (nicamente sistemas en serie. Los principales resultados de este
modelo clasico pueden encontrarse en Nadas (1970), Moeschberger (1974),
Gail (1975), Tsiatis (1975) y Prentice y otros (1978).

2. El problema de identificacion de funciones de distribucion mediaritgaia en
sistemas multiestado, (estos sistemas son tratados, por ejemplo, ew&hN
y Proschan (1984), y Avent (1993)), ha sido estudiado por CostacdBU&88).
Este autor extiende directamente los resultados de Meilijson para el caso bi
nario. Para estos sistemas multiestado también es posible aplicar el concepto
de identificacion directa de un modo similar al presentado aqui para astem
binarios.
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3. El estudio de este problema de identificacion desde un punto de \testhstiso

fue abordado por primera vez por Watelet (1990), que propuso un estimad
paramétrico reemplazando las funciones de distribucion teoricas porieasp’
en el sistema de ecuaciones implicito propuesto por Meilijson, aunquernio
siguid obtener resultados tedricos de caracter general.

4. En el trabajo de Meilijson (1994), suponiendo funciones de distidivuperte-

necientes a familias paramétricas con buenas propiedades, se estima, mediante
maxima verosimilitud, el conjunto de parametros desconocidos. Errabgjo,
ademas, se propone un modelo de autopsia mas general, permitiendo conocer
el tiempo exacto de fallo de algunas componentes, y de otras en ocasiones,
dependiendo del estado de las anteriores.
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1. INTRODUCTION

The determination of the component lifetime distributions froma tbservation
of the system is an analyzing problem in system reliability.

Let us consider a coherent binary system (Barlow and Proschan (1981), Zacks
(1992), Aggarwal (1993)) composed lmycomponents which act independently. At
t =0, every component and the system are working. We observe the systém unt
it fails. The observed data obtained from the autopsy of the systemstdimmgh
of the failure time of the system and of the set of components that are alehé
instant of the system failure (fatal set), without knowing the exace tat which each
component has failed. The structure function of the system provides ditioadl
information about the instant in which the failed components could dack

From these autopsy data, the goal is to estimate the lifetime distnibunctions
of the components. In Meilijson (1981), Nowik (1990) and Antogteal (1993),
necessary and sufficient conditions for the identifiability, on somengssons, are
given. These results are based on the properties of the incidence matrdeteut
component or fatal set-component. These matrices are of large size, evengta sim
systems, and they are therefore complex from the point of view of numeastallus.

Sometimes the distribution function of certain components can be gicbetbrmi-
ned, without solving any complex system of equations. For instancepissible for
component when there exists a fatal s&tnot containing and if the seB = Au{r}
is also fatal, and bothA and B, have the same subset of components that may be
failed simultaneously with the system.

The structure function of some systems allows the direct identifitadiothe
components. In this paper we analyze the direct identifiability of(fhe) additive
binary systems, the series-parallel, and the parallel-series binary system

2. (p,a) ADDITIVE BINARY SYSTEMS

In this section(p,a) additive binary system are introduced as follow:

Definition 2.1 A binary system is calle(h, a) additive system if its function structure
can be expressed as follows:

o(x) = 1{2{‘:1 pix>1-a}
whereO< pi<1,i=1,....,n; 3, pi=10<a<1;and 1,4 is the indicator function,

197



which takes value 1 if ais true, and O if a is false. Letfps,...,pn) be the weight
vector.

In this section minimal cut sets and fatal sets are analyzed and the directly iden-
tifiable components are characterized by means of the existence of feasibkipoint
a set of linear constraints with binary variables.

Theorem 2.4 Let a(p,a) additive binary system with weights,p.., p,; any com-
ponentr is directly identifiable if the following region is no egipt

Yz PjY; > (a)
SizisPYitZ >a Vi=1l...n i#r (b
3) SizrPYi+tp+(Z-)<a Vi=1l....n i#r (c)
YiZi>1 (d)
Y; = {0,1} Vi=1,....n, j#r
Z;={0,1} Vi=1,...,n, i#r

Observe that if the component can be directly identified, then so can ithe
component withp; < pr.

We conclude this section with two illustrative examples.

3. SERIES-PARALLEL SYSTEMS

A series-parallel system consistsrofomponents distributed ik disjoint subsets,
that we say modules, series-arrangkl, ..., M. Each of these modules haM
components(i = 1,...,K), in parallel.

The next theorem provides the directly identifiable components of tlyssenss.

Theorem 3.1 In a series-parallel binary system, all the components can be directly
identified, except those belonging to a module that consists of e siamponent.

4. PARALLEL-SERIES BINARY SYSTEMS

A parallel-series binary system consistskoparallel-arranged modules, such that
Vi=1,...,K the #M; components of the moduld; being series-arranged.
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We shall provide the components that can be directly identified in a paselles
binary system.

Theorem 4.1 In a parallel-series binary system, all the components can be directly
identified, except those belonging to a module with less than threeccants.
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