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1. INTRODUCTION

La méthode du maximum de vraisemblance est a la fois I'une des plis€es
et des plus controversées en statistique. Elle a en effet un attrait aslanfoitif,
parce que la vraisemblance semble bien contenir toute I'informatiamitopar les
observations, et théorique, a cause des bonnes propriétés asymgrales estima-
teurs correspondants sous certaines conditions de régularité. Cepeerttennéthode
a plusieurs inconvénients qui ont &été mis en évidence en particulidr. gag Cam
[1975] et P. J. Huber [1980], mais aussi par d’autre auteurs tels quexkisdh [1980],
R. R. Bahadur [1958], D. Basu [1980], T. S. Ferguson [1982], M.d&telin et J. V.
Howard [1991], S. Dharmadhikari et K. Joag-Dev [1985], V. G. VoinowetS. Ni-
kulin [1993] par exemple. Comme cette méthode est universellement apelicala
tendance a l'utiliser parfois sans précautions, ce qui conduit cedafiats désastreux.
Un des exemples les plus célebres est celui de L. Le Cam qui exhibe un estimateu
«du maximum de vraisemblanegui converge vers deux fois la valeur du parameétre
gu'il est censé estimer, simplement parce que le nombre des parametresusco
nuisibles croit a la méme vitesse que la taille de I'échantillorLf Cam, 1979]. La
vraisemblance elle-méme pose des problemes lorsqu’il y a plusiess®nverde la
densité de probabilité sur laquelle repose cette vraisemblance. Becplaque fois
gu'il n'y a pas de propriété de convexité, il est difficile, voirepassible de trouver
un maximum global. Méme dans ce cas particulierement favorable, le maxiraum d
la vraisemblance peut &tre, et il I'est souvenidat> que I'estimateur correspondant
est numériquement tres mal défini. B. Efron [1982] nous paraitr daedessus un
point de vue treés sain: si I'on est suffisamment attentif aux conditttans lesquels
on applique la méthode, on n'aura pas de déboire majeur. Il n'en rastmpins que
deux défauts en quelque sorte intrinseques subsistent:

1. Labsence de définition correcte d’un estimateur du maximum de vraiaeagh
lorsqu’il peut y avoir une ambiguité sur la version de la denaittmployer,
ou bien lorsque le modele n'est pas dominé. La tentative de F. W.IScho
[1980] pour donner une définition unifiee du maximum de vraisencelast
une réponse a cette question. Elle n’est malheureusement pas treg @innu
n'a pas eu l'impact auquel on aurait pu s’attendre.

2. Le manque de robustesse des estimateurs du maximum de vraisemblance les
plus employés: ceux qui sont relatifs au modele gaussien. Le plongei@ent
estimateurs M-V dans un ensemble plus général, celui des M-estimateurs, par
P. J. Huber [1980] traite de cette question car il permet de corriger I'absen
de robustesse de certains estimateurs M-V.

Cet exposé se déroule en trois parties. Nous allons voir successivement
e Les propriétés des estimateurs du maximum de vraisemblance consid@rés co

me un cas particulier des M-estimateurs, sous des conditions de ré&gularit
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du modele statistique supposé dominé. Trois propriétés st sont con-
sidérées: la consistance, la normalité asymptotique et la setésibdlices esti-
mateurs a des écarts par rapport au modele. Ce point de vue sur le maximum
de vraisemblance est celui qui est issu des études de robustesse [fd. Hub
1981] et il met en évidence l'instabilité des estimateurs usuels du maxide
vraisemblance.

e Un essai de théorie unifiee du maximum de vraisemblance, que le madele s
ou non dominé. Cette partie de I'exposé est fondée sur un artichz ass
connu de F.W. Scholz qui, bien conscient des ambiguités qui sulisistes
la définition des estimateurs du maximum de vraisemblance, défauts fjui on
pour conséquence de mauvaises propriétés de ces estimateurs, a fadsune tr
intéressante tentative de définition unifiee du maximum de vraisemoél

e Quelques paradoxes du maximum de vraisemblance. On peut trouver de tels
exemples en grand nombre chez L. Le Cam [1979], mais aussi dans les articles
cités plus haut.

2. MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE G ENERALISE

Soit X1, Xz,..., Xy un échantillon d’'une variable aléatoibe gouvernée par une
probabilite Py € H, ou H est un ensemble de mesures de probabiliteé absolument
continues par rapport a une mesyre

H={R,tc®CRP}

On notef la densité deP par rapport &1, soit

et/ la dérivée par rapport tadu logarithme def, soit

oLogf(x,t
(xt) = 79(%( Y

Alors I'estimateur du maximum de vraisemblancetdestd défini par I'equation

n

_Zie(xi,é) =0
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2.1. Definition d’un M-estimateur

Un estimateur du maximum de vraisemblance généralisé est solutioa &juation
analogue, ou la fonctiord est remplacée par une fonctiap vérifiant de bonnes
conditions de régularité . Ces conditions de régularité sortindes a permettre a
I'estimateur d’avoir toutes les propriétés des bons estimateurs durmaxide vrai-
semblance, c’est a dire consistance, et normalité asymptotique, plusi@ile peu
sensible a des écarts des observations par rapport au modele. L'égiatmnrai-
semblance est alors remplacée par

_iw(m,é) =0

Pour étre plus rigoureux, on ne devrait pas parlemdstimateur du maximum
de vraisemblance, mais d’une suit& }neny d’estimateurs. Cette SuitEl }nen peut
etre considérée comme la restriction a

Fn = {lois empiriques d'ordre h
de T, fonctionnelle définie suf par

'/lp(x.,T(F))dF(x) ~0
Exemples:

1. Modele de translation: I'équation s’écrit dans ce cas

/L]J(X—T(F))dF(x) —0.

Si la fonctiony est I'identité, I'estimateur obtenu est la moyenne et si c’est la
valeur absolue, la médiane.

2. Modele de régression linéaire: I'équation correspondanteuersgq variable
aléatoire réelle est égale a une combinaison linéaire des composanmtes d’
vecteurx de dimensionp plus une variable aléatoirg, I'erreur, de moyenne
nulle, s’écrit

[ by = (@x)dF() =0
i=12,....p
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2.2. Propriétés des M-estimateurs

La fonction Y(x,t) dépend des deux variables, éventuellement multidimension-
nelles,t et x, désignant respectivement le parametre et la variable. On définit;

m(e,t) = /qJ(x,t)dPe(x).

Theorem 1  (Consistance) Si I'application t— m(6,t) est nulle pour t= 06 et
décroissante dans un voisinage@elors3 une suite{ T, } nen de solutions de Equation

to /qJ(x,t)an(x) —0

qui converge presqudiezment ver$.

Theorem 2 (Normalité asymptotique) Sous les hypo#ises du teoreme 1 et si
de plus, I'application t— m(6,t) est continuementétivable, de érivéea"tgt—x’t) notée
W' (x,t) telle que:

e t— Y/ (x,1) soit continue, uniforament en x

e 0< [W?(x,8)dRy(x) = d?(8) <

e 0< [W(x,8)dPy(x) =c(B) <

Alors, si{Tn}nen €st une suite de solutions de

/L]J(X,Tn)an(x) ~0
ona
(M-8 5 N,

Démonstration: Par définition del,, 0= Wn (X, Tn) = Wn(X,0) + (Th — )W (%, 6,) ou
0, tend presque sGirement velfs On peut donc écrire:

W(x6n) = [W(x6n)-W(x6)] + [Wy(x0)—-Eel(X,0)] + EeW'(X,8)
= A + By + c(9)
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Or A, tend presque slrement vers 0 a cause de la continuité ent, dgui est
uniforme en x, eBy tend aussi presque siirement vers 0 a cause de la loi forte des
grands nombres. Donc

_ _\/ﬁwn(x7 e)

~ A+ Bn+c(6)
qui, d'apres le théoreme limite centrale appliquéda = 1, W(X,0) est asympto-
tiguement normal de moyenne nulle et de variags;%g}.

V(Th—6)

La sensibilité d'un estimateur a des écarts par rapport au modelefpemésurée
par I'impact sur cet estimateur du retrait d'une petite mass$e probabilité qui serait
mise au poink, soitedy . La courbe de sensibilité décrit, en fonctionxdda limite de
cet impact lorsque tend vers 0. Cette courbe s’exprime simplement en fonction de
Y pour un M-estimateur comme le montre le théoreme suivant (powrtedstration
et pour plus de détails, voir P. J. Huber [1980] ou C. Huber-Ca@f$)).

Theorem 3 (Sensibilie) Soit F une fonction deé&partition sur (R, B), et soit Y
une variable adatoire eelle cefinie sur(R, B). Si, pour toutt eel, I'équation/ Y(y,t)
dF(y) = 0 définit sans ambigité une fonctionnelle T sur

G={G=(1-¢)F +&d,x€ R,0<e<¢g}

pour ungg de[0;1] et si, de plus, t Y(y,t) est continue @rivable, de ériveel/' (y,t)
telle que|y'(y,t)] < g(y) pour une fonction g ded(F), alors la suite{Ty}nen @ pour

courbe d’ influence: K TE)
_ —P(x, T(F
el = Ty, T ) aFy)

3. THEORIE UNIFI EE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

3.1. Casdiscret

C’est dans le cas discret que la définition d’'un estimateur du maximunmagle v
semblance ne pose en général pas de probleme. En effet; & , ou Py est une loi
discrete dont le parametBeappartient a un ensemb® un estimateur du maximum
de vraisemblance est défini comme

0= arggr;gxP(X =X 0)
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3.2. Cas d’'un mockle domiré

Prenons un modéle dominé par une mesgugar exemple la mesure de Lebesgue.

SoitPy < 1,0 € ©. On considereineversionfg = dij de la densité d& par rapport

a p et la vraisemblance de I'observatiardevientV (0) = f(x|8). Aussi la définition
utilisée dans le cas discret ne peut elle plus étre employée sansue d&yoir une
ambiguité:I'estimateur du maximum de vraisemblan@pédndra de la version choisie
pour la densié. Au lieu de prendre la valeur de la densité au painbserve, on va
considérer un voisinagd(x) de ce point et, en notabt(N(x)) le volume de ce petit
voisinage dex, on aura

P(XeV(x)] 06)~f(x/8)V(N(x))

3.3. Cas d’'un mockle non domirg

Considérons la situation non paramétrique suivante: la famillboideest celle
des lois symétriques par rapport a 0. Le parametre est un parametandktion.
Dans ce cas, il n'y a pas de mesure dominanfmie. |l n’y a donc pas de densités
a comparer. Dans ce cas, deux tentatives ont été faites pour généralissth@en
du maximum de vraisemblance: I'une par Kiefer et Wolfowitz en1956, léaptr
Kalbfleish et Prentice en 1980. F. W. Scholz en propose une troisiemesgplus
satisfaisante.

1. Généralisation de Kiefer et Wolfowitz On prend les probabilitésadamille
deux par deux. A ce moment-la, le coudle Q} est toujours dominé par la
mesure somm® + Q. Cependant, comme ci-dessus, la version des dérivées
de Radon-Nicodym n’étant pas spécifiee, a chaque choix va corresparare u
solution différente.

Exemple:

Soit (x) = ﬁexr{—%) la densité de la loi normall(0,1) et
_ o(x), si x#1,

¢x (0= { 10, si x=1

Soit le modele{Py = fo(X).u=$(x—0).;0 € R} ou p est la mesure de Lebes-
gue, c'est a dire quBy = N(6,1). Supposons que I'on ait une seule observation
x. Alors, I'estimateur dé serax avec la premiere version gt- 1 avec la deu-
xieme, et cela pour tout. Si maintenant on a n observations,xy, ..., Xn, c€
serax; — 1 pour I'une des statistiques d’'ordxg) — 1. On voit donc que cette
généralisation a les mémes défauts que le cas continu: I'estimateurddépen
la spécification choisie pour la version de la densitéoins que la version de
la densié ne soit, a priori, une dorée du probdme
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2. Généralisation de Kalbfleish et Prentice Cette généralisation@diesée par
Kalbfleish et Prentice dans le contexte des durées de survie et pour &&stim
de Kaplan-Meier de la fonction de répartition. Elle consiste a foaneer les
données de la maniere suivante:

e Discrétiser les données: elles sont de toute fa¢ on toujours discrét
cause de la limitation de la précision des mesures, de I'arrondi.

e Faire un maximum de vraisemblance sur la multinomiale correspondante.

e Espérer que le maximum de vraisemblance discret va converger vers une
limite quand I'erreur d’arrondi tend vers 0. Ce dernier point n’est pas
encore élucidé (cf Van der Laan, 1995): deux points restent obscurs, le
premier est; y-a-t-il une limite ?, et le deuxieme: cette limite, quand elle
existe, dépend elle du groupement ?

3. Théorie unifiee de F. W. Scholz Cette définition unifiee résdit mariage
des deux idées précédentes: d'une part, on prend les probabilitées pes;ou
et, d'autre part, on considére un voisinage de I'observatio®n définit les
qguantités suivantes:

X un espace métrique de métrique d ,
B la sigma-algebre des boréliens e
P une famille de probabilités syx, B) ,
Alors, ¥x € X, on définit

Définition 1

(o]
M:{NXXE N)QNXE?}

et D(Ny) est le diangtre de N.

X
Définition 2 (Dominance en un point x) Soit PQ, € ?. On dit que P> Q si

e P(Ny)
i (o

ou, par conventior§ = 1.

: NX € MaD(NX) S 8} 2 17

Notation: On notera la quantité qui intervient a gauche dans la formulespeaté
lim P(Ny)
QAN

O
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Définition 3  (Equivalence en un point x) On dit que P et Q soréquivalentes en x
X X
siP>QetQ> P eton note B Q.

Commentaires:

X X
e La relation> est réflexiveP > P VP.

X X X
¢ Elle est transitiveP > Q et Q > R impliquent queP > R.

¢ Si on définit{P}x comme la classe d’équivalence Begourx, soit
{Plx={Qe?:QZP}

X
et & comme I'ensemble de ces classes, ppwariant dang?, alors { %, >}
est un ensemble partiellement ordonné.

« PZQ& IimD(NXHO% existe et est égale a 1.

Définition 4 (Maximum de vraisemblance) La statistique B € P est un estima-

X
teur du maximum de vraisemblance par rappoit etd P si VQ € P tel que Q< Py
alors Qé Py c’esta dire que B est M-V si et seulement si 'une des deux conditions
équivalentes suivantes es@alise:

X
1. Il n’existe pas de loi Q dan® — {Py}x telle que Q> Py

2.
Q(Nx)

Po(Nx)

liminf

<1, VQe P— .

L'existence d'un estimateur M-V n’est pas garantie par cette définition

4. UN PARADOXE DE LA VRAISEMBLANCE

L'exemple suivant est considéré par Fraser(1984), Wolpert(198&)ski (1989)
comme mettant en question les principes de la vraisemblance. On considése, dan
une urne, 6 boules numérotées respectivement k, k, 4k +1, 4k +2, 4k + 3 ettdk +
Il s'agit d’estimer le parameétré € N, qui vautk, aprés avoir tiré au hasard une boule
numérotéS=s. La vraisemblanc¥ (s,8) vaut:
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V(s,0) = 2/6 sis=0
=1/6 sis=40+1
=1/6 sis=46+2
=1/6 sis=46+3
=1/6 sis=46+4

Par conséquent, comnneaxgV (s, 0) = 1/3 pourf = s, I'estimateur M-V def est

u(s)=s

Mais en fait, pour une valeur obsernv&de S, il n'y a que deux valeurs possibles
de©:

D@
|

S si I'on a tiré 'une des deux boules numérot&es
® = [5] silon atiré l'une des quatre autres boules
numérotées @+ i pour 1<i <4,

On peut écrire:

V@, = 0 sieg{s[5]}
= 1 sif=s

On peut donc envisager une deuxieme stratégie

uc(s) = [STl} .

Le paradoxe provient alors du fait que la probabilité que la prens&ratégial ,
qui est celle du maximum de vraisemblance, donne la bonne réponse Saloiy
gue la deuxieme stratégie donne la bonne réponse avec la pribaldj sif est
strictement positif. Dans le cas &est nul, cette derniere probabilité vaut méme 1.
Si I'on considere le tableau croisé de SBebon obtient le tableau suivant:

01 23 456 7 8 9 10 11 12
21111
2 1111
2

D
A WNEFO

2

On peut encore accroitre cette disparité en généralisant I'exemplkedegréale la
maniére suivante: on a dans une urne 99 boules marduee9F boules marquées
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9% +1i, i variant de 1 a 99 Si les deux estimateurs de k sont

uc(s) = [Z;g:zl]
u((s) = s

la probabilité queauc soit correct est supérieure ou égale,8Palors que celle da.
est de 001. Autrement dit, la vraisemblance dg est 99 fois plus élevée que celle
deup.

Les principes en cause sont les suivants:

e LP (Likelihood Principle):
Ce principe est celui selon lequel, toute I'information sur le paraartest
contenue dans la fonction de vraisemblanc® ddant donnée I'observation

Ce principe n’est pas remis en cause par ce paradoxe.

e LPF (Likelihood Preference Principle):
Lorqu’on fait de l'inférence statistique, on doit toujours Ené&f les valeurs de
0 qui correspondent aux valeurs les plus grandes de la vraisemblance.

C’est ce principe qui est remis en cause par cet exemple.

e CPP (Confidence Preference Principle):
Si deux régles A et B donnent des intervalles de confiance pale méme
taille, et si, pour tou®, la probabilité que A soit correct est supérieure ou égale
a celle de B, et, pour au moins @n strictement supérieure, on doit préférer A
a B.
Ce principe donne la préférence a la stratagiedans notre exemple. Cet
exemple met donc en évidence une contradiction entre les deux principes LPF
et CPP.

En fait, il semble queaucunde ces principes ne soit bon. On peut s’en rendre compte
en cherchant une loi a priori s@ = N qui mene , d'un point de vue bayésien, a la
préférence de I'une ou de l'autre des deux stratégiest u .
Soit la loi a priori surN

pi=PO=i),i e N.

Alors
PO=ucls) _ d(s) _ Pu
PO=us) 1-q(s) 2py

pours>0.
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Pour que cela conduise au choix yleil faut que

S 1
Ps2 2P[e]

Cependant, il y a beaucoup de lois a priori pour lesquelie®st préférable, par

exemple:
1

pi = PISE
On peut se poser les questions suivantes:

e Existe-t-il une loi a priori qui conduirait &_ quel que soits ?
La condition a remplir est

Ps > (1/2)pis-1/4
pours=12 ... qui entrainerait que
Ps>2) ps=2

ce qui est impossible.

e Y a-t-il seulement un nombre fini de valeurs de s pour lesquelte®st
préféerable ?
Si c’était le cas, il existerait n au-dela duquel on aurait:

Z ps> 2 z Ps
s=n s=n
ce qui est impossible, sauf si le support@la’était pas infini.

Il y a deux arguments contre le principe LPP:

e Aucune loi a priori sul©® = N ne conduit a la stratégi@_ pour touts.

e Pour toute loi a priori sul® = N, il y a une infinité de valeurs de pour
lesquellesuc est préférable.

Commentaires:

e Sile support d@® n’est plus© = N mais® = {0,1,2,...,N}, ouN est fini fixé,
tout change.
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Exemple: 0<6<4

Le tableau suivant donne les probabilités de ne pas se tromper pourdiest.
la stratégieuc qui est choisie si le critere est maximin.

0 Minimum
0 1 2 3 4
Regle C 1 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3
Regle L 1/3 1/3 1 1 1 13

e Une autre possibilité consiste a utiliser la regle miktg choisir uc avec la
probabilité 23 etu, avec la probabilité A3 lorsque I'observatiors est com-
prise entre 1 et 4, bornes comprises. Dans les autres cas, c'ests=dr®u
s=>5, les deux stratégiax: et u_ sont de toute facon, identiques. On obtient
alors le tableau suivant:

0 Minimum
0 1 2 3 4
Regle C 1 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3
Regle L 1/3 1 1 1 1
Regle Mg 7/9 7/9 7/9 7/9 7/9 7/9

5. UNE GENERALISATION PRATIQUE DU MAXIMUM DE
VRAISEMBLANCE

Une autre approche, qui peut étre considérée comme une généraldatian
méthode du maximum de vraisemblance, a été proposée par Weiss ewifdolfo
(1966), (1974), voir aussi Blyth (1983), Weiss (1986), VoireiWikulin (1993) etc.
On fait ici quelques remarques concernant cette approche.

Soit X = (Xg,...,%,)" un échantillon X ~ f(x;0),8 € © C R:. NotonsL(X;8)
la fonction de vraisemblance d&

n
L(X;8) = [1f(%.8),
al
et soitr un nombre positify € ]Ri. Dans ce cas la statistique

thr
T =T(X)= argmax L(X;8)de, T €0O. (1)
t—r
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s’appellel’estimateur du maximum de probabiligour®. On remarque que en réalité
la relation (1) détermine une famillel;,r > 0} des estimateur§ pour6, ce qui nous
permet de choisir I'estimateur optimal dans un sens ou un autre. Il est akir g

To=IlimT, =6, (2)
r—0

ol1 B, est 'estimateur de maximum de vraisemlence, a condition que le maximum
globale dans (1) soit un point de continuité HeX;0). Si L(X;0) est discontinue
dans ce cas la relation (2) peut étre considérée comme une définitiestimateur

du maximum de vraisemblance. Cette convention nous permet d'inGudans la
classe{T;} et par conséquent de considérer, suivant en cela C. Blyth, la méthode du
maximum de probabilité comme une généralisation de la méthodaaimum de
vraisemblance.

Exemple 1
Soit X = (X1,X2,..., %) " un échantillon,

exp—(x—8) x>0,

X ~ f(x;0), 0ecO=R! f(x;e)—{o_ X< 0. 3

Il est bien connu que la statistigXg;) = min(Xy, ... ,Xy) est I'estimateur du maximum
de vraisemblance po. Pour construire un estimateur du maximum de probablité
il nous faut trouver n'importe quelle statistiqie pour laquelle

/Tr*r L(X;6)de

Tr—r
atteint son maximum global. Blyth a montré (1983) que
Tr = X(l) — I (4)

Par des calculs directs on peut montrer que le le risque quadratique

2r 2

E(T,—0)°=r’-=+2=

( r ) n + n2

de l'estimateurT; atteint son minimum quand= 1/n,

. 1
E(Tyn—0)%= minE(Tr — 09)% = o
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On remarque que

2

2

E(Xq —6)°= = (6)

et donc de ce point de vue I'estimateur du maximum de probabilité edfeor que
I'estimateur du maximum de vraisemblance, qui est superefficace dans ce modele et

par conséqueryy est inadmissible par rapport a la fonction de perte quadratique.

On compare maintenant ces deux méthodes par rapport a la fonction de goerte d
Laplace. On trouve facilement que on minimise le risk
. .1 0.693
minE | T, -0 |= mrln{ﬁ(nr— 1+ 2e”r)} -

si on choisitr = (In2)/n. Donc I'estimateutj, )/, est le meilleur dans la clasg@; }
par rapport a la fonction de perte de Laplace. On trouve en méme temps que
1
E[Xy-0l=.

et on en tire de nouveau que I'estimateur du maximum de probabilité iefieun
que I'estimateur du maximum de vraisemblance et donc I'estimateur de maxda
vraisemblance est inadmissible par rapport a la fonction de perte daceagXy
est superefficace puisque sa variance est plus petite que la borne de-Beamén
peut trouver d’autre exemples intéressants on peut trouver chez Bi8B)(Mbinov
et Nikulin (1993, 1996).

6. METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMLANCE ETLAM  ETHODE DES
MOMENTS

Soit X = (X1,X2,... . %) un échantillon, et d’aprés I'hypothese
Ho: X ~ f(x;8), 0=(01,....0)" €cOCRS,

f(x;0) = h(x) exp{ i kak+v(9)}, xe X CR, (1)
K=1

oU X est un ensemble borelien daRs,
X = {x: f(x;8) > 0} pour toutd € ©.

La famille (1) est tres riche, on y trouve, par exemple, la famille des loisnales
N(p,0°)

X — 2
exp[‘( 205) } X <0, ©={0=(10)7 ;| p[<w,0>0},

f(x;e)_\/Zl_T[U
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et la famille des lois de Poissd?(0) :

X

f(x,0) = %e’e, Ae{01..}, 8€O=]0,0,

appartiennent a (1) avec= 2 ets= 1 respectivement.
Supposons que

1) Le supportX ne dépend pas d&

2) Le Hessien
62

()=~ | 355 1®)

(sxs)

de la fonctionv(8) soit défini positif sur®.
3) Le momentas= EX$ d’ordre s existe.
Dans ce modelély
Un = (lezixz 21&3 ,iﬁ)T
e R = i= i=

est la statistique exhaustive minimale. De (1) on trouve que

3)

—gradv(6) = a(B) = (a(8),a2(8),...,as(0))", (4)
et donc la statistique
T, = %un (5)

est le meilleur estimateur sans biad UE , minimum variance unbiased estimateur,
voir per exemple Voinov et Nikulin, 1993) poa(6), car

EgTn=a®), 6¢co, (6)

et cette relation nous permet d’une fagon unique d’obtenir I'estim&gpour 6 par
la méthode des moments de I'équation

Th=2a() (7)
en fonctions de la statistique exhaustiyg

Par ailleurs, les conditions 1)-3) nous garantissent I'existence darlasur de
maximum de vraisembland, qui est la racine unique (!) de la méme équation



On en déduit donc que pour la famille exponentielle (1) les méthodeaakimum
de vraisemblance et des moments nous améenent au méme estihated,, de6.

Exemple 1

On connait bien que pour la loi Qorma@(p,cz) I'estimateur de maximum de
vraisemblancé, pour® = (1,0°)" estB, = (X,,$2)T, ou

Yo = %;x sﬁzﬁéocin)z, (8)

et donch, = 6;;.

Exemple 2

Soit X = (Xg,... , %) T un échantillon, et d’apres I'hypothest:

X

Xi ~ f(x8) = %efe,xe X={0,12..}.
On connait bien que dans ce cas
B = 6}, = X
Enfin on note que cette remarque nous permet de considérer la méthoecksden-

lance comme un cas particulier de la méthode des moments, voir Huber éinNiku
(1993), Greenwood et Nikulin (1996).

RECONNAISSANCE

Les auteurs sont reconnus a un arbitre et a C.M. Cuadras par leur outites co
mentaires.
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The maximum likelihood method is both one of the mostly used andobriee
most controversial method in statistical estimation. It is intuithegbpealing because
the likelihood appears to capture the whole available and useful infmmatntained
in the data, and it has, too, a theoretical justification, via its excellemhgi®tic
properties under regularities conditions on the underlying modethatarn out very
often to be even optimality properties.

Nevertheless, this method has several which drawbacks have been pointed out by
L. Le Cam [1979] and P. J. Huber [1981], but also, among others, byetksBn
[1980], R. R. Bahadur [1958], D. Basu [1980], T. S. Ferguson [198R Goldstein
and J. V. Howard [1991], S. Dharmadhikari and K. Joag-Dev [1985], WdBov and
M. S. Nikulin [1993] among others. As this method is universallyemaiple, there
is a tendeny to use it sometimes without much care, which leads to disastsults.
One of the most famous examples is the one of Le Cam which exhibits amaaxi
likelihood estimates which is not consistent (as the nunmbef observations grows
to infinity, it converges to twice the value of the parameter it is supgds estimate,
because the number of nuisance parameters involved in the model increases at speed
n) [L. Le Cam, 1979]. The likelihood itself is a source of problemsewlhere are
several versions of the probability density. Moreover, convexity @riigs are needed
in order to get a global maximum, otherwise it is difficult or even ingiloe to get
an overall maximum. And even though the estimate is unique, in that veoyifalle
case, it happens very often that the likelihood curve is very flat in a neighbod of
the maximum so that a big change in the estimate results in a very tidyfioation
of the likelihood, which results in numerical problems and lack of reliighdf the
evaluation of the estimate.

It is thus necessary, as is recommended B. Efron [1980], to be rather cahefnl w
using this method, and, in that case, no major disaster is to be fearedtphrjway
two intrinsic drawbacks are to be taken into account:

1. First, the lack for a definition of a maximum likelihood estimateswlthere is
an ambiguity upon the version of the density which has to be in useser el
when the model is not dominated. F. W. Scholz [1980] tentatively defined a
unified version of the maximum likelihood. It seems that it is not welbn
and that this interesting idea did not spread as much as it should have done.

2. Second, the lack of robutness of the most usual maximum likelihdodagss,
those related to the gaussian models. Imbedding those estimates irotke m
generalM—estimates [P.J. Huber, 1981], is a way of correcting the lack of
stability of certain M-L estimates.
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This paper treats of three different topics:

e The properties of the maximum likelihood estimates considered as a speeial cas
of M estimates under regularity conditions of the statistical model: cemsigt
asymptotic normality and sensitivity.

An M estimate is a solution of equation
n ~
Zlcb(Xi,G) =0
i=

where §(x,t) can be chosen to be equal fx,t) = ""O%tﬂ, which is the

special case of an M-L estimate regularity propertiega@nsures consistency,
asymptotic normality and also robutness through the concept of isdgsit

¢ A tentative unified theory of the maximum likelihood based on FW. Schol
approach.

e A paradox arising from a misure of maximum likelihood is given on ddin
probability space.
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