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CON MODELOS DE SUPERPOBLACIONES:
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Se analiza la estimacion lineal de la media poblacional desde el punto
de vista de los modelos de superpoblaciones con pardmetros desco-
nocidos y correlacién no nula. La posible ezistencia de errores de
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les como la insesgadez asintdtica respecto al diseno de muestreo y
la robustez débil, deseables para asegurar la robustez de los estima-
dores frente a este tipo de errores. Se establece, ast, un criterio de
seleccion entre estimadores lineales asintdticamente insesgados res-
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1. INTRODUCCION

En la estimacién de la media poblacional bajo la suposicién de un modelo de
superpoblacion que ligue la variable de interés a una o mas variables auxiliares,
resulta obligado considerar estimadores robustos frente a fallos en la formulacién
del modelo de trabajo. Si los pardmetros del modelo son desconocidos (hecho,
por otro lado, habitual), la estimacién de dichos parametros lleva consigo la
dificultad para obtener estimadores de la media poblacional que sean insesgados
segin el diseno de muestreo. En este sentido, adoptaremos el punto de vista
clasico, defendido por Hansen, Madow y Tepping (1983), exigiendo la insesgadez
asintdtica respecto del diseno de muestreo, o p—insesgadez asintética, de los
estimadores, como primera garantia de robustez; este hecho requiere la definicién
de un marco asintético.

Sin embargo, aunque la p—insesgadez asintdtica es necesaria, no es suficiente
para que una estrategia de muestreo sea dptima en el sentido de minimizar el
error cuadratico medio esperado, criterio que utilizaremos para medir la calidad
de un estimador (Godambe, 1955; Sarndal, 1980). Por ello, Tam (1988) considera
otras propiedades de interés, tales como la insesgadez respecto al modelo y la
robustez débil, o robustez frente a un error de especificaciéon en la matriz de
covarianzas del modelo.

En este trabajo, generalizamos la definicién de estimador débilmente robusto
debida a Tam (1988), con objeto de utilizarla en contextos con correlacién no
nula, considerando, unicamente, estimadores lineales.

El resultado que presentamos sugiere que, dados dos estimadores lineales
asintoticamente p—insesgados y débilmente robustos, deberiamos elegir aquel
con menor sesgo seguin el modelo porque, asintoticamente, es el de menor error
cuadratico medio esperado. La extension del resultado obtenido por Tam (1988)
a un contexto con correlacion conlleva, sin embargo, la necesidad de exigir una
serie de hipotesis adicionales.

2. DESCRIPCION DEL MODELO

Sea {7} una sucesién de elementos, estando, cada uno de ellos, asociado a
un numero desconocido, y;, ¥ a un vector conocido, z;, de dimensién ¢ x 1.
Adoptando el marco de trabajo de Isaki y Fuller (1982), definimos una sucesién
de poblaciones finitas, {U:}, de tamanio Ny con 0 < N; < ..., tal que U; estd
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formada por las N, primeras unidades de {i}, Uy D U; contiene los Ny primeros

elementos de {i}, etc. Asi, U; se expande haciendo tender N, a infinito, cuando
t tiende a infinito.

Para cada poblacién, U, consideraremos que y; = (y1....,yn,)" es una
realizacién del vector aleatorio Y; = (Y7....,Y¥n,) relacionado con la matriz
Xt = (z1,...,zn,) a través del modelo de superpoblacion € dado por

Ee(Y1) = Xi83
Ee[(Y: — X B) (Y, — X,8)] = o*V,

donde E¢(-) denota la esperanza respecto al modelo . 3 es un vector de di-
mensién ¢ x 1 desconocido, ¢* constante conocida y Vi = (v;;). matriz simétrica
v definida positiva con la siguiente estructura:

o g 1=k
Vik = plviv)V? i#k

con v; > 0 conocido (1 =1, ..., N¢) y p conocido verificando la condicién —( .\, —
1)~! < p < 1. Supondremos que X, es de rango completo gq.

Sea {s;} una sucesion de muestras obtenidas a partir de {{’;} mediante una
secuencia de disenos de tamafio efectivo fijo {n;}, de modo que s; esta formada
por ni elementos distintos de {'}. s» estd formada por ns elementos distintos de
Us. etc.: ny < mo < ...y ng < Ny Vt. El hecho de que también n, tiende a
infinito esta implicito en la condicién C.3 de la siguiente seccion. Destaquemos
la no exigencia de que n, crezca con la misma rapidez que Ni.

Llamaremos m;; a la probabilidad de que la i—ésima unidad esté incluida en
la t—ésima muestra. e [;; a la variable aleatoria que vale 1 si la unidad i—ésima
estd en la muestra t—ésima v () en caso contrario.

Sin pérdida de generalidad listaremos primero las unidades de la muestra,
realizando. asi. las siguientes particiones:

}.! - (}-S/{‘ )—r/l )/
‘\'z = (\:,‘\;r)/
. I, 0
[y = diag(mye o o7nge) = ( O I >
l, = (l/ L )l

s¢t iy

donde 1, es el vector de dimension Ny x 1 v s, v r¢ indican el conjunto de unidades
de la poblacion que estan y no estdn en la muestra. respectivamente.



Denotaremos por {e;}, una sucesién de estimadores lineales homogéneos, es
decir,

€ = L;Ys‘ = Nt_l(llsu ceey lntsz)YSt

Definicion 1

Diremos que una sucesién de estimadores lineales, {e;}, construida a partir
de la sucesién de poblaciones, es asintdticamente insesgada segin un diseno, p,
o asintéticamente p—insesgada para Y; si

lim [Ey(e) = ¥ = 0

N,

donde E,(-) es la esperanza respecto al diseno de muestreo p e Y, = & doiny

n: Y.

Por simplicidad, hablaremos de estimadores asintoticamente insesgados se-
gun el diseno o asintéticamente p—insesgados.

Definicién 2
Un estimador, e;, es insesgado respecto al modelo, o £é—1insesgado, si

Ef(et—)_/t):O Vs.

Admitiremos que se cumplen las siguientes condiciones generales, habituales

en la literatura del muestreo en superpoblaciones (Robinson y Sarndal, 1983;
Wright, 1983).

C.1 limsup,_ o, NI—IZINZ'I xf < o0 j=1,...,¢
C.2 limsup,_. Ep(G;¢)? J=1,....q
C.3 liminf,_ %‘L min;<i<n, Tig > 0
2
C.4 limsup,_. o %—max#k |mike — Tiemke| < oo donde ik = p(Liy = Iky = 1)
son las probilidades de inclusién de segundo orden
C.5 limsup,_ o VL,Z:\:(I 1; < o

C.6 Dado un disenio de muestreo p, existe una constante k tal que para un t
suficientemente grande,

q
ne Y Ee(8; - Bj0)* < k<o

i=1
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C.7 limsup,_ ., N, ! Zf\]:'l Yi< o0

El estimador de regresion generalizado?:

1 _ 1 _ 5
era(@) = 1,5 Ye, + = (U'X: — 1, 71 X, )B3(Q.,)
Nt Nt '
con 3(Qs,) = (X;,Qs, Xs,)7 X!, Qs,Ys, ¥y Qs,, matriz simétrica y definida po-
sitiva. es asintoticamente p—insesgado bajo las condiciones C.1-C.4 (Casas v
Guijarro, 1993)2.

Con objeto de simplificar notaciones, prescindiremos, en ocasiones. del sub-
indice t.

Definicion 3

Un estimador lineal. e, de Y es robusto frente a un error en la especificacion
de la matriz de covarianzas. o débilmente robusto, si, para cada s con p(s) > 0.
se cumple:

1
Q! <L - Nnan) € C(Xy)
para alguna matriz Q;, simétrica y definida positiva. C(X,) denota el espacio

h% 9 -1
- generado por las columnas de X, y Ilo;=diag (7o, . . ., Ton)= N <Z;\:1 1‘11/-)
/2 vrl/z).

y ottty

diag(vlI

Tam (1988) demuestra que una estrategia de muestreo, es decir. un par (¢. pg)

donde ¢ es un estimador lineal de Y y po un disefio de muestreo con probabili-
. -1

dades de inclusién mp; = n (Zf\:l vl/z) 111-1/2 (Vi), es optima. en el sentido de

minimizar el error cuadratico medio esperado, si el estimador es £ —insesgado y

'Elemento de la clase de estimadores QR (Wright, 1983):
1 1 N
€QR = ?1;R5Y5 + 7\—;(1’)( —1.R:X)3(Q:)

para R. = 1171,

2De hecho Casas y Guijarro prueban la p—insesgadez asintética del estimador de regresién
generalizado bajo las condiciones C.1, C.2 v

.. Nt .
liminf — min =, >0
t—oo My 1<i1<Ny

Tikt

lim inf
t—oo

_ 1’
Tt Tkt

menos restrictivas que las condiciones C.3 y C 4.
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débilmente robusto. Este hecho justifica, por si solo, la introduccién del concepto
de robustez débil.

3. ESTIMADORES LINEALES p—INSESGADOS Y DEBILMENTE
ROBUSTOS

En el siguiente resultado probamos que, dados dos estimadores lineales asin-
toticamente p—insesgados y débilmente robustos, aquel cuyo € —sesgo sea menor
tiene, también, menor error cuadratico medio esperado.

Teorema

Sean L.,Y; (m = 1,2) dos estimadores lineales de Y, asintéticamente p—in-
sesgados y débilmente robustos, verificando las hipdtesis siguientes:

H.1 limsup,_ o 3 maxicicn, Ep(12,, i) < o0

H.2 limsup,_, o, maxi<i<n, |Ep(lm,, Lit) — 1| < 00

H.3 limsup,_, , n¢ maxizk |Ep(Im,, lm,, litIkt) — 1] < 00
con ‘Lﬁn =N myss A, )2

Si el £—sesgo de LY, es mayor que el de L,Y; (ambos en valor absoluto),
entonces

Jim ne[Ep Ee(L1Y: = Yi)? = Ep Eg(LyY, = Y1)*] 2 0
— 00
es decir, se verifica asintéticamente:

EpEe(LY, = Y1)* > EpEe(LyY, — Y1)

para un diseno de muestreo dado p.

Demostracion

El hecho de que los estimadores considerados sean débilmente robustos nos
permite la siguientes descomposicién:

: bi -1 ; ntoLice

3Deberiamos escribir L], Y:, = N, (Imygy -1 lmn,s,)Ye,, estimador asintdticamente
p—insesgado de Y;; mantendremos, sin embargo, la notacién inicial a fin de simplificar las
expresiones.
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L:n}s = €rc t+ <L:rn)<s - ltXt) B

N;
para alguna matriz @, simétrica y definida positiva. *

Asi, podemos escribir

i X 7
nEpEe(LL,Y, = Y)? = n(E, Eq [e:m + (L’Xs - ‘> 3— Yt] +
Ve

. UX nE
nE,E¢ [E'RG — € — <Lm‘\s - ) (83— 3)] +
Ve
1'X _
20, E, Ee [e;G + (Lﬁn,\'s - —\)i) g - };} :
N
'Y

N > (3 - 3)}

donde ¢}, es la variable aleatoria que resulta de sustituir 8 en €rc por 1,
parametro desconocido.

£l !/ -
' |:6RG ~ €rc T (Lm‘\s -

Acotemos cada uno de los sumandos:

] . Ux . I R .
€he + <L’m);s - Lﬁ) I-Vi= - Vit 8> i, Lt = Dy,
‘ ‘ j=1 =1

con 3; componente j—ésima del vector 3.

Elevando al cuadrado y tomando esperanzas tendremos que

9

= Iy llz)(t ; Cr B
TlgE'r\EE CRG+ Lm‘\s- . 3—};

ivt

puede expresarse como

. - o n
nEp Ee(Ge =Y  + 5 Ep [ D Biom,,

con

Conyy = Z(lzs L — 1)1‘1]

*Para dar mayor fluidez a las notaciones escribiremos erc Yy O en vez de erc(Q) y B(Qs).
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Bajo las condiciones C.3-C.5:
neBy Eeleng — ¥1)? < o0
cuando t — oo (Casas y Guijarro, 1993).

Ademas,

Pero,

Ny

2
Z(lm,slit - 1)1?1']] =

=1

n !
= N_:z D Epllm, i — 12} + =% ZZE (no Lit = DI, Tee = Daijag;
i=1

1=1 i#k

ny ny

]\,2 P(Cm,t) = N—tzEp

Desarrollando cada sumando:

N, N,
ng ¢
¥z > Ep(lm,, L — 1)%2% < 2 > Ep(, L)zl +
1= i=1
n N
t 2
+27V? Z[l — Ep(lm, Li)]a;; <

Ty
<_

e Byl ] ( Z%)
2y, o —1'<A Z)

cuando t — oo por las condiciones H.1, H.2 y C.1.

Con respecto al segundo sumando:

ZZE (b Lt = V(bny ke — Dagjzey =

i=1 i#£k
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n
= t ZZ mxs mksIztIkt) Ep(lm”I,'t) - Ep(lmkslkt) + 1].’Eij.’l:k]' =
’ i=1 i#k

zz (Ep(lm, bmy, LicIks) — Vzijae; +

i=1 i£k

ZZ (1 = Ep(Im,, Li)]zijze; +

‘lez;tk

Ny
¢
+7 Z Z[l = Ep(lmy, Ikd)lzijze; <

Uizl igk

Ne 2
<n, maxlE modmy it dke) — 1| —5 NZ (Z |111|)
=1

9

“”H??%ﬁ"l—@(’”” X <leul> <

Ny
1 2
< nemax [ Ep(lon, b, L) = 5 (Z wa) +

=1

+2n;, Lna,\ 11— Ep(lm,, zt)‘ (Zzn> <X

cuando ¢ tiende a infinito. aplicando H.2 y H.3.

H

Acotemos ahora la expresion.

, q2
neLpEg [ﬁm — €he — (L/m,‘{S — T) (3 — 3)] =

2

= EpEe(ens =€) +
X ST
ntEpEEKL’mX,,— \,‘)(5—3)} +

EAR4

1Y :
+20 EyEg(Crg — €he;) KL;" N, — —'\—’> (3 - 3)]
A

Teniendo en cuenta que

.o LY 1 =
(Lm‘\ N ) (F=3) = = 2 =) D die = Dy

ot t]':l 1=1
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Elevando al cuadrado y tomando esperanzas respecto al modelo resultara:

2
q

q q
N2 Ef Z(ﬁ] - ,Bj)cmjt < %Z Eﬁ(ﬂj - :Bj)Z Zc?n,t

ji=1 j=1 j=1

Por la condicién C.6, dado un disefio p, existe una constante K tal que, a
partir de un t suficientemente grande:

I" 9 [\r q N,
—]V—}iZEP(C’ant) = 0B D (e — 1)} +
i3 1 P
K
+ 2 Zz(lm-s it = D)(lmy, Iee — Dzijae; | <
1 i=1 1#k
Ny
K ny 1 )
- 1 Ny
o) — — 2
N; 1414N, |Ep(tm.. Lit) = 1] (Nt Z“%)
I}'l#a;cX]E (mulmks.[”]kt — ll < Z,’L‘l])]
1 ¢ Ne
+ k?mz <1max |Ep(lm,, lit) — 1|Z:1:,]>

i=1

[~]

—
N
jon]

Expresidon que tiende a 0 cuando t — oo por las condiciones H.1 y H.3.
Ademas, las condiciones C.1, C.3, C.4 y C.6 permiten asegurar que

tlim nEpEe(enc — €hs)> =0

Por ultimo, por la desigualdad de Schwartz se demuestra que

X
2nEpEe(erc — €ng) [(L:nxs j\ t) (8- B)}
t

V¢

Iy 1;){1 -
- <Lm)£5— N, >(B 3)}

convergen a 0 cuando t — oc.

1) X :
2n,E, E; [e;G + (LLHXS - ‘) 8- };] [em e —
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De todo lo visto se deduce que

. § X :
nEyEe(L,Ys — Y)? = ny Ey Eg(ehs — Yi)? + ni By KL;”XS - fV ’) 5] + 0,
iVt

con limy_. o, O; = 0, es decir, asintdticamente,

_ - X :
By Ee( LY. = Yo = By Be(eng — Y07 + By | (10X, = 120 ) 5]
Vi

Por tanto, si
X 11X
L'X. — tAt > L rs ot /
‘( 1 YS ]vt > B‘ il ‘( Q‘X ]\"t ) 3}
esto es, si el {—sesgo de LY, es mayor que el de LY (ambos en valor absoluto),

resulta , ,
X, : Lo UX 2
E, [(Lg,\s - —th >ﬁ] >E, [(LQ,xs _ }v}t> ﬁ]

va que el valor medio esperado respecto al disefio del cuadrado del £ —sesgo es
una funcién creciente. Se concluye, asi, la prueba del teorema.

4. APLICACION A UN MODELO ESPECIFICO

Sea el modelo
Ef(}z) = 8y + Byz;
Ee[(Yi = 30 — Bi2:)?] = o’z
Ee[(Yi = 8o — 812:) (Y — 30 — J1ai)] = o?plaiai)'V?
con 39 # 0. 3; # 0 v o constantes desconocidas y z; > 0 paraz=1..... N

Consideremos las estrategias de muestreo (L)Y, po) v (L5Y5, po), donde

o Yo/
LII}fs — J«:Z‘LGS /
ZiEs‘ri/ﬂ-i

es el estimador de razén generalizado (Brewer, 1963).

L;);:%Z%

1
1ES
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es el estimador de Horvitz-Thompson y, por dltimo, pg es un disefio de muestreo
con probabilidades de inclusién

1/2
Tl.’l,’i/

N 1/2
Zi:l zi/

Tio =

Se demuestra de modo sencillo que L{Y; es asintéticamente insesgado segiin
el disefio de muestreo po (Sarndal, 1980). El estimador de Horvitz-Thompson,
como ya es sabido, es insesgado para cualquier diseno de muestreo.

Las condiciones C.3 y C.4, junto con la aplicacién del teorema de Slutsky
(Sarndal, 1980), mediante el cual sustituimos en el limite una funcién de las
medias muestrales por la misma funcién de sus valores esperados, nos permiten
demostrar que L{Y; y L,Y; cumplen las condiciones H.1-H.3.

El estimador L}Y; es débilmente robusto, sin més que considerar la matriz
s=diag (z!% ..., z1%) (Tam, 1988). Ademads, como
g 1 n

1 -1
LYY, = Nl’sﬂs Y,
basta tomar el estimador de Horvitz-Thompson con el disefio de muestreo 6ptimo

po para que, trivialmente, se cumpla la definicién de estimador débilmente ro-
busto.

Estamos, pues, en condiciones de aplicar el resultado que nos sugiere la

eleccion del estimador con el menor £—sesgo. Sencillas operaciones nos con-
ducen a

-1
Ee(LY, —Y) = .'Z(Zzi_l/2> (Zﬁ“) -1] 8o

s s

N 1/2
/ v _ Zi:l xi/ -1/2 _
Ef(LQYS Y) - Nn Zzi 1

+
Ng
=i =
S8
=z
™

™

8
=z

L&)
N—————

|

81
—

)

El hecho de que el £é—sesgo del estimador de Horvitz-Thompson, LY, de-
penda, no sélo de 3, sino también de 8; # 0, nos lleva a descartarlo, prefiriendo,
en este caso, el estimador de razén generalizado, LY.
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ENGLISH SUMMARY:

ASYMPTOTIC DESIGN UNBIASEDNESS AND ROBUSTNESS
OF LINEAR ESTIMATION UNDER SUPERPOPULATION
MODELS: A SELECTION PROCEDURE

José Miguel Casas Sanchez and Marta Guijarro Garvi

1. INTRODUCTION

Estimation of means under superpopulation models leads to the necessity of
looking for robust estimators when the model is misspecified.

This work assumes a superpopulation model with correlated residuals. In

such context, a rule for choosing among weakly robust and asymptotically design
unbiased linear estimators, is suggested.

2. MODEL DESCRIPTION

Following the asymptotic framework of Isaki and Fuller, a generalized defi-
nition of weakly robust estimator is presented.

This definition assumes y; = (y1,...,yn,)’ to be the realized outcome of a

random vector Yy(Y7, ..., Yn,) related to the matrix X; = (zy,...,zn,) through
the superpopulation model &
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Ee(Y:) = X8
Ee[(Y: — X:B)(Y: — X.8)] = 0*V,

where V; = (vig) is a positive definite matrix with non cero correlation coef-
ficient.

Weakly robustness, asymptotic design unbiasedness, model unbiasedness and
C.1-C.7 conditions, play a central role in this paper.

3. ASYMPTOTICALLY DESIGN UNBIASED AND WEAKLY RO-
BUST LINEAR ESTIMATORS

Under H.1-H.3 and given two veackly robust and asymptotically design un-
biased linear estimators of Y, L] Y;(m = 1,2):

EpE¢(L)Y, — Y1)? > EpEg(LyY, — Y1)

asymptotically and for all sampling designs p, if the model bias of LY is bigger
than that of L}Y; (in absolute terms).

4. APPLICATION
Under the model
Ee(Y:) = Bo + Brzs
Ee[(Yi = Bo — Brz:)?] = o’z

Ee[(Y: — Bo — Bizi)(Ye — Bo — Bizi)] = o’ p(zizy)'/?

it can be easily proved that

-1
Ee(LiY. - ¥) = [i (Zzﬂ”) (Zzé”) - 1} %
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and

Bo +

N _1/2
/ oy | Zim ”i/ -1/2) _
Ee (LY, -Y) = N 5 x; 1

N 1/2
¥ [—E‘Ef " (Zw%’z) —fc] 2
1 N
with 7 = Z;z and
__mal”
TOT SN I
1=1 "1
where v
LY, = f———Zies /i

ZiEs xi/ﬂ'i

is the generalized ratio estimator and
1 Y:
LYY, = — =
20 N Z ™
1€Ss
the Horvitz-Thompson estimator.

Since E¢(LyY, — Y) depends not only on By, but in B; # 0, application of
the theorem shows that L{Y; is better than LY.
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