LES CORRECCIONS DE CONTINUITAT EN
DISTRIBUCIONS BINOMIAL I POISSON, I
LA CORRECCIO DE YATES EN EL TEST
KHI-QUADRAT EN TAULES DE
CONTINGENCIA 2x2

M.S. NIKULIN*
C.M. CUADRAST

Aquest article desenvolupa i comenta diverses correccions de con-
linuitat a les aprorimacions normal i khi-quadrat d’algunes distribu-
cions discreles.

INTRODUCCIO

La correccié de continuitat en les aproximacions a les distribucions binomial,
Poisson i khi-quadrat relacionada amb les taules de contingéncia 2x2, és un
tema sovint no ben conegut per professors, usuaris i estudiants d’estadistica. Per
exemple, la correccié de continuitat de Yates tendeix a donar un estadistic khi-
quadrat baix i aleshores el test és conservador (tendéncia a acceptar la hipotesi
nul-la tot i no sent certa).

En aquest article es proporciona una justificacié de la correccié de continuitat
~en les distribucions esmentades, que és il-lustrada amb exemples.

1. CORRECCIO DE CONTINUITAT PER A LA DISTRIBUCIO
BINOMIAL

Sigui v una variable aleatoria i considerem la hipotesi Hy afirmant que v
segueix una distribucié binomial B(n,p) amb parametres n i p, (0 < p < 1).
Aleshores sota Hy tenim
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Ev=np i Varv=np(l-p).

Com és ben sabut, pel teorema de Laplace-de Moivre tenim

. 4 -»—anp ~ o
(1) nlinc}op{m < ZIHO} = ¥(z),

on @ és la distribucié normal N(0,1). Es a dir, sota Hy la variable aleatoria v
és asimptoticament normal amb parametres np 1 np(1 — p). A més, el teorema
Laplace-de Moivre ens diu que per a qualsevol p, 0 < p < 1, essent n — oo

_ z—np+c _1_
@) P{v<z|H} =3 (——m) +0 ( ﬁ) ,

on ¢ és un numero real que sovint és 0. En la practica estadistica hom agafa ¢
igual a 0.5 i aleshores es parla de la correccid de continuitat. Es facil justificar
I’eleccié de ¢ = 0.5 tenint en compte que la variable aleatoria n — v segueix la
distribucié binomial B(n,1 — p), i atés que per a qualsevol z =0,1,...,n

Plv<z}+P{r>z+1}=1

tenim
P{v<z}+P{n-v<n-z-1}=1

Aleshores de (2) obtenim que per n — oo

z—np+c _z—np+(l-c)) _ 1
©) @(—m— an))*‘I’( Rz T )‘”O(ﬁ)'
Perd sabem que
(4) O(z) + ®(—2) =1, z€R;

llavors, si ¢ = 0.5, la suma a (3) val exactament 1. Aixi, amb la correccié de
continuitat ¢ = 0.5, de (2) tenim que per a n — oo

(5) P{v<mlH} = ‘P<m—_ﬁ%%)§>+0<%>
P{v>M|Ho} = 1-P{r<M-1|Ho}=

_M—O.S—np _1_
o o(Hzosm (1)
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on 0 <m,M < n. De (5) 1 (6) se segueix que si volem tenir un criteri estadistic
per contrastar el test d’hipotesi Ho amb nivell de significacié ~ « (0 < o < 0.5),
aleshores cal rebutjar Hy si

v+05—mnp o v—05—np @
(7) oLl ) <2 g g 2o mP) 2
Vnp(l—p) ) ~ 2 \ vnp(l-p)) ™ 2
on v és I'observacié de la variable. Aixo significa que rebutgem Hj si es presenta
un dels dos esdeveniments:

v—np ay 1

? s < ') imry
v—np o 1

© v 2 @) ey

essent ¥(z) la funcié inversa de ®(z). De (8),(9) tenim que Ho ha d’esser re-
butjada si

2
«a 1
- 5) * 2¢/np(1 -P)} ’

perqué ¥(z) + ¥(1 —2) = 0,z € (0,1), on X2 segueix asimptdticament la
distribucié khi-quadrat de Pearson amb un grau de llibertat. Aixi si escollim el
valor critic

2
(11) Co = [\If (1—%)+2—7;%1—_p—)]

obtenim un criteri khi-quadrat per contrastar Hy amb un nivell aproximat de
significacié «. El segon terme que hi ha dins (11) és aleshores ’anomenada
correccié de Yales, que és una conseqiiéncia natural d’introduir la correccié de
continuitat a (5). Cal remarcar aqui que sovint a la literatura estadistica la
correccié de continuitat de Yates és utilitzada incorrectament.

(10) P

" np(l-p) = \Il(l

Exemple 1

Suposem que tenim un generador de nombres aleatoris z;, z3, ..., Z,, ... que
son considerats (hipotesi Hg) com a realitzacions de variables aleatories inde-

pendents X1, X5,..., Xy, ..., amb distribucié uniforme discreta sobre el conjunt
S=1{0,1,2,...,9}, és a dir,

(12) P{X, = ilHo} =0.1, i€ S.
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Ara suposem que tenim una mostra X = (X1, Xo, . .. , Xn)T de grandaria n=10000,
produida per ’esmentat generador aleatori, i volem contrastar H si la mostra
X és acceptable, enfront de ’alternativa que no és acceptable com a provinent
d’una distribucié uniforme discreta (12). Si a la mostra els nombres z; no exce-
dint 4 foren observats només 4901 vegades, a quin nivell de significacié hem de
rebutjar Hy?

Solucié
Sigui p, = freq {X; < 4}. De les observacions tenim que

o 4901
= = o005 = 0+490L,

que és bastant proxim a 0.5. Consegilientment, si la nostra suposicié (hipotesi
H ) és correcte aleshores p, té una distribucié binomial B(n, p) amb parametres
n = 10000, p = 0.5, i, sota Hy,

(13) Epn =np=5000 i Var g, =np(1-p) = 2500.

Aixi, per a qualsevol z =1,2,..., pel teorema de Laplace-de Moivre tenim que
(amb la correccié de continuitat 0.5)

n n
Pl —np| SolHo} = P{Z-2<m<+z}n

~ & (0.5n+ z+4+05— 0.5n> o (0.5n —z-05— 0.5n> _
- Vn-05-05 Vn-05-05

(14) =20 <2’:/'%1)-1.‘

Sigui a el nivell de significacié, 0 < o < 0.5, del test amb regié critica

n
(15) ’C"—{#"_E >z}.
En aquest cas, a un donat valor critic z correspon el nivell de significacid
2z +1
6 ~2-29 =
(16) a2 ( T ) , (n = 10000)

com es dedueix de (14). En particular, si z = 98, aleshores tenim

2x98+1

az2—2<1>< Tn

) —1=2-2%(1.97) = 0.049.
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Fent ara inferéncia estadistica, d’acord amb el test estadistic basat en la regié
critica

Kes = {|un — 5000| > 98},

la hipotesi Ho és rebutjada amb un nivell de significacié a 2 0.05.

Considerem ara una situacié diferent. Suposem que p, = freq {z; <4} =
4999. Aleshores
Bn _ 4999

n ~ 10000
que és molt proxim a 0.5, tan proxim que aquest generador és “sospitds”. Se-
guint Rao (1989), que ens diu que un ajust molt bo entre observacions i teoria
postulada pot ser indici de manipulacié (R. A. Fisher va concloure aixd amb els
experiments de G. Mendel), considerem la regié critica

/C;:{

Ara tenim que a cada z correspon un nivell de significacié

= 0.4999

,Un_glsx}~

2z +1

Jn

az2<1>< )-1 (n = 10000).

Siz =1 tenim, analogament

3
a w20 (ﬁ) —1=26(0.03) — 1 = 0.024.

Fent inferéncia estadistica basada en la regié critica
K1 = {lun —5000] < 1}.
La hipotesi Hy és rebutjada amb un nivell de significacié o & 0.025.

Notem la diferéncia entre les dues regions Kz, K.. La primera serveix per
rebutjar Ho perqué és massa lluny del resultat esperat. La segona serveix també
per rebutjar Ho, perd ara per ser-hi massa a prop. També succeeix en ciéncies
experimentals ’anomenat “falsament de segon ordre”, que consisteix a obtenir
estadistics khi-quadrat que indiquin ser ni massa a prop ni massa lluny del model

postulat. Pero hi ha tests estadistics que permeten detectar aquest falsament
(Rao, 1989, p. 48).

Per a més detalls sobre la correccié de continuitat hom pot veure, per exem-
ple, Cox (1970), Mantel (1976), Mantel i Greenhouse (1968), Bolshev i Smirnov
(1968), Martin i Luna (1990), Huber i Nikulin (1991).
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2. CORRECCIO DE CONTINUITAT PER A LA DISTRIBUCIO
DE POISSON

Sigui v, una variable aleatoria gamma amb m graus de llibertat, és a dir,
podem escriure per a qualsevol A > 0:

P{ym >} = —I—/wmm’le""dx = ;/we"”d(rm) =
A™ A 1 *
- e Me~%dz =
I'(m+1) +1‘(m+1),/,\ ve o
A
) = —r(m+ l)e + P{ym+1 > A}.
Per tant tenim
N
P{ymi1 22} = P{‘rmZA}'l'me =
(18) = P{ym 2 A} + P{Z=m|)\},

on Z és una variable aleatoria que segueix una distribucié de Poisson amb
parametre A:

PN
P{Z:mlx\}zme , m=0,1,2,...

Aixi hem provat que per a qualsevol m =0, 1,2,...
(19) P{Z<mP}=) e = P{yns1 2 A}
k=0

D’altra banda és ben conegut que

(20) 2Ym = Xom»

i per tant de (19) i (20) se segueix que

(21) P{Z <m[A} = P{ymi1 2 A} = P{x3pn42 2 20}

Aquesta féormula ens mostra les relacions existents entre les distribucions Poisson,
gamma i khi-quadrat.

Recordem ara que la mitjana i varidncia de la variable aleatoria x2 sén

Exi=n i Var xi=2n.
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Pel teorema central del limit tenim que per a valors grans de n

(22) P {Xf'/;_n" < .1:} — () +0 (%) ,
aixi és que per a n — oo
(23) P{xﬁgz}:é{i/;_:}+0 (%)

Una altra aproximacié normal per a la distribucié khi-quadrat fou proposada
per R. A. Fisher, segons la qual per a valors grans de n

(24) P{M—Mﬁz}:@(w)+0<%).

A fi de provar (24) notem que

%2 — 2+ 1
V2x:—-V2n-1 = o =
X V2xi++Ven—-1

1
o (xa —n—0.5)

L(Via+i-4)

(25)

Sin — oo, aleshores

1 o . 1
(26) X = 1 (en probabilitat), 1- T 1

i aixi de (22),(25),(26) i el teorema de Slutsky es dedueix que per a qualsevol z
fixat tenim (si n — oo0) que efectivament

P{M‘\/ﬁﬁt}:@(l’)—i—O(%).

Fent s d’aquestes relacions asimptodtiques aconseguim una altra aproximacid
normal amb la correccié de continuilat.
Suposem que A és gran. Aleshores de (21) obtenim

P{Z<m)) = Pl 2} =1-Pldn, <2} =
) P{x§m+2—(2m+2) < 2/\—2m—2}
vim +4 T Vidm+4

1_<1>(’\"_mr_1_)=
m+1

@7) = @ (M_—’\) .

m+1

IR

IR
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Es interessant de notar que si fem tis de 'aproximacié de Fisher (24) aleshores
tindrem

P{Z<mP} = P{Xim4s 222} =1-P{x3,4, <22} =
= 1-9 (VD -vim+3) =& (Vim+3- VD) =
(28) = o(Vam+05)+1-2V2).

El nombre 0.5 a (28) pot ésser considerat com la correccid de continuitat de
I’aproximacié normal per a la distribucié de Poisson. Aquesta férmula implica
que per a grans valors de A (A > 25) ’estadistic

VAZ +3 -2V

segueix aproximadament la distribucié normal N(0,1). Aquesta aproximacié és
molt util a la practica per contrastar la hipotesi Hy que diu que els elements
Z; de lamostra Z = (Z1,...,2,)T segueixen la mateixa distribucié de Poisson
amb parametre A, quan tot Z; és gran.

D’altra banda, com que la mitjana i la variancia de la Poisson és A, és facil
obtenir, si A és gran, una altra aproximacié normal estandard de la distribucié
de Poisson,

- A+0.
(29) P{Z<m])=d (w) .

VA

Exemple 2

Un comptador assimilat a un procés de Poisson registra 150 pulsacions durant
la primera hora, 117 pulsacions durant la segona hora. Podem suposar que la
ratio de pulsacions per unitat de temps és constant (hipotesi H)?

Si H és certa, els valors observats 150 1 117 poden ésser interpretats com a
realitzacions de dues variables aleatories independents Z; 1 Z5 seguint la mateixa
distribucié de Poisson amb parametre A, on el valor de A és desconegut. Com
que Hy implica que les variables aleatories

Yi =421 +3-2V2 Yo=+/4Z,+3 -2V

estan aproximadament distribuides segons la llei N(0,1) i sén independents,
perqué Z; i Z3 ho sén. Per tant si la hipotesi Hy és certa, aleshores, com
que (Y; — Y2)/\/2 és aproximadament N(0,1),

2
(30) X2 = % (Vazi+3s-Vaz+3)
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esta aproximadament distribuit segons la llei khi-quadrat amb un grau de liber-
tat, és a dir,
P{X* > 2|Ho) = P{i(} > z}.
Les taules de la distribucié khi-quadrat proporcionen el valor critic
.Ca —_-:‘.X_f’g__os = 3.841
pel nivell de significacié o = 0.05, és a dir

P{x? > 3.841} = 0.05.

Ara, fent us dels valors observats Z; =150 i Z3 = 117, podem calcular el valor
X? de Destadistic (30) de contrast:

(31) X?=05(VEx 150+ 3—VaAx 117 +3)° = 4.071.

Com que
X? =4.071> ca = X3 9,05 = 3.841,

concloem que la Hy (rdtio de pulsacié constant) ha de ser rebutjada pel test
khi-quadrat al nivell de significacié a = 0.05.

3. SOBRE LA CORRECCIO DE CONTINUITAT EN TAULES 2x2

Seguint Bolshev i Smirnov (1968), considerem un exemple de Cramer (1946,
p-444-445.), vegeu també Fleiss (1981). Suposem (la hipotesi H) que N ele-
ments sén dividits aleatoriament en dos grups de n i N — n elements i suposem
que en el conjunt total dels N elements n’hi ha M posseint alguna propietat Y,
1 els restants elements no la tenen. La divisié resultant pot ser expressada en
la forma d’una taula 2x2 , on p és el nombre d’elements amb la propietat Y,
pertanyent al primer grup:

amb la prop. Y | sense la prop. Y total

Mostra del 1r grup u n—p n
Mostra del 2n grup M—pu N—n—-M+py | N—-n
Total M N-M N
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Si la divisié dels elements en els dos grups és realment aleatoria i no depen de
la possessi6 de la propietat Y, en altres paraules, si H és certa

nM nM(N —n)(N - M)
N N%(N -1)
Si N és suficientment gran i cap dels n,M,N — n,N — M sén gaire petits,
aleshores, sota Hg, la variable normalitzada
p—FEp

33 Ladiiid ol
(33) Nar 5
és aproximadament normal N(0,1), i sota Ho per a N gran el quadrat de la
variable normalitzada ( )’

2 _ \p— Ll
(34) X°= ~Nar o m

(32) BEp = E{u|Ho} = iVar = Var {p|Ho} =

esta distribuida aproximadament com una x?. L’estadistic X2 és sovint utilitzat
com un criteri per contrastar la hipotesi Hy que diu que els N elements estan
dividits aleatoriament en dos grups. Per a N petit esta recomanat que, en lloc
de X2, s’utilitzi Iestadistic

1 seguir la regla segiient:

si P(Z%1) < a, aleshores rebutgem la hipdtesi Ho;
si P(Z%;1) > a, aleshores hom pot concloure que els valors observats no
contradiuen la hipotesi Ho, essent P(z;1) = P{x} > z}.

A la férmula (34) el terme
1

2y/Var pu

és ’anomenada correccid de continuitat per I’aproximacié a la funcié de distri-
bucié P(z;1).

Hi ha taules de valors critics exactes de Iestadistic M — p (criteri de Fisher)
per an = 3(1)20i N —n = 2(1)n (vegeu Pearson i Hartley (1956)), Latscha
(1953)). Si N > 20 aleshores la regié critica dels tests unilaterals aproximats
estan definits (amb ’0bvia correccié de continuitat) per les desigualtats (0 <
a < 0.5):

« 1
> S S —
¥ (1 2) + 2/Var pu
(36) i

s < (1-%) - e



on ¥(z) = ®~!(z). Aquesta correccié difereix de la correccié de continuitat
proposada per Yates (1934), que no hauria d’esser utilitzada.

De (35) se segueix que la regié critica del test bilateral aproximat amb nivell
de significacié a ve donada per la desigualtat

— - 12
(37) X2=%z{w(1—5)+ﬁ] .

Ara podem veure que les férmules aproximades per valors critics del test exacte
de Fisher, basat en (36), ens porten a resultats que sén diferents dels basats
en la férmula (34). De fet, segons (34) I’estadistic Z?2 esta distribuit (sota H)
aproximadament com x3, i de (36) segueix que X? esta distribuida (sota H 0)
com

1 2
{4 o] >
2¢/Var p
on { és la variable aleatoria N(0,1). En altres paraules, ’estadistic X2 esta

distribuit (sota H ) aproximadament segons la llei khi-quadrat no central x2())
amb parametre de no-centralitat A = (4Var u)~!. Si

nM(N — n)(N —m)

Var p= w1

quan n — oo, aleshores les distribucions de X2 i Z2 sén asimptoticament iguals.

Més detalls sobre la correccié de continuitat de Yates es poden trobar a
Cochran (1942), (1952), Conover (1974), Mantel (1974), Martin i Luna (1990),
Mirvaliev i Nikulin (1992), Nikulin i Greenwood (1990), Plackett (1964), Yates
(1934).

AGRAIMENTS

El primer autor esta molt agrait als Professors S. Kotz (USA), A. I. Dale
(South Africa) i T. Smith (Canada) per les observacions tan itils i ’encoratjament
que li han proporcionat durant la preparacié d’aquest article.

279



REFERENCIES

[10]

[11]

(12]
[13]
(14]

[15]

(16]

(17)

Bolshev, L.N. and Smirnov, N.V. (1968). Tables of Mathematical
Statistics. Nauka, Moscow.

Cochran, W.G. (1942). “The 2x2 correction for continuity”. Iowa
State College Journal-of Science, 16,421-436.

Cochran, W.G. (1952). “The x2 test of goodness of fit”. Annals of
Mathematical Statistics, 23, 315-345.

Conower, W.J. (1974). “Some reasons for not using the Yates conti-
nuity correction on 2x2 contingency tables”. JASA, 69, 374-376.
Cox, D.R. (1970). “The continuity correction”. Biometrika, 57, 217—
219.

Cramer, H. (1946). Mathematical Methods in Statistics. Princeton
Univ. Press, Princeton, NJ.

Fleiss, J.L. (1981). Statistical Methods for Rates and Proportions. Wi-
ley & Sons, New-York.

Haber, M. (1980). “A comparison of some continuity corrections for
the khi-quadrat test on 2x2 tables”. JASA, 75, #371, 510-515.
Huber, C. and Nikulin, M. (1991). Transformations des variables
aléatoires. Application au choiz et a la réduction d’un model statisti-
que. Le Rapport technique du Laboratoire de la Statistique médicale,
I’Université Paris 5, 220p.

Latscha, R. (1953). “Significance test in 2x2 contingency table”. Bio-
metrika, 40, 74-86.

Mantel, N. (1974). “Some reasons for not using the Yates continuity co-
rrection on 2x 2 contingency tables — Comment and suggestion”. JASA,
69, 378-380.

Mantel, N. (1976). “The continuity correction”. The American Statis-
tician, 30, 103-104.

Mantel, N. and Greenhouse S.W. (1968). “What is the continuity
correction?”. The American Statistician, 22, #5, 27-30.

Martin, A. y Luna, J. de D. (1990). Bioestadistica para las Ciencias
de la Salud. Ed. Norma, Madrid. Tercera edicid.

Mirvaliev M. and Nikulin M. (1992). “Goodness-of-fit tests of the
chi-square type”. Indusirial Laboratory (Plenum Publishing Corpora-
tion), pp. 280-291.

Nikulin M. and Greenwood P.E. (1990). “A Guide to Chi-Square
Testing”. Technical report #94, Department of Statistics, University of
British Columbia, Vancouver, Canada.

Nikulin M. (1991). Some recent results on chi-squared tests. Queen’s
papers in Pure and Applied Mathematics, #86, Queen’s University,
Kingston, Canada.

280



Pearson, E.S. and Hartley, H.O. (1958). Biometric Tables for Sta-
tisticians. Vol. 1. Cambridge University Press.

Plackett, R.L. (1964). “The continuity correction in 2x2 tables”. Bio-
metrika, 51, 139-167.

Rao, C.R. (1989). Statistics and Truth. Int. Co -op Pub. House,
Fairland, Maryland.

Yates, F. (1934). “Contingency tables involving small numbers and the
x? test”. JRSS, Ser.B, Suppl.1, 217-235.

281






	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

