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1. INTRODUCCION

Como es sabido, el Analisis Candnico de Poblaciones es un método que nos
permite definir una distancia entre poblaciones estadisticas, realizar una repre-
sentacién grafica de las mismas en espacios euclideos de dimensién reducida
(generalmente en un plano) y hallar e interpretar las variables o combinaciones
lineales de variables que mas influyen en las diferencias entre las poblaciones.
Véase, entre otros, Pearson (1901) que fue el primero en estudiar de manera
rigurosa el problema de reduccién de la dimensién en espacios euclideos, Maha-
lanobis (1936) quien introduce la bien conocida distancia que lleva su nombre
y que es la generalizacién del coeficiente racial de Pearson (Pearson, 1926) y
Rao (1948) que realiza una clasificacién de castas y tribus indias relacionandolas

con sus caracteristicas antropoldgicas y sociales, basidndose en la distancia de
Mahalanobis.

Sin embargo, en muchos casos resulta de interés representar simultaneamente
las poblaciones y las variables sobre ellas observadas. Esta metodologia esta de-
sarrollada en el Analisis Factorial de Correspondencias, Benzecri (1976), y en las
técnicas descritas en Rios el al. (1991), entre otros, para poblaciones asociadas
a distribuciones multinomiales. Otros métodos que realizan esta representacién
simultdnea son los basados en el método Biplot, Gabriel (1971, 1981a, 1981b).

Siguiendo las ideas desarrolladas en Rios et al. (1991), en este trabajo rea-
lizamos una representacién simultinea de variables y poblaciones asociadas a
distribuciones normales multivariantes, con igual matriz de covarianzas, utili-
zando técnicas de geometria diferencial.

Por iltimo, esta metodologia es utilizada en la representacién de grupos de
enfermos renales y ciertas variables observadas sobre ellos.

2. REPRESENTA’CI(')N DE LAS POBLACIONES EN UN ESPACIO
DE DIMENSION REDUCIDA

Sean las poblaciones P; (i = 1,...,k) sobre las que observamos el vector
aleatorio X = (Xi,...,X,)" que sigue una distribucién normal multivariante
de vector de medias p; = (p!,...,u?)" y matriz de covarianzas £ = (0y;)

comtn para todas las poblaciones. En la variedad constituida por las funciones
de densidad p(z | p;, L) las poblaciones quedan definidas por las coordenadas
pi = (p}, ..., p). La distancia al cuadrado entre dos poblaciones cualesquiera
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viene dada, utilizando como tensor métrico la matriz de informacién de Fisher,
Mahalanobis (1936) y Burbea (1986), por:

(1) d®(Pi, Py) = d; = (i — w3 T s — )

L.as coordenadas centradas de las poblaciones en un espacio de dimensién ¢
vienen dadas por las filas de la matriz:

(2) Y =(M-15"\U

siendo M una matriz cuyos vectores fila son las coordenadas de las poblaciones
Piesdecir, M =(gl) i=1,...0k j=1,...,n; p=(#,....,8s) con
By = % Z;zl uaj Yy 1=(1,...,1). U es una matriz cuyas columnas son los
g vectores propios u; obtenidos de la expresion:

3) Ru; = A\ Xy,

siendo Xy > --- > A, los ¢ mayores valores propios de R respecto de £, con la
condicién:

(4) u; Luj = &;

con R=(M -1p')'(M —13') 'y  &; las deltas de Kronecker.

La demostracién, asi como otros detalles de estos resultados pueden verse
entre otros en Seber (1984) y tambien Rios y Oller (1986).

El porcentaje de la dispersién explicado por. los ¢ vectores es:

Al 44+ A
5 P =100 —8 2%
© At + A,
siendo A; (i =1,...,n) los n valores propios de (3) con la condicién (4).

3. REPRESENTACION DE VARIABLES ALEATORIAS EN LA
VARIEDAD

Dado un modelo estadistico paramétrico dominado, con las usuales condicio-
nes de regularidad, es bien conocido que puede ser representado por la variedad
M constituida por las correspondientes funciones de densidad p(z, 8) respecto de
una medida de referencia v, ver por ejemplo Amari (1985), Burbea(1986) y Oller
(1989) entre otros. Vamos ahora a estudiar el problema de la representacién de
variables aleatorias mediante curvas en la variedad.
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Sea F = {X : &(]X|*) < o0 Vp € M}. Definamos F, como el espacio vec-
torial formado por las variables aleatorias con momentos de segundo orden finitos
en p, es decir:

(6) Fp = {X : £,(1X]*) < oo}

donde &, es la esperanza matemaética calculada utilizando la medida proba-
bilistica correspondiente al punto p = p(-;8), dP(z) = p(z,8) dv(z), por lo
tanto F' = (), ¢ 4 Fp-

Sea, a su vez, H, el subespacio vectorial de F} constituido por el conjunto
de variables aleatorias centradas con momentos de segundo orden finitos:

(7) Hy ={X € F, : £(X) = 0}

Resulta evidente que F, = H,» < 1 > (donde < 1 > simboliza el subespacio
vectorial generado por la variable aleatoria constante igual a 1) ya que toda
variable aleatoria puede descomponerse de manera tnica en la forma:

(8) X = (X - (X)) +&(X)
donde (X —&(X)) € Hy y &(X)e<1>.

Adem3s, H, con el producto escalar definido a través de la covarianza,
(Hp, covp) constituye un espacio de Hilbert.

Consideremos ahora la representacién del espacio vectorial tangente en un
punto de la variedad M, véase entre otros Amari (1985) y Oller (1989), definida
por

[
9 Ey=<Zy,...,Zn > donde Zi:a_lo_gﬂ(:_t_’_.l
! 90,

Bajo las habituales condiciones de regularidad se cumple que

N

Por tanto, E, C H,. Adicionalmente, la restriccién de la covarianza a £,
permite definir un producto escalar en el espacio tangente, tal que

(11) gi; =< 25, Z; >= ElZi - Z5) ,ji=1,...,n
siendo G = (gi;) la matriz de informacién de Fisher.

Por todo lo anteriormente expuesto podemos representar de una manera
natural a cualquier variable aleatoria, Y, de F en E, mediante la aplicacién i
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(inclusién natural), su centrado y su posterior proyeccién ortogonal:

t €p Tp
F — F, — H, — E,
Y - Y —- Y-§& — wY-&)

es decir, como una combinacién lineal de Z,, ..., Z,:

Y —(mpooi)(Y)=a1Zh+- - +anZy

donde los coeficientes a = (@, ..., @, )’ se obtiene resolviendo el sistema:
covp(Y, Z1)
(12) Ga=Vy donde Wy =
covp(Y, Z,)
Finalmente:
(13) a=G 1V

Esta representacién de las variables aleatorias de F' en el espacio tangenfe
satisface debido al caracter lineal de &, m, y i.

(mpo&oi)aX +BY)=a(m o0 oi)(X)+B(mpofpo iNY)
donde X, Y € Fy o,f R,

Figura 1. Curvas integrales de un campo vectorial.
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con

cou(Xf,,Z,,):cov Xg,Zo"j(Xj — )
i=1

=Y oW {£[(Xp — w )2 (X — )] + 2P E [(Xp — )X — )]}
ji=1
y puesto que los momentos de tercer orden son nulos
. n .
22 cov (X3, 7) = 30" gy = by
i=1
donde 84, simboliza las deltas de Kronecker y B,y =1,...,n.

Tomemos como ejemplo el caso § = 1, es decir, vamos a representar la
variable X2. En este caso:

fo =2t

Segiin (14) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

1 o1t

dul(t 0 021
dt :

0 Onl

Que expresado en forma de componentes:
(24) pi(t) = 2uton i=1,...,n

de la integracién de la primera componente (u}(t)) se deduce p' = Ke?outy
finalmente

;t%(t) = 20’211{6201”
(25) : = pL(t) = K 222627 + O,

: 711
pl(t) = 20, Kot

a=2...,n
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Reparametrizando: s = e2?11* obtenemos que la proyeccién de X7 en la
variedad viene dada por la siguiente curva expresada en forma paramétrica:

(26) X2 s (Ks, K225+ Cs, ..., K225+ Cy)
ag11 11

Es decir, X? se representa en la variedad M por rectas. Por ejemplo, si
queremos que la recta se origine en el punto de la variedad M correspondiente
al centro de masas, las constantes deben valer:

K = m

a=2,...,n
Ca Ba #ldu

Ahora, sélo nos queda proyectar estas rectas en el espacio de dimensién
reducida. Las curvas asociadas a la variable X; en el espacio de dimensién
reducida vendran dadas por las filas ¢ de la matriz Q:

(27) Q(s) = (PU)s
donde la fila pg (8 =1, ...,n) vendra dada por:

[+
P8 =(Kﬁ;;‘ll's+cﬁl,---;Kﬁ3,--- Kﬂ—s+Cp,,)

Se comprueba facilmente que las pendientes de las rectas correspondientes a
X5 2 coinciden con las obtenidas anteriormente para X, aunque los sentidos de
ambas no tienen porqué coincidir.

4. CORRELACION ENTRE LAS VARIABLES ALEATORIAS Y
RECTAS EN LA VARIEDAD

Con el objecto de interpretar mejor las influencias de las variables (X3, ..., Xn)
en las diferencias y analogias de las poblaciones estudiadas, conviene calcu-
lar el coeficiente de correlacién entre las variables aleatorias observadas X =
(X1,...,Xn)" y las variables aleatorias asociadas a las direcciones de las rectas
de la variedad, en especial las direcciones de los ejes.

Si una determinada direccién esta asociada a la variable aleatoria V con

V=uZi+...+v,2,
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teniendo en cuenta (15), podemos expresar la variable aleatoria V' como:
VETHX — p)

donde v = (vy,...,v,) . por lo tanto la correlacién entre X; y V vendra dada
por

" EEl
siendo 0y; = var(X;) y ||v||? = vZ 1o

En el caso de que la variable aleatoria V; sea la que corresponde al eje de

coordenadas e¢; = (0,...,1,...,0)" de la nueva representacién, tendremos que
por (2) las componentes de V; respecto de la base Zi,...,Zy vienen dadas por
el vector
v = EUe;
Por lo tanto los coeficientes de correlacidn entre la variable X; y V; serd
EUe,'
pij =
N2
matricialmente las correlaciones entre las variables X;,..., X, ylas V4,...,V,

vienen dadas por los elementos de la matriz A
A= D3ixU

siendo

5. APLICACION MEDICA

A continuacién aplicamos la metodologia anteriormente desarroliada, al estu-
dio de 61 ninos, 45 atendidos en un servicio de Nefrologia Infantil por presentar
enfermedades relacionadas con el rifdn o las vias urinarias y el resto correspon-
diente a un grupo control.

A cada paciente se le midieron las variables IgA sérica, IgG, IgE e IgA se-
cretora, IgA secretora/clerance, IgA secretora/gr. de creatinina. Las tres pri-
meras medidas en mg/dl, la IgA secretora en mg/l, la IgA secretora/clerance en
mg/clerance y la IgA secretora/gr de creatinina en mg/gr. de creatinina y que
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vienen representadas por el vector aleatorio X = (X1, X2, X3, X4, X5, X¢), que
suponemos se distribuye en cada poblacién segin una normal multivariante de
vector de medias p; y matriz de covarianzas comin ) _; y donde X representa la
concentracién de IgA sérica; X3 la de IgG ; X3 la de IgE, X4 la de IgA secretora,
X5 la de IgA secretora/clerance y X la de IgA secretora/gr. de cretinina.

Los nombres de las poblaciones estudiadas asi como el tamafio de las muestras
(n;) obtenidas de ellas, vienen dados en la tabla 1.

Tabla 1
Poblacién | Enfermedad N© de individuos
(1) Control 16
(2) Hematurias 6
(3) Inf. agudas del tracto urinario 9
(4) Inf. crénicas del tracto urinario 7
(%) Enfermos con patologia renal 7
(6) Sindrome Nefrético 6
(7) Otras enfermedades 10
Los vectores medios p; (i = 1,...,7) son substituidos por sus estimadores

Z; = (Zi1, Tia, £i3, Ti4, Tis, Zi6), siendo
1 &
(28) I,'j = - E :c,-jh

y donde z;;5, es la h observacién de la variable j en la poblacién <.

Estas estimaciones de los vectores medios vienen dadas en la tabla 2.

Tabla 2
Poblacién .’21 1'32 5:3 54 1—:5 576
(1) 118.8 873.1 145.7 0.1516 1.946 0.2610
(2) 152.8 12120 222.0 0.7150 6.617 1.283

(3) 167.6 1198.0 2148 3.812 36.32 5.069
(4) 213.1 1015.0 2069 2.293 29.71 4.427
(3) 165.3 1267.0 2163 4.839 7519 6.671
(6) 289.8 1422.0 249.3 4.603 31.35 8.979
(7) 1204 8327 152.0 0.3910 5.045 1.145
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Sean ahora ¥; las matrices de covarianzas poblacionales de la variable X en la
poblacién P; (i = 1,...,7) y sean S; las estimaciones maximo verosimiles de las
¥;, cuyos elementos (j, h) vienen dados por:

. 1 & - _ .
(29) sip = - Z(x,-j, — Zi; ) (Tine — Zin) f,h=1,...,6

r=1

Si todas las poblaciones tienen la misma matriz de covarianzas una estimacion
insesgada de ¥, la matriz de covarianzas comin a todas las poblaciones, es:

(30) §= > S

y que viene dada en la tabla 3.
Tabla 3
5391. 6682. —240.8 7.130 —119.8 -—8.743

64760 . 2812, -54.87 276.1 —155.8
4881. -32.63 -213.9 -50.02

o= 1112 8.006 1.055
1037 7.726
3.946

Para que tenga sentido Ia aplicacién del ACP al menos dos poblaciones deben
ser diferentes. Para comprobarlo vamos a realizar el contraste de hipétesis:

Ho = pi =y
Hy :3i,j€e{l,....,7}/) wi#u

Este contraste puede realizarse a través de la razén A de Wilks:

_ 1w
(31) A= Wi

siendo W la matriz de dispersién dentro de grupos y B la matriz de dispersion
entre grupos que vienen dadas en la tabla 4.
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Tabla 4

1644 x 102 4886 x 102 98110  4276. 33630 8037.
2484 x 10° 4404 x 102 19930 1969 x 102 31200

B 85470  3563. 34930  5756.
217.7 2437  327.0

33300 3390

528.8

2911 x 102 3608 x 102 —13000 385.0 —6469 —472.1
3497 x 10 1519 x 102 —2963 14910 —8413

W= 2636 x 102 —1762 —11550 —2701
60.03  432.3  56.98

5600  417.2

175.3

El valor de A en nuestro caso es 0.0103 equivalente a un valor de 11.0921
de una distribucién F de Fisher-Snedecor con 36 y 217 grados de libertad, Rao
(1951). Con lo que se concluye que las poblaciones son diferentes y por tanto,
tiene sentido realizar el Analisis Canénico de Poblaciones.

A continuacién calculamos los valores propios de R respecto de S. En la
practica la matriz R es substituida por la matriz:

(32) A=X'X
donde

siendo

Z;=

7
E Zi;
i=1

|-

Los valores propios de A respecto a S y los porcentajes de dispersién acu-
mulados vienen dados en la tabla 5.
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Tabla 5

Valores propios Porcentaje acumulado
57.14 57.40
38.46 96.03
2.87 98.92
0.84 99.77
0.20 99.97
0.03 100

Observamos que con los dos primeros ejes se representa el 96.03 % de la dis-
persién, por lo que son suficientes para representar las poblaciones. Las compo-
nentes de las dos primeras variables candnicas, es decir, los vectores aleatorios

propios (U;) asociados a los dos mayores valores propios se muestran en la tabla
6.

Tabla 6
Uy Us

04121 x 10~2 —0.7593 x 1072
0.4557 x 10~3  0.4009 x 10~2
0.8040 x 10-2  0.3824 x 1072
0.2803 x 107} 1.477
0.7229 x 10! -0.1820

0.2760 0.3099

Las correlaciones entre las variables observadas, X1, X2, X3, X4, X5, Xs, y las
dos primeras variables canénicas vienen dados en la tabla 7.

Tabla 7

Uy Us
X; 101696 0.1983
X, | 0.2164 0.1574
X3 | 0.1338 0.1004
X4 | 06099 0.1068
X5 | 0.7626 -0.3401
Xe | 0.5410  0.2265
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De las correlaciones obtenidas se aprecia que las variables relacionadas con IgA
secretora X4, X5, Xs son las que mas influyen en la discriminacién.

Las coordenadas de las poblaciones en el espacio de dimensién 2, es decir,
las coordenadas candnicas son:

Tabla 8
Poblacién | Coordenadas
N 2.275  3.106
(2) 3.819 4.797
(3) 7.004  4.940
(4) 6.438  2.592
(5) 1041 0.1765
(6) 8.720  8.328
(M 2.789  3.019

La matriz de interdistancias entre las poblaciones viene dada en la tabla 9.

Tabla 9

(1) (2) (3) (4) (5) 6) (M)
® :
(2) | 2.5145
(3) | 5.2560 3.5147
(4) | 4.3825 3.8611 3.2646
(5) | 8.6545 8.0767 5.8886 4.8741
(6) | 8.3144 6.1687 4.0706 6.2229 8.3596
(7) | 0.6620 2.4169 4.8928 3.8145 8.1684 7.9679

Los circulos de centros las coordenadas candnicas y radios R; = % 1=

., T definen regiones confidenciales al 100(1 ~ €)% (Cuadras, 1991), siendo:

(61—17)6

(33) Re=Fgi—7=6+1)

y donde F, es el valor tal que P(F > F,) = ¢ siendo F' una variable aleatoria
que se distribuye segin una F de Fisher-Snedecor con 4 y (61-7-6+1) grados de
libertad.
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Los radios de los circulos de confianza con coeficiente de confianza 0.95 se
dan en la tabla 10.

Tabla 10
Poblacién | (1) (2) (3) (4) (5) (6) )
Radio 0.9729 1.589 1.297 1471 1471 1.589 1.231
La representacion de las variables X, (¢ = 1,...,6) en el espacio de dimensién

reducida, viene dada por las filas de la matriz
Y(t) = (SU)t

que resulta de substituir en la ecuacién (22) la matriz £ por su estimacién
maximo verosimil y U la matriz cuyos vectores columna son U ,Us.

En nuestro caso la matriz Y (£) fue

Tabla 11

Variables Componentes

(ry - 12.4517 14.5586
(2) 55.0766  40.0639
(3) 9.3494  7.0007
(4) 0.6431  0.1134
(5) 7.7656  -3.4557
{(6) 0.9748  0.4085

Por lo tanto las pendientes de las rectas que representan a las variables vienen
dadas en la tabla 12.

Tabla 12

Variables 4\'1 1Y3 X3 X4 X5 Xs
Pendientes | 1.1992 0.7274 0.7488 0.1763 -0.4450 0.4191

La representacién grafica sitnultdnea de las variables y las poblaciones viene
dada en la fig. 2.
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12.80

I

11,20

"

9.60

,-3.20

Figura 2. Representacién mediante las dos primeras variables canénicas de las pobla-
ciones de enfermos renales (1,...,7) y de las variables estudiadas (I,..., VI).

De esta representacién podemos hacer las siguientes interpretaciones

1. Existe cuatro grupos de poblaciones perfectamente diferenciados, uno cons-
tituido por la poblacién control, la constituida por pacientes que presen-
taban hematurias sin otra complicacién afiadida y los enfermos asignados
a otras enfermedades no renales (poblaciones 1, 2 y 7). Otro grupo al que
pertenecen dos poblaciones de enfermos, una con infecciones renales agudas
y otra con infecciones crénicas, sin patologia renal afiadida (poblaciones 3
y 4). Un tercer grupo formado por los pacientes con infecciones crénicas
y con patologia renal afadida (poblacién 5) y finalmente otro grupo de
enfermos con Sindrome Nefrdtico (poblacién 6)

2. Las diferencias entre las poblaciones (1, 2, 7), las poblaciones (3, 4) y la
poblacién (5) son debidas a la variable X5. Mientras que las diferencias
entre poblacién (6) y las poblaciones (1, 2, 7) y (3, 4) son debidas a las
demas variables.
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3. Las diferencias entre la poblacién (5) y la poblacién (6) son debidas a todas
las variables estudiadas.

Por lo dicho anteriormente se deduce que la variable X5 es la que mas influye
en las diferencias entre los grupos, hecho éste esperado si tenemos en cuenta la
correlacién entre la variable X5 y el eje de abscisas, considerado como variable
aleatoria, es la mayor.

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los métodos que permiten realizar una representacién simultédnea de indivi-
duos estadisticos y variables sobre ellas observados es el método de Anilisis de
Correspondencias y el método Biplot, de éste tltimo cabe senalar que la repre-
sentacién de los individuos obtenida por el método JK’-Biplot coincide con la
obtenida por el andlisis de componentes principales.

El método que aqui desarrollamos es un método mas general pues es uti-
lizable, con mas o menos dificultad técnica, siempre que tengamos individuos
estadisticos representados en una variedad con una geometria definida.

En este articulo lo hemos aplicado al caso de tener poblaciones y variables
aleatorias definidas sobre ellas que se distribuyen segiin una normal multivariante
y con matriz de covarianzas comin y como distancia definida entre ellas la de
Mahalanobis.

Los resultados son aplicados a la representacién de poblaciones constituida
por enfermos asistidos en un servicio de nefrologia pediatrica y un grupo con-
trol que nos permiten, no solo visualizar las diferencias entre las poblaciones
estudiadas, sino también, las variables que influyen en estas diferencias.

AGRADECIMIENTOS

A la Dra. Beatriz Ramos por habernos autorizado a utilizar los datos que
aparecen en la aplicacion médica de este trabajo.

296



7. BIBLIOGRAFIiA

1]
(2]
[3]

Amari S. (1985). “Differential Geometrical Methods in Statistics”.
Springer-Verlag, New York.

Arenas C., Cuadras C.M. y Fortiana J. (1991). “Multicua” Pub.
Dep. Estadistica, n. 4. Barcelona.

Benzecri, J.P. (1976). L’analyse des données. Tomo II. L’analyse des
correspondances. Dunod. Paris.

Burbea, J. (1986). “Informative geometry of probability spaces”. Ez-
posilion Math., 4, 347-378.

Cuadras, C.M. (1974). “Analisis discriminante de funciones pa-
ramétricas estimables”. Trab. Estad. Inv. Oper., 25 (3), pp 3-31.
Cuadras, C.M. (1991). Métodos de andlisis multivariante. (2°
Edicién) P.P.U. Barcelona, 1991.

Gabriel, K.R. (1971). “The biplot graphic display of matrices with
application to principal component analysis”. Biometrika, 58, pp 453—
464.

Gabriel, K.R.. (1981a). “Biplot. Encyclopedia of Statistical Sciencies”.
S. Kotz, N.L. Johnson, Ed. Wiley, New York.

Gabriel, K.R. (1981b). “Biplot Display of Multivariate Matrices for
Inspeccion of Data and Diagnosis”. Ed. Wiley, London 1981.

Hicks, N.J. (1965). “Notes on differential geometry”. Van Nostran,
Princenton. ]

Mahalanobis, P.C. (1936). “On the generalized distance in statisties”.
Proc. Nall. Inst. Sei. India, 2 (1), 49-55.

Oller, J.M. (1989). “Some geometrical aspects on data analysis and
statistics”. Statistical Data Analysis and Inference. J. Dodge Ed. 41-58.
North-Holland, Amsterdam.

Pearson, K. (1901). “On lines and planes of closest fit to systems of
points in space”. Phil Mag., Ser. 6, 2 (11), 559-572.

Pearson, K. (1926). “On the coefficient of racial likeness” . Biomelrika,
18, 105-117.

Rao, C.R. (1948). “The utilization of Multiple Measurements in Pro-
blems of Biological Classification”. J. Roy. Stat. Soc., B10 (2), 159-203. .
Rao, C.R. (1951). “An asymptotic expansion of the distribution of
Wilks’s criterion”. Bull. Inst. Inter. Statist., XXXIII (2), pp 1771-
180.

Rios, M. y Oller, J.M. (1986). “Analisis Candnico de Poblaciones”.
Publicaciones de Bioestadistica, N°21 Barcelona.

297



[18]

[19]

Rios, M., Villarroya, A., Azuara, A. y Oller, J.M. (1991). “Repre-
sentacién de Caracteres y poblaciones en el modelo multinominal”. Pro-
ceeding del XIX Congreso Nacional de Estadistica, Investigacion Opera-
tiva e Informadtica, pag. 145-146. Segovia, 1991.

Seber G.A.F. (1984). Mullivariate Observations. Wiley, New York.

298



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

