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En este articulo se construyen varios tests sobre el pardmetro de la
distribucidn ezxponencial, basados en la distancia de Rao. Los tests
asi desarrollados son comparados con los tests cldsicos de la inferen-
cta estadistica.

Statistical tests for the exponential distribution based on
Rao distance.

Keywords: Distancia de Rao, distribucién exponencial, test de
hipétesis.

Clasificacién AMS: 62B10, 62H12.

1. INTRODUCCION

El concepto de distancia entre dos distribuciones de probabilidad es funda-
mental en problemas de inferencia estadistica. Rao (1945) propone un método
para definir distancias entre distribuciones de una familia paramétrica, cons-
truyendo un campo tensorial a partir de la matriz de informacién de Fisher.
Muchos autores han utilizado las distancias asi construidas en la resolucién de
problemas estadisticos: Efron (1975), Rios y Cuadras (1986), Burbea and Oller
(1988), Cuadras y Arenas (1990), Villarroya y Oller (1991).
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La construccién de tests de hipdtesis es una de las aplicaciones estadisticas
de las distancias, Matusita (1964), Mitchell and Krzanowski (1985).

En este trabajo utilizamos la distancia de Rao entre dos distribuciones ex-
ponenciales para la elaboracién de contrastes de hipétesis sobre sus parametros.

Una variable aleatoria X sigue la distribucién exponencial si su funcién de
densidad es:

(1) f(z) = ae™°F siz>0 a>0
=0 siz <0

La media es 1 y la varianza ;. Se utiliza como ley de probabilidad del

tiempo de espera en analisis de datos de supervivencia y fiabilidad, cuando la
funcién de riesgo se puede considerar constante (la distribucién no tiene memo-
ria).

Dada una muestra aleatoria simple zi,...,z, de X con distribucién (1), la
estimacién maximo verosimil de o es

(2) z

&= ——
E?:l Zi

Sin embargo, & es un estimador sesgado. La estimacién con correccién de
SESgo es

-1
3 &= =
( ) Z?:l Zi

que por estar basada en el estadistico suficiente T = Y [, z;, es insesgada y de
varianza minima.

Dadas dos distribuciones exponenciales de parametros «; y as, el procedi-
miento clsico para comparar ambos pardmetros estd basado en el test de la
razén de verosimilitud, que fue estudiado por Cox (1953). En este trabajo com-

paramos el test de la razén de verosimilitud con el que estd basado en la distancia
de Rao.
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2. TEST ESTADISTICO SOBRE LA DISTRIBUCION
EXPONENCIAL

Dadas dos poblaciones estadisticas independientes, caracterizadas por los
parametros a; y g, la distancia de Rao entre ellas viene dada, Oller (1982),
por:

o
(4) d(aj,az) = [In—
(£3]

Si z1,...,2, es una muestra aleatoria simple, cuyas componentes estan dis-

tribuidas segin una exponencial de pardmetro a, vamos a considerar algunos
tests estadisticos sobre este parametro.

a) El contraste de hipétesis unilateral derecho

(5) Hy : a=ap, Hy : a>ag

aplicando el test de la razén de verosimilitud se obtiene la regién critica

(6) WC:{(zl,...,xn)eﬂ?Q | Zx,-<K€}
i=1

que es uniformemente mds potente. Luego el test no puede ser mejorado, siendo
facil probar que aplicando la distancia de Rao se obtiene la misma regién critica.
Analogo resultado se obtiene para el contraste unilateral izquierdo.

b) A continuacién vamos a considerar el contraste bilateral

) Hy : o = ay, Hi: a#a

Este contraste de hipétesis lo podemos plantear a través de la distancia de
Rao con las hipdtesis nula y alternativa siguientes:

(8) Hy : d(a,ap) =0, Hy @ d(a,a0)>0

La estimacién de la distancia de Rao d(ag, a) es, segiin (5)

(9) d(ag, @) = Iln %I
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siendo @ la estimacién mdximo verosimil (2) del pardmetro a.

La regién de critica, a nivel de significacién €, para realizar este contraste,
viene dada por

(10) Wcz{(zl,...,zn)€%1 | J(ao,a)=lln%)|>Cc}

6 de forma equivalente

(11) Wcz{(zl,...,xn)eﬂﬂ|T>cz6T<c1}

donde T' = 5., i. Bajo la hipétesis nula, el estadistico T sigue una distri-
bucién gamma de pardmetros (ag,n), por lo tanto ¢; y ¢z cumplirdn que

(12) F(Cz)—F(Cl)Z'- 1—c¢
donde F es la funcién de distribucién de una gamma de parametros (ag, n).

Por otra parte teniendo en cuenta (10) los valores de G; &2 que definen la
regién critica deben cumplir

@ a
(13) In 22 = |{In 2
a1 a2
con &1 < ag, &g > g, Por consiguiente
a o . a
(14) —11179:ln—A—0 = ddy = ol

a1 (43
Teniendo en cuenta (2) y (11), los valores de ¢; y c2 deben cumplir

2

n
(15) Ci1Cy = —5
o

De esta forma, con las ecuaciones (12) y (15) obtenemos los valores de ¢y y
¢3 que nos determinan la regién critica (11).

Cuando tomamos el estimador maximo verosimil corregido de a, &'(3), ob-
1 I; ., s e .
tenemos unos valores ¢; y ¢, que definen una nueva region critica, verificando
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F(cp) = F(c;)
(16) cycs

1—¢
(n—1)?

)
ap

il

A continuacién vamos a comparar el contraste antes desarrollado con los
obtenidos por los métodos clasicos.

Es conocido que, en este caso, el lema de Neyman-Pearson no proporciona
una regién critica 6ptima uniformemente. Si realizamos el contraste (7) utili-
zando el test de la razén de verosimilitud, ia regién critica que se obtiene, dado
un nivel de significacién ¢, es:

(17) Wc-:{(.’l,'l,...,lfn)eé}?ilT<k16T>kz}

donde

(18) T= Xn::t,'
i=1

y donde k; y k3 son dos constantes tales que

(19) F(k)— F(k))=1—¢
siendo F la funcién de distribucién de una gamma de pardmetros (ap, n).

Teniendo en cuenta que la razén de verosimilitud es:

(20) A(z) = az"en(1-a0?)
las constantes k; y k2 deben cumplir
(21) ke o0k = kpe=aoka

De las ecuac10nes (12) y (15) obtenemos los valores c;, cg, de las ecuaciones
(16) obtenemos c;, ¢, y de las ecuaciones (19) y (21) obtenemos los valores k; y
ks.
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Sabemos que T se distribuye segin una distribucién gamma de parametros
(a,n), por tanto la funcién de potencia para el contraste bilateral utilizando el
test basado en la distancia de Rao y el estimador & vendrd dada por:

(22) ﬂl(a) =1- I‘_(ln—) \/ﬁ’ a"z"~le= % dy

Analogamente se obtienen las funciones de potencia f2(«a) utilizando el test
de la razén de verosimilitud y B3(«) utilizando &’ en el test basado en la distancia
de Rao, con tal de cambiar ¢y, cs por k1, k2 y por c’l,cz respectivamente.

La derivada de B2(c) con respecto a o es
! an! n,—caa n_—cia
(23) Bi(a) = T [cemc2* — cPemre]

. ] 1 . s

Para a = ag, teniendo en cuenta (21), F5(ao) = 0, como B > 0, la funcién
de potencia f(a) alcanza un minimo en ag, por consiguiente tan slo el test de
la razén de verosimilitud es insesgado.

A continuacidn vamos a estudiar la funcién de potencia para los tres tests
obtenidos. Sin pérdida de generalidad podemos tomar ap = 1, ya que se trata
de una familia invariante frente al producto por un escalar positivo. Asi pues,
el contraste (7) es equivalente a

(24) Hy: a=1, Hi:a#l

para este caso, tomando el nivel de significacién de 0.05 y con un tamano mues-
tral n = 5, los valores criticos y las potencias medias, en un entorno de la
hipStesis nula I = (0.5 , 1.5), para los tres tests, vienen dados en la tabla 1,
mientras que en la figura 1 se han representado las curvas de potencia correspon-
dientes. El calculo de las potencias medias en un intervalo (a, b) se ha efectuado
mediante la férmula: § = ?7’—17) f: B(e)da.

'
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TABLA 1

Test Estadistico Valores Criticos || Potencia media
Test de la razén 1.75 10.86 0.1091

de verosimilitud

Distancia de Rao 1.58 10.10 0.1155

con estimador corregido
Distancia de Rao 1.92 12.98 0.0899

con estimador M.V.

Potencia
.
0.8 T
e .
0.6 - ///
- //// -7
0.4 S
’ /'// g
/// e
0.2} g
0}IIIIIIlllIlllllllllllllllllllllllllllll%lllllllI
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Alpha
-~ Razon verosim. Rao (EMV) Rao (EM.V. correg.)

Figura 1. Curvas de potencias para los tests obtenidos a través de la distancia de Rao
y de la razén de verosimilitud. Ho : a =1, H; : @ # 1, muestras de tamafio 5, nivel
de significacién 0.05.

¢) Sizy,...,2n ¥ ¥1-.-Ym son dos muestras aleatorias simples distribuidas
segin dos exponenciales de pardmetros a; y az vamos a estudiar el siguiente
contraste de hipdtesis
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(25) Hy : a; = as = a, Hy: a1 # a2

que también podemos plantearlo a través de la distancia de Rao:

(26) Hy : d(al,az) =0, Hy : d(al,az) >0
La estimacidn de la distancia de Rao, d(a1, a2), es segin (4)

(27) (2(01,02) = ln%

La region critica para realizar este contraste, dado un nivel de significacién e,
viene dada por:
> Cf}

(28) We.—_—{(zl,...,zn,yl,...,ym)€§R1+'" |

a1
In —_—

(£3]
6 de forma equivalente

T , T
(29) We:{(-’”h---:-"’myl,---,ym)€§R1+m ‘YTT>C20T?<01}

donde

n m
(30) Ti=) 2, Th= Zyi
i=1 i=1

Bajo la hipdtesis nula, los estadisticos 77 y T estan distribuidos segin unas
distribuciones gammas de parametros (&, n) y (o, m) respectivamente, por tanto
su cociente sigue una F de Fisher-Snedecor con 2n y 2m grados de libertad, con
lo que ¢; y ¢2 deben cumplir

(31) F(es)— F(e1)=1—¢

Siendo F la funcién de distribucién de una F de Fisher de 2m y 2n grados de
libertad.

Por otra parte teniendo en cuenta (28) los valores de los estimadores que
definen la regién critica deben cumplir:
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. o
a
32 In|=lln=t
/
Qg ay
por consiguiente
. s
(64 a Noa A A
(33) In= = —In— = &1} = G244
(8] Qs

Segiin (29), los valores de ¢y y ¢a cumplirdn:

2

m
(34) Ci1Cy = ;5-

De esta forma, con las ecuaciones (31) y (34) obtenemos los valores ¢} y ¢y que
nos determinan la regién critica (29).

Tomando los estimadores insesgados & = 2=l &4 = M=l debemos deter-

. T T,
minar ¢} y ¢, tales que
Fe)—F(c) = l-e
_ (m=-1)?
(35) CI20I1 = -(T:—l_)—f

A continuacién vamos a comparar el contraste antes desarrollado con los
utilizados cldsicamente en Estadistica. Es conocido que el lema de Neyman-
Pearson no proporciona una regién critica para realizar el contraste de hipétesis
(25), por lo tanto no existe un test uniformemente mas potente.

El contraste (25) utilizando el test de Cox (1953) nos lleva a la misma regién
critica (29), pero substituyendo ¢; y ¢z por k; y k2 tales que

(36) F(ka)— F(k1))=1~¢
Teniendo en cuenta que la razén de verosimilitud es

/\m

&7 ATy

con A = % Las constantes k3 y k2 deben cumplir
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km kg

(38) (1 + kl)m+n = (1 + kz)m+n

De las ecuaciones (31) y (34) obtenemos los valores ¢; y ¢z, de las ecuaciones
(35) ¢} y b y de las ecuaciones (36) y (38) obtenemos los valores k1 y k2.

Se observa que cuando m=n las condiciones (34), (35) y (38) coinciden y por
tanto el test de Cox coincide con los tests basados en la distancia de Rao.

Bajo la hipétesis alternativa del contraste (25) los estadisticos Ty y 7> estdn
distribuidos segiin unas gammas de parametros (a1, n) y (a2, m) respectivamente
y su cociente %2 sigue una distribucién F de Fisher generalizada de parametros
(¢, m,n) cuya funcién de distribucién es:

T(m+n) [** ym!

39 P& = Tt o Grwre

dy

siendo pp = 2.

Feniendo en cuenta este resultado, la funcién de potencia para el test basado
en la distancia de Rao es

_ ., T(m+4n) [H  ymd
(40) Bi(p)=1- T(n)I'(m) /ucl (14 y)ntm 4y

Anélogamente se obtienen f2(n) y B3(u) considerando los otros tests y cam-
biando pe; por pk; y por uc) respectivamente.

La derivada de 3, es

ay el [ e ]

TT(m)T(m) |+ pko)™ ™ (1 + pky)n

Por (38), para u = 1, B = 0, la funcién de potencia $5(u) alcanza un minimo
en 1, por consiguiente el test es insesgado, a diferencia de lo que sucede en los
tests basados en la distancia de Rao.

En la tabla 2 se muestran los valores criticos y la potencia media en el
entorno de la hipétesis nula I = (0.5,1.5) para la hipStesis nula g = 1, un
nivel de significacion 0.05 y muestras de tamafion = 4y m = 6. En la figura
9 se muestran las funciones de potencias de los tres tests bajo las anteriores
condiciones.
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TABLA 2

Test Estadistico Valores Criticos || Potencia media
Test de Cox 0.16 241 0.0739
Distancia de Rao 0.15 2.30 0.0753
con estimador corregido
Distancia de Rao 0.17 2.56 0.0720
con estimador M.V.

Potencia

— Test de Cox Rao (EM.V.)

Figura 2. Curvas de potencias para los tests obtenidos a través de la distancia de Rao
y de la razén de verosimilitud (test de Cox). Ho : a1 = a2, H,

Alpha

de tamafio n = 4 y m = 6, nivel de significacién 0.05.

Con la misma hipdtesis nula 4 = 1 y con el mismo nivel de significacién 0.05,
tomando muestras de tamafio n = 6 y m = 4, se obtienen los valores criticos y la
potencia media en el entorno de la hipétesis nula I = (0.5,1.5) que vienen dados
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en la tabla 3. Asimismo las funciones de potencia para este caso se muestran en
la figura 3.

TABLA 3
Test Estadistico Valores Criticos || Potencia media
Test de Cox 0.41 6.09 0.0731
Distancia de Rao 043 6.40 0.0723
con estimador corregido
Distancia de Rao 0.39 5.76 0.0742
con estimador M.V.
Potencia T
o
;:/'}r//
IlIl%llIL%lill}lll|%|l||%lll|§lll‘L
2.0 2.5 3.0 35 4.0 4.5
Aipha
———= Test de Cox Rao (EM.V.) - Rao (EM.V. correg.)

Figura 3. Curvas de potencias para los tests obtenidos a través de la distancia de Rao
y de la razén de verosimilitud (test de Cox). Ho : o1 = a2 , Hi : a1 # a2, muestras
de tamaifio n = 6 y m = 4, nivel de significacion 0.05.
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3. DISCUSION Y CONCLUSIONES

De los test estudiados en este articulo se concluye que los tests basados en
la distancia de Rao coinciden o son comparables a los obtenidos clisicamente.

Cuando realizamos el contraste de la hipdtesis nula simple frente a la alter-
nativa compuesta para el pardmetro de la distribucién exponencial, el test de la
razén de verosimilitud es insesgado mientras que los basados en la distancia de
Rao son sesgados, sin embargo la potencia media, en un entorno centrado en la
hipétesis nula, del test basado en la distancia de Rao con el estimador méaximo
verosimil corregido es mayor que la de los otros tests.

En el caso de dos poblaciones, los tres contrastes estudiados coinciden cuando
los tamarios de las muestras de las poblaciones a comparar son iguales. En el
caso de que los tamafios muestrales sean diferentes, el test de la razén de vero-
similitud sigue siendo insesgado, sin embargo la potencia media en un entorno
de la hipdtesis nula es superior en alguno de los tests basados en la distancia de
Rao, dependiendo de los tamafios muestrales.

En definitiva podemos concluir que, para la distribucién exponencial, los tests
basados en la distancia de Rao coinciden con el resultado obtenido a través del
lema de Neyman-Pearson, cuando éste tltimo es aplicable. En caso contrario, los
tests obtenidos a través de la razén de verosimilitud presentan la ventaja de ser
insesgados, aunque el criterio de la potencia media en un entorno de la hipétesis
nula favorece a los tests basados en la distancia de Rao. Resultados similares
a los aqui descritos se han obtenido para la distribucion de Wald (Villarroya y

Oller, 1991).
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