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GENERACIO ADAPTATIVA DE
CONTORNS DE NIVELL

LLUIS PEREZ VIDAL, PERE BRUNET CROSA
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La elaboracid de dibuizos que incloguin contorns de nivell es fa a partir
de un conjunt de punts donats per les seves ordenades. Ezisteizen
varies formulacions analitiques per definir una funcié d’interpolacid.
En aquest article es proposa una variant de la formulacid de Lattle
que pot servir per a millorar localment el seu funcionament. Per tal
d’estudiar el seu rendiment es descriuen les alternatives presents amb
quatre ezemples.

Adaptative contour Generation

Keywords: Contour generation, Surface interpolation.

1. INTRODUCCIO

En diverses aplicacions de la ciéncia i de la técnica es fa necessari representar
una superficie per contorns de nivell: plinols topografics, medecina (tomografia
axial computeritzada, coneguda com a scanner o com a TAC), mapes del temps
(és a dir de isobares), disseny assitit per computadora de superficies, visualit-
zacié de programes de control numéric per a mecanitzacié de superficies, entre
altres exemples. En general, els contorns de nivell sén 1tils per a estudiar
les caracteristiques i propietats de superficies tridimensionals sobre un suport
bidimensional, com ara una pantalla grifica o un dibuix resultant de sortida
per un plotter. Sovint hom no disposa d’una expressié analitica de la superficie
a presentar. En canvi, hom coneix un conjunt de n punts, donats per les seves
coordenades (z, y i z de cadasctin d’ells). El primer problema a resoldre, doncs,
és el d’interpolar els punts donats: cal disposar d’un algorisme que proporcioni
la z corresponent a un punt qualsevol donat per les seves z,y; 1 aixd, en gene-
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ral, es fa construint una superficie que passi per els punts donats, i que després
serd seccionada mitjancant plans horitzontals i hom intentara reproduir amb
exactitud aquesta traga amb els contorns de nivell. El conjunt de punts pot
estar repartit sobre una malla rectangular en el pla z — y, o bé, pot presentar
una distribucié irregular sobre aquest pld (figura 1).

Si els punts sén distribuits regularment, hi han diversos algorismes per a
obtenir directamente la funcié d’interpolacié: Si hom disposa de dues families
de funcions univaluades C;(z), per< =1,...,nC;(y), per 7 = 1,...,m tals que

(1) Ci(zx) = 1si1=Fk,0sit # kC;(y)) =1sij=10sij#1

hom pot construir el producte tensorial de ambdues funcions i obtenir la su-
perficie S(z,y) que interpola el conjunt de valors Z donats

(2) S(z,y) = Z Z Z;Ci(=)Cj(y)

1=175=1

Les funcions C que configuren les bases dels interpolants considerats poden
estar construides a partir de splines cibics o bé quadratics. En tots els casos es
necessari fer un calcul o una estimacié de les derivades de cada punt (és a dir,
a cada vértex de la malla) amb respecte a les dues direccions coordenades i la
primera derivada creuada. Practicament sempre es treballa amb coordenades
parametrigues, o sigui, que la primera operacié a efectuar és la transformacié de
coordenades cartesianes a paramétriques. Si la distribucié és irregular, gairebé
mai no s’utilitza P’obtencié directa de l'interpolant, sino que, o bé passa per
una triangularitzacié prévia del domini, o bé es torna a la malla rectangular a
través d’un pas intermedi. Un cop s’ha arribat a la funcié d’interpolacié, hom
genera els contorns de nivell per aproximacions poligonals lo suficientment fines,
doncs, en general, no es factible resoldre analiticamente el problema de la traca
d’una familia de plans horitzontals sobre la funcié interpolant. Si és necessari
es retalla el contorn amb la frontera préviament donada del domini, i també s’hi
posen rétols. L’obtencié del model d’interpolacié és un problema encara obert
que ha estat abordat per molts camins: una descripcié panorimica, juntament
amb una comparacié dels diversos metodes de resolucié es pot trobar a [1]. En
aquest article s’hi fa una descripcid dels algorismes a I’abast:

Shepard triangular: Amb els métodes d’estimacié de derivades parcials,
descrit aqui més endavant.

Powell i Sabin: Amb elements quadritics, per lo que necessita els valors
de les algades i de les primeres derivades parcials de la funcié interpolada als
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vertex del triangle per construir una superficie C? formada per la unié de sis
o dotze funcions quadratiques, segons la corbatura.

Clough i Tocher: Amb elements cibics, a partir dels valors de les algades
i de les primeres derivades parcials als vertex del triangle construeix una su-
perficie C! formada per la unié de tres polinomis ctbics en 7 i y.

Akima: Amb elements quintics, defineix una funcié polinémica de grau cinc
a linterior d’un triangle a partir de 21 dades, corresponents a ’algada de la
funcié i les primeres i segones derivades parcials als vertex del triangle, aixf com
les tres derivades parcials en la direccié normal a les arestes del triangle calcu-
lades al punt mitg de P’aresta. I finalment, s’explica una proposta d’algorisme
de subdivisié recursiva plantejada pels autors, que parteix d’una triangularit-
zaci6é dptima i subdivideix cada triangle en quatre, a base de dividir cada aresta
per dos; el valor de ’algada dels punts intermitjos s’interpola amb un polinomi
ctibic a partir de les algades dels punts extrems de P’aresta i de les derivades
primeres en aquests punts; les noves derivades parcials en els punt interpolar,
perd es determinen perinterpolacié linial.

En un estudi de revisié, [1], 'autor descriu en detall un paquet de programes
per a la interpolacié bidimensional i la generacié de contorns; i afegeix un estudi
comparatiu dels diferents algorismes ja esmentats, tenien en compte la precissié
de les seves solucions pel que fa a la sortida grifica, la ocupacié de memoria,
i la complexitat algorismica (temps de processament), amb lo que es poden
establir criteris de decissié per la utilitzacié practica dels diversos algorismes.

En aquest article presentem una millora del métode de Shepard Triangular
que permet una adaptacié6 local a les necessitats canviants de suavitat 1 precissié
local, que sén antagdniques. A apartat 2 s’hi exposen els desenvelopaments
teorics dels metodes d’interpolacié global i entre ells Paportacié original, con-
cretament als partats 2.3 1 2.4. A Papartat 3 hi sén descrits diversos exemples 1
la corresponent discussié; i, finalment, a apartat 4 es condensen les conclusions

de treball.

2. METODES GLOBALS PER A MALLES IRREGULARS

Per a un conjunt de punts distribuits de forma irregular sobre el pla z — y,
hom pot aplicar el métode que s’ha mencionat, que consisteix en fer-hi passar
una funcié definida sobre una malla regular. Aquests darrers algorismes pre-
senten un funcionament en dues fases: A la primera hom calcula una matriu
de valors F;; sobre la malla rectangular dessitjada, de manera que la superficie
generada amb splines biciibics o biquadratics a partir de F;; passi pels P punts
donats; en la segona fase hom genera valors interpolats directament a partir de
les equacions i amb els coeficients aillats a la primera fase. També s’hi poden
aplicar métodes d’interpolacié global, que utilitzin (cas de Shepard triangu-
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lar), 0 no (cas de Shepard classic) una triangularitzacié prévia, a partir de los
projeccions dels punts donats sobre el pla.

2.1. METODE DE SHEPARD

La superficie de Shepard és una combinaci6é convexa d’interpolants de Tay-
lor. Hom pot establir a voluntat tant la dimensié del domini com VPordre de
Pinterpolant de Taylor. Per a un conjunt de punts donats V;, ambi =1,...,n
sigui T; Vinterpolant de Taylor de les dades diferencials suministrades a V;, i
sigui p; més gran que 'odre de T;. La superficie de Shepard és la combinacié
convexa.

(3) S(v) = Z L(V)Wi(V)

a on
1 K
(4) Wi (V) = __di(v)

E.?=1 dj(lv) i

i d;(V) és la distancia de V fins a V;. Com que la divisié per zero no és legal
s’ha de aclarir que

(5) Wi(V;) = &;

L’interpolant de Shepard és facil de programar, suau i interpola les dades
d’una forma molt flexible; aquests avantatges superen, per a algunes aplicacions
els seus inconvenients: és una interpolacié global, té poca precissié polindmica,
i la superficie resultant és antiestétic i no és precisa.

2.2. METODE DE SHEPARD TRIANGULAR

Aquest métode és degut a Frank Little [7]. En primer lloc s’estableix una
triangularitzacid segons el criteri max-min de Lawson [6]. La major complexi-
tat introduida per la triangularitzacié és compensada pel millor comportament
de la funcié interpolant, doncs hi ha continuitat de les primeres derivades par-
cials en els punts donats. Si [T} és la triangularitzacié de les projeccions, a
cada triangle T de [T] se li assigna un interpolant linial Li(z,y) definit per
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I’equacié del pla que passa pels tres vertex de T'. Aleshores, la superficie inter-
polant S(z,y), que passa per tots els punts donats es pot expressar mitjangant
la combinacié convexa

(6) S(z,y) = Z arLi(z,y)

vT€[T]
a 6n
we(z, y)
7 o = e —
( ) k E wt(zay
VT €[T]
iaén
T: triangle (i,j,k)
(8) Li(zi,y)) =z per al =14,5,k
(°) (%) = =7
we\Z, = m 22
d?d?d,zc
amb
(10) d? = (z—=)* + (y—of)

La superficie S té precissi6 linial, és a dir, que representa exactament a la
superficie donada si aquesta és un pla. A més la seva continuitat és C°°, amb
el que s’obté una gran suavitat dels contorns de nivell que proporciona. Aquest
esquema d’interpolacié és global, doncs la forma final de la superficie depén de
tots els punts donats. Es per aixd que aquest esquema és convenient quan el
nombre de punts donats és reduit, perqueé si és alt, el procés de calcul de valors
interpolats és molt llarg en temps de computador. Aquest métode permet fer
extrapolacions inclis més enlld del poligo convex de tancament del conjunt de
punts (convex—hull). Aquesta propietat s’aprofita per a generar els contorns de
nivell, doncs la forma analitica de la interpolant no és senzilla: es genera una
malla de minima divisié construida sobre una regié triangular del pla z — y.
Aixi s’obté una malla rectangular sobre el domini de m per n constants i dins
de cada rectangle es generan dos triangles per una diagonal; dins de cada
triangle “gran” es subdivideix cada costat en kprec segments i aixi es generan
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els triangles “petits” de minima divisi6 en quins vertex es calcula, mitjangant la
férmula facilitada, 1’algada. Els contorns resultan de fer una interpolacié linial

als triangles petits per les algades a les que corresponen contorns de nivell
desitjats.

2.3. Discussié D’ALTERNATIVES DE LA FUNCIO DE DISTANCIA

Com s’ha vist, la principal millora del métode de Shepard triangular respecte
al classic de Shepard consisteix en ponderar funcions linials en lloc de valors
puntuals als punts desitjats d’interpolacié. Les funcions de ponderacié, Bx(P),
passen a dependre dels triangles de la malla, ja que ara la informacié de partida
s’estructura en dominis triangulars en lloc de punts aillats. Les caracteristiques
que han de complir aquestes funcions B (P) sén

e Esser monotones decreixents respecte la distancia de P a Ty.

e Si es dessitja que s’interpoli el conjunt de punts donats, cal que

(11) Bk (P) — oo quan P — Qg;,V

e Cal que asegurin la continuitat (i a poder ser la derivabilitat) de les
funcions oy (P), de forma que I’interpolant global S{P) sigui continu.

Evidentment, la funcid original w del métode de Shepard triangular compleix
aquest requisits. En canvi la funcié més simétrica

1
12 Pyr= —
(12) Be(P) dist(P, Gx)

én Gy, és el centroide de T}, no compleix la condicid segona i, en conseqiiéncia no
interpola els punts. Una possibilitat alternativa es basa en usar les coordenades
baricéntriques de P respecte T. Com se sap, si les coordenades respecte T es
representen per rg, sk, tx, es compleix [5],

re(P) + sk (P) + tx(P) = IVP
(13) i (Qr1) = 1,8k (Qr1) =tk (Qra1) = 0
i (Qrz) = 1,5k (Quz) =t (Qk2) =0
Tk (Qk2) =1,sk (ka) = (Qk3) =0

En conseqiiéncia, el producte ri(P)sg(P)tg(P) s’anulla als tres vertexs de
Ti. Per tant, es pot pensar en la funcié de ponderacié
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*kk 1
(14) BN = P

Ara bé, el fet de que sempre existeixi una coordenada baricéntrica nulla
al llarg cada un dels costats del triangle T — k fa que fi(P)** s’anulli a la
frontera de T. La conseqiiéncia és que, si bé I'interpolant final interpola els
punts donats, també coincideix amb l’interpolant linial a trossos en totes les
arestes de la triangulacié inicial. Finalment, es pot pensar en modificar, a la
definicié inicial de B (P), (12), la dependéncia del coeficient By respecte a la
distancia entre P i T;. Si s’inclou Pexponent u a (15),

1

(15) P (P) = @ (P (P& (P)

el parimetre y permet modificar el grau d’infludncia de triangles llunyans sobre
el punt P. Per a valors alts de p, By tendeix rapidament a zero, i cada punt
és practicament afectat només pels triangles més propers; en conseqiiéncia,
linterpolant es fa menys suau i tendeix a l'interpolant linial a trossos format
pel conjunt de triangles plans a P'espai definits sobre els diferents triangles de
la malla. Per contra, valors petits de u tendeixen a donar interpolants suaus.

2.4. PARAMETRES DE TENSIO LOCAL

Per tal d’estudiar el comportament d’una placa prima empotrada sota
cirregues puntuals elevades perpendiculars al pla de la placa, Franke [5] ha
exposat la idea de aplicar pardmetres de tensié a les funcions d’interpolacid;
aixo li ha permés poder modelitzar adequadament les situacions en que es pro-
dueixen forts gradients de la tensid i la deformacié de les plaques mencionades.
Tot 1 que la aplicacié que aqui ens ocupa —les corbes de nivell- esta lluny de
Pestudi de la elasticitat de les plaques, s’hi poden establir algunes similituds.
A partir de l'equacié (16), és possible obtenir un conjunt de funcions de pon-
deracié Bi(P) que depenguin de pardmetres locals. Si, en lloc de suposar un
valor u constant per a tota la interpolacié, ’usuari defineix un valor ug, que

anomenarem parametre de tensié local, per a cada triangle de la malla, hom
pot definir

1

(16) Bi(P) = (d2,(P)dZ,(P)dZ, (P))"*

i, en aquest cas, la velocitat de decrement de S} (P) en funcié de la distincia vé
regulada per ug. Els triangles de la malla amb valors elevats yj influirdn molt
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en la interpolacié de punts P propers, i, en canvi, ho fardn poc en punts més
llunyants; per tant, la funcié interpolada, en ells, s’acostari a la interpolant
CY linial a trogos. Per contra, els triangles amb valors baixos de pr donen loc
a zones amb funcié més suau. En aquest sentit, els parametres uj regulen la
tensié de la superficie entre el cas limit de continuitat C° i funcié p a trossos i
el de la funcié amb maxima suavitat. L’eleccié correcta del conjunt uj permet
definir zones més abruptes que d’altres, i d’aquesta manera, en un futur serd
possible introduir parimetres per a poder ajustar localment la suavitat de la
superficie. Aquest efecte, com es veura a ’apartat segiient, és d’interés en
aplicacions —per exemple, topografiques— on el domini d’interpolacié no té una
estructura homogeénia.

3. EXEMPLES D’ESTUDI

Per a estudiar les conseqiiéncies de la introduccié del parimetre de tensié
local de manera uniforma en tot el domini d’interpolacié s’ha treballat amb
quatre exemples diferents.

3.1. EXEMPLE 1. 30 PUNTS ALEATORIS.

Amb un programa de generacié de nombres aleatoris de tipus Monte~Carlo,
s’han generat 30 punts amb z,y, z aleatdries compreses entre 0 i 1. La dnica
finalitat d’aquesta prova prévia es comprovar que les corbes de nivell generades
amb parametres de tensié diferents son efectivament diferents i calibrar la im-
portancia d’aquestes diferéncies. Amb parimetre de tensié unitat (fig. 1) els
contorns de nivell sén suaus i arrodonits. En augmentar el parimetre de tensié
(fig. 2) la corba de nivell es va fent cada cop més dependent dels punt més
proxims; s’observa que les corbes de nivell tenen contorns amb corbatures més
pronunciades (és a dir, radis de corbatura més petits) i variacions de corbatura
més rapides al llarg del contorn; dit d’una altra manera, s’observa que la corba
perd en suvitat per guanyar en fidelitat. Incidentalmente, aqueste dues figures
d’exemple també il.lustren sobre el problema els ports: al centre quasi exacte
de la figura hi ha un port que es caracteritza per presentar un minim relatiu de
la funcié z en la direcci6 de dalt a baix de les figures, i, en canvi, un maxim en la
direccié de dreta a esquerra de les figures. Aqui queda clar com una diferéncia,
que en aquest cas es petita, en els esquemes d’interpolacié aplicats es tradueix
en un canvi total del “lligam” entre els quatre extrems de la mateixa corba de
nivell que arriben a aquest port.
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3.2. EXEMPLE 2. 30 PUNTS D’AKIMA

Desde fa més de deu anys existeix una prova “patré” publicada per Hiroshi
Akima [1] per determinar la qualitat dels diversos esquemes d’interpolacié de
punts irregularment distribuits, amb dos grups de punts, un de 30 i un altre de
50 punts; s’han probat diversos valors del parametre de tensié amb el primer
grup (3) punts). Per un valor de u unitat (fig. 3), les corbes corresponen
als resultats “bons” d’Akima doncs g igual a 1 implica no introduir tensid.
Per valors superiors (u = 2. fig 4; p = 4. fig 5) les corbes presenten una
forta discontinuitat de les corbatures. En aquest exemple, amb un nombre
relativament petit de punts queda clar el doble efecte de la introduccié de la
tensié: augment de la correspondéncia de les corbes amb les variacions locals
brusques dels gradients, pero, en contrapartida, pérdua de la suavitat de les
corbes de nivell.

3.3. EXEMPLE 3. 700 PUNTS DE DADES TOPOGRAFIQUES.

En un problema real, es va presentar la necessitat de dibuixar les corbes
de nivell a partir d’un gran nombre de punts presos per taquimetria (fig. 6).
De V’examen de les dades s’en desprén, tanmateix, una manca de dades en
punts importants, per exemple en el contorn d’un llac situat al mitg del domini
d’interpolacié. Es va procedir, doncs, a comparar els efectes dels diversos valors
del parametre de tensi6 local sobre la correspondéncia de les corbes de nivell
amb la superficie estudiada. S’oserva que el resultat és millor per un valor de
p superior (u = 1 fig. 7; p = 2 fig. 8). L’explicaci6é es que, en haver tants
punts donants, si es tenen en compte tots per a la interpolacié en un punt no
donat, la infludncia dels punts llunyans es perniciosa; si, al contrari, es dona una
“prima” extra als punts propers, la corba de nivell seguira millor el que és la
superficie real. L’observacié de I’aspecte general del terreny (fig. 6) ens mostra
caracteristiques que mereixen consideracié detinguda. Les zones inferior mig,
cantonada superior dreta, i inferior dreta presenten forts gradients (és a dir,
corbes molt juntes) perd la quantitat de punts donats que hi han al seu voltant
és molt insuficient. Per contra a 1’esquerra del llac i a la dreta i cap amunt del
mateix es troben fortes pendents amb molts punts donats rodejant aquestes
zones singulars en totes les direccions. La conseqiiéncia d’aquestes diferéncies
és que la representacié d’aquestes ltimes zones és molt més fidel i correcta que
la de les primeres. El mateix es pot dir de les zones on la densitat dels punts
donats és baixa (p. ex. tota la franja dreta del terreny). El que es pot dir és
que el programa no esth preparat per extrapolar superficies 1, per tant, no es
pot esperar que ho faci bé.
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3.4. EXEMPLE 4. VARIACIO ADAPTATIVA DEL PARAMETRE DE TENSIO
LOCAL

En quant a dades, aquest exemple 4 utilitza el mateix conjunt de dades
que el 3, per tant el terreny real és el mateix. S’ha separat de anterior perque
aqui s’hi introdueix un canvi significatiu en I’algorisme d’interpolacié. Aix{
com abans hom podia interpolar amb pardmetre de tensié u igual a 1 (fig. 6)
o bé igual a 2 {fig. 9), ara es podrd aplicar un valor diferent a cada zona, en
funcié de que calgui respectar més les irregularitats locals i no sigui imprescin-
dible presentar una suavitat de les corbes, o a I'inrevés. Aixi, es presenta un
exemple (fig 10) en el que s’ha aplicat una tensié local igual a 2 a la zona de
les rodalies del llac, i una tensié unitat a la resta del domini d’interpolacié. El
criteri per aquesta determinacié ha estat el segiient: A les rodalies del llac, amb
tensié 1 el contorn inferior del llac es representa molt pitjor que amb tensié 2.
Per contra, a les zones perifériques, la interpolacié amb tensié 2 proporciona
corbes de nivell massa quebrades, i es produeixen corbes mes suaus amb tensid
1. L’observacié dels resultats obtinguts amb tensions combinades en un mateix
resultat adaptant—se a les necessitats locals mostra un diagrama adequat (fig.
10), sobre tot tenint en compte la inadequada distribucié de les dades en al-
gunes gones. Tlanmateix, queda obert un camp d’experimentacié amb valors
més elevats de la tensi; també amb la determinacié de criteris diferents de
la inspeccié visual (p. ex. gradients diferents en direccions ortogonals) per
determinar la tensié Optima per a cada zona.

4. CONCLUSIONS

Dels exemples descrits en el paragraf anterior es dedueix una proposta de
solucié del problema a resoldre: Si el nombre de punts donats és reduit (per
exemple, menor a 80}, i hom desitja unes corbes de nivell suaus, aleshores el
valor de 1 ha de ser la unitat; si, per contra, el nombre de punts donats és
elevat (de l’ordre de centenars) i hom desitja que la corba de nivell s’ajusti
a la superficie real a la que corresponen els punts donats, aleshores convé
un valor de p entre 2 i 4. En situacions intermitjes, és molt convenient fer
varies proves amb diferents valors de p 1 decidir, per inspeccié visual quin és
el millor. En problemes amb un nombre elevat de punts donats és convenient
utilitzar I’algorisme que permet una adaptacié local de la tensié en funcié de
les necessitats canviants de 'entorn. Queden obertes giiestions en diverses
direccions, tal com ara ’experimentacié amb diversos criteris per a fixar el
valor de la tensid, o el calcul automatic d’aquest valor.
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FIGURA 1. 30 punts aleatoris g = 1 FIGURA 2. 30 punts aleatoris u = 2

FIGURA 3. Prova d’Akima (30) p =1 FIGURA 4. Prova d’Akima (30) u = 2
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FIGURA 5. Prova d’Akima (30) p = 4

FIGURA 6. Panoramica general del terreny (700 punts) u =1

99



1

FIGURA 7. Zona del llac u

2

FIGURA 8. Zona del llac 4
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FIGURA 9. Panoramica general del terreny (700 punts) u = 2
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FIGURA 10. Panoramica general del terreny
{700 punts) u amb adaptacié local.
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